Chapitre 13

Exponentielle complexe
13.1 Exponentielle complexe

Définition 1 On appelle exponentielle complexe la somme de la série entiere ) -, Zn—: qui est de rayon infini.

On a donc :
oo

Vz e C, exp(z) =¢€* = Z

n=0

Z’Vl

n!
Proposition 2 La restriction de I’exponentielle complexe a R conduit a I’exponentielle réelle .

Proposition 3
V(z,2') € C?, et =ee?
Vz € C,e*=

Vz € C,e*=c¢
Vz € C, |e*| = efe®
Vz € C,lef|=1<=z€iR

Théoréme 4 L’application exponentielle est un morphisme continu surjectif de (C,+) sur (C*, x).

Théoréme 5 L’application ¢ : t — e est un morphisme continu surjectif de (R,+) sur (U, x). Il existe un

unique réel a > 0 tel que ker p = aZ. On note ™ = §.

Corollaire 6 A
VieR, et=1<te2rZ

Le sous-groupe des périodes de ¢ est 2nZ.

Proposition 7 Il existe une unique application continue ¢ définie sur le plan complexe privé du demi-axe réel
négatif telle que

p(1) = 0
Vz € C, exp(p(z)) ==z

Cette fonction est appelée détermination principale du logarithme et coincide avec la fonction In sur RY .

13.2 Fonctions circulaires et hyperboliques

Définition 8 On appelle fonctions cosinus et sinus complexes, les applications de C dans C définies par :
eiz + 672’2 e Z2n
Vz € C,cosz2=—— = -1
2 Z( ) (2n)!
n=0
iz efiz 0 2n+1

e
Vz € C,sinz 5 (-1)

On appelle fonctions cosinus et sinus hyperboliques complexes, les applications de C dans C définies par :

e? +e 2 e Z2n
Vz € C, ChZ:T:Z@n)!
n=0
% — e % St 22n+1
2 ks 2 2n +1)!

Proposition 9

Vz € C, cos(iz) =ch z, ch(iz) =cosz

Vz € C, sin(iz) =ish z, sh(iz) =isinz

Vz € C,e*=chz+shz, €7 =cosz+isinz
Vz € C, ch?z—sh’2=1, cos®?z+sin?z=1
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Proposition 10

Y(a,b) € C?, cos(a+b) =cosacosb—sinasinb
Y(a,b) € C?, sin(a+b) =sinacosb+ cosasinb
Y(a,b) € C?, ch(a+b)=chachb+shashb
V(a,b) € C?, sh(a+b)=shachb+chashb

Proposition 11 L’application cos est paire périodique et son groupe des périodes est 27Z.
L’application sin est impaire périodique et son groupe des périodes est 2nZ.

L’application ch est paire périodique et son groupe des périodes est 2inZ.

L’application sh est impaire périodique et son groupe des périodes est 2inZ.

Définition 12 Les restrictions des fonctions trigonométriques complexes a R coincident avec les fonctions
trigonométriques réelles dont nous avions admis I'existence :

ezt —zt s 2n eit —i o t2n+1
Vt e R, cost = —— ,sint— )"
B3R EE el
Proposition 13 Les fonctions cos et sin sont de classe C™ et (cos)’ = —sin, (sin)’ = cos.

13.3 Théoréme de reléevement

Théoréme 14 L’application @ +— e est une bijection de | — , 7[ sur U\{—1}.
Son application réciproque u — Arg(u) est continue.sur U\{—1} et ne se prolonge pas en une application
continue sur U.

(u=x+iy, 22 +y*=1, ,x#1)= Arg(u) = 2Arctan j_l
T

Théoréme 15 du relévement :Soit f € C*(I,C) avec k > 1 telle que V¢ € I, |f(t)| = 1. Il existe une fonction

6 € C*(I,R) telle que : ‘
Vie I, f(t) =e?®

De plus une telle fonction est unique a une constante additive multiple de 27 pres.

Corollaire 16 Soit f € C*(I,C) avec k > 1 . Il existe deux fonctions (p,#) € C*(I,R)? telle que :
Vtel, p(t)>0et f(t)=p(t)e?®

De plus une telle fonction est unique a une constante additive multiple de 27 pres.
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