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Filiere PSI

Notations

IR désigne le corps des nombres réels et € le corps des nombres complexes.
Si z est un nombre complexe on notera Re(z) sa partie réelle.

On considére une suite (a,),,, de nombres complexes et (1,) ., unesuite stric-
tement croissante de réels strictement positifs telle que :

im &, = +eo.
n oy

z1

Pour tout entier naturel non nul n, on définit sur C la fonction v, par:
X2

“ha

vze C.uyz) = a,e
On nole :

lc’—:{xe IR/Z

u,(x) converge } N
n>l

I, = {xe R/ Y |u,(x)| converge }

nz1i
Si ces deux ensembles sont non vides et minorés on pose dans tout le probléme :
y = inf(ly) et
8 = inf(l,).
Soit ¢ la fonclion continue définie par :
vie R, o(t) = sup{l-|t-1].0}.

On suppose que (r,) est une suite de réels tels que :

A

nz1
n+l
>

vn2l,0<r,< 4

Pour tout te IR on pose :

C.oa, t-A
gt =Y -r—":(p(—,:f)

n=1

Partie I - Préliminaires

I.A - Représenter graphiquement la fonction ¢ et calculer jcp(t)dt.
ik
LB -

1.B.1) Montrer que la fonction g est définie et continue sur [0, +eof .
L.B.2) Prouver que pour tout entier p>1 :

J':m gtydt = a,.

1.C - Soit h une fonction continue sur {0, +=| , 4 valeurs dans € quiadmet en+e
une limite Le €. Montrer que h est bornée sur 0. +cof .

Partie Il - Exemples

Dans cette partie on choisit A, = Inn pour tout entier n2>1.
ILA - Déterminer v, &, I 4 et I dans les cas suivants :

a) a, = | pour tout entier n21 ;

Inn .
= (-1 21.
b) a, = ( )n(nH)pourtoutentxern_l

I1I.B - On suppose dans cette sous-partie I1.B que I, et I, sont non vides et
minorés.

ILB.1) Soit ze € tel que : Re(z)>3. Montrer que ) u,(2) est absolument con-
vergente. nzi

IL.B.2) Montrer que : y<3<y+1.
11.B.3) Donner un exemple pour lequel y = §.
11.B.4) Donner un exemple pour lequel y+1 = §.

. ILC - En choisissant, pour n>2,

a, = In[l "(’JI',',)n]

montrer qu'il est possible d’'obtenir y<8<y+ 1.
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Partie 11 - Etude d’'un cas particulier
In(n+1)

. .. _ i
Dans cette partie on choisit &, = In(n+ 1) et a, = (-1) e

nx1.

, pour tout entier

On note U la fonction définie sur (0, +=| par :
Yxz0, Ux) = Y uy00.

nxi
II1.A - Montrer que U est une fonction continue sur [0, +eo| .
HILB - Calculer fim U(x).

X~ 4o

I1I1.C - Soit un entier p>1. Montrer que U est une fonction de classe C” sur
10, 4o} .

IILD - Etudier le signe de U'(x) pour x>0.
IILE -

IILE.1) Etablir qhe u, est une fonction intégrable sur [0, +=| pour tout n>1.
I11.E.2) Montrer que U est une fonction intégrable sur {0, +={ et calculer

j'MU(x)dx.
)]

TILF - Déterminer une valeur approchée a 107 pres des réels U(0) et U'(0).

II1.G - Donner Tallure de la représentation graphique de U dans un repére
orthogonal (préciser les unités choisies sur chacun des axes).

Partie IV - Etude de 1, et 1. dans le cas général

IVA -
IV.A.1) Prouver que 1, est un intervalle.

IV.A.2) On suppose que :
-n"

a, = et
" Jn
A, = Infin(n+ D).
Etablirque I, = @ et I, = IR.
IV.A.3) Donner un exemple de couple (a,.A,) pour lequel I, = I, = @.
IV.A.4) Donner un exemple de couple (a,.A,) pour lequel 1, = I, = IR.

IV.B - On suppose dans cette sous-partie IV.B que I est non vide et minoré.

IV.B.1)Si (a,) ., est une suite de réels positifs montrer que, pour tout ze € tel
que Re(2)>7Y, la série

Y up2)

nzl
converge.
IV.B.2) Soit f une application continue de [0, +=| dans €. On suppose qu’il exis-
te un réel a tel que la fonction F, définie par

J -
Vie [0+, F(t) = I”’(x)e ax g

admette une limite finie en +oo .
Soit ze € tel que Re(2)> .

(- 2)t

a) Montrer que t 5 F()e est une fonction intégrable sur [0, +e| .

b) En déduire que la suite

(f:"f(x)e "dx)n2I

est convergente.

Indication : on pourra utiliser une intégration par parties.
IV.B.3) On pose

v (2) = J':""g(x)e’zxdx

et on suppose que la suite (r;)_

Y (va(2y vz

nxi

>, est choisie de telle sorte que la série

est convergente (on admet qu’un tel choix est possible). Déduire des questions
précédentes et des préliminaires que la série

Y uy2)

nzl

converge pour tout ze € tel que Re(z)>y.En déduire que I est un intervalle.
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