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Épreuve : MATHÉMATIQUES I 

Notations 

IR désigne le corps des nombres réels et  C le corps des nombres complexes. 
Si z est un nombre complexe on notera R e ( z )  sa  partie réelle. 
On considixe une suite (a,,),,, de nombres complexes et (A,,),,, une suite stric- 
t e m m t  croissante de réels strictement positifs telle que : 

lim A,, = + m .  

Il  9 - 
Pour tout entier naturel non nul n ,  on définit sur  C la fonction un par : 

h,? V Z E  C. u,,(z) = a,,e . 
On note : 

Si ces deux ensembles sont non vides et minorés on pose dans tout le problème : 
y = inf(Ic) et 

6 = i n f ( I A ) .  

Soit cp la fonclion continue définie par : 

On suppose que (r,,),,> 

vtE n i ,  c p ( t )  =  SU^{ I -IL t1 .01 .  

est  une suite de réels tels que : 
An+ I - k n  V n >  I , O<r,,<- 2 

Pour tout t E IR on pose : 

Partie 1 - Préliminaires 

LA - Représenter graphiquement la fonction cp et calculer 1 cp(t)dt. 

1.B - 
1.B.1) Montrer que la fonction g est définie et continue su r  IO. +-( . 
I.B.2) Prouver que pour tout entier p >  I : 

1.C - Soit h une hnction continue su r  10. +-[ ,àvaleurs  dans C qui admet en+- 
une limite L E  C .  Montrer que h est bornée su r  10. +-[ . 

Partie I I  - Exemples 

Dans cette paltic. on choisit A,, = Inn pour tout entier n 2 1 . 

1I.A - Déterminer y ,  6 ,  1, et 1, dans les cas suivants : 
a) a,, = 1 pour tout entier n >  1 ; 

b) a, = ( - 1 ) "  n ( n +  -!!E-- 1 )  pour tout entier n >  1 . 

1I.B - On suppose clans cette sous-partie 1I.B que 1, e t  1, sont non vides et 
minorés. 
II.B.1) Soit z E (1 tel que : Re(z )  > 6 .  Montrer que 1 U J Z )  est absolument con- 
vergen te. n >  I 

II.B.2) Montrer que : y 5 6 I y + 1 . 
II.B.3) Donner u n  exemple pour lequel y = 6 .  
II.B.4) Donner un exemple pour lequel y + 1 = 6 .  

. 11.C - En choisiss:int, pour n 2 2 , 

a,,=In I I -  [ Y )  
montrer qu'il est possible d'obtenir y < 6 < y + 1 . Y 
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Partie Ill - Étudc d'un cas particulier. 

Dans cette partie on choisit h, = In (n  + I ) et  a, = ( - 1  )" - , pour tout entier 
n > l .  

On note U la fonction définie sur  10. +=I par : 

In(n+ 1 )  
n ( n +  1 )  

V x 2 0 ,  U ( X )  = c U , ( X ) .  
n>  I 

1II.A - Moiitrer que U est une fonction continue sur (0. +=l . 

1II.B - Calculer lim U ( x ) .  

1II.C - Soit un entier p >  t . Montrer que U est une fonction de classe C p  sur 
IO. +ml . 
1II.D - Étudier le signe de V ( x )  pour x > O .  

III.E.1) htablir que un est une fonction intégrable sur  10, +=l pour tout n >  1 . 
I11.E.2) Montrer que U est une fonction intégrable sur 10. +-1 et  calculer 

X-++C-  

1II.E - 

j ; - U ( x ) d x .  

1II.F - Déterminer une valeur approchée à Io-' près des réels U ( 0 )  et U ' ( 0 ) .  

1II.G - Donner l'allure de la représentation graphique de U dans un repère 
orthogonal (préciser les unités choisies sur chacun des axes). 

&tic IV - Étude de I A a I c  dans le caspénéral 

1V.A - 
IV.A.l) Prouver que 1, est un intervalle. 
IV.A.2) On suppose que : 

a, = (9, et 

A,, = InIIn(n+ t ) I .  

ktabIir que I, = 0 et I ,  = IR.  

h 

IV.A.3) Donner un exemple de coup..! (a,& pour lequel ~ 
\ = 1, = 0. 

IV.A.4) I)otiner un exemple de couple (a,$,) pour lequel 1, = 1, = IR. 

IV.B - On suppose dans cette sous-partie 1V.B que 1, est non vide et  minoré. 
IV.B.l) Si (a,),,, est une suite de réels positifs montrer que, pour tout z E C tel 
que Re( z )  > y ,  la série 

1 UJZ )  
I l >  I 

converge. 
IV.B.2) Soit f une application continue de 10, +=( dans C .  On suppose qu'il exis- 
te un réel n tel que la fonction f ,  définie par 

vt E Io. +ml , F (  t )  = j,,f(x)e-"*dx 1 

admette une limite finie en +=. 
Soit ZE C tel que f te (z )>a .  

a) Montrer que t k F(t)e'"-'" est une fonction intégrable sur 10, +-l . 
b) En déduire que la suite 

( C " f ( x ) e  "dx )"? I 

est convergente. 
Indication : on pourra utiliser une intégration par parties. 
IV.B.3) On pose 

e t  on suppose que la suite (r,), ,> est choisie de telle sorte que la série 

c ( V , ( Z )  U " ( 2 ) )  
n 2  l 

est convergente (on admet qu'un tel choix est possible). Déduire des questions 
précédentes e t  des préliminaires que la série 

c U J Z )  
n >  I 

converge pour t o u t  z E C tel que R e ( z )  > y .  En déduire que 1, est un intervalle. 
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