
eu CORRIGE DE L'EEPREUVE DE MATHS1 MINE 07 proposé par A.NAIMIPROFESSEUR DE MATHS AU LYCEE TECHNIQUE-MOHEMMADIA.I CAS PARTICULIERS1. Par C. on a χ(1.1) = χ(1).χ(1), don
 (χ(1))2 = χ(1), don
 χ(1) = 1 ou χ(1) = 0.Mais toujours par le C. : pour tout a entier relatif χ(a.1) = χ(a).χ(1) et l'appli
ation χn'est pas identiquement nulle, don
 χ(1) 6= 0 et par suite χ(1) = 1.2. Par le D. l'appli
ation χ est 2-periodique don
 pour tout entier relatif a, on a :
χ(2k) = χ(0) = 0 et χ(2k + 1) = χ(1) = 1. d'où l'appli
ation χ.3. On a χ(1) = 1 et don
 moyennant le C. : (χ(−1))2 = 1, don
 χ(−1) = 1 ou χ(−1) = −1. D'autre part χ est 4-periodiqueet don
 χ(3) = χ(3 − 4) = χ(−1). d'où le resultat.4. On a pour tout entier naturel p,
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.D'autre part, 
omme χ est 4-periodique et χ(0) = 0, χ(1) = 1, χ(2) = 0 
ar 2 n'est pas premier ave
 4 et χ(3) = −1,alors pour tout entier k, χ(4k) = χ(4k + 2) = 0, χ(4k + 1) = 1 et χ(4k + 3) = −1.Alors Sp =
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.Don
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et 
ompte tenu du rappelle, on 
on
lue que la suite (Sp)p 
onverge vers arctan 1 = π

4
. Or la suite
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onvergent vers 0.On 
on
lue alors que la serie P χ(k)
k


onverge et que sa somme est π
4
.II CONVERGENCE DE LA SERIE P χ(k)

k
.5. On sait que (Z/NZ)∗ =

˘

k / k ∈ P
¯ et que 
e dernier est un groupe multipli
atif.D'aute par puisque a est premier ave
 N alors a ∈ (Z/NZ)∗ et don
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ette égalité devient : (a)Φ(N).
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k , mais dans un groupe tout élément est inversible et Q
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k est dans le groupe (Z/NZ)∗ et par suite (a)Φ(N) = 1ou en
ore aΦ(N) = 1 d'où aΦ(N) − 1 est multiple de N.6. D'après le 5) il existe q entier tel que aΦ(N) − 1 = qN don
 aΦ(N) = 1 +qN . Mais χ est N−périodique don

χ(aΦ(N)) = χ(1), d'autre part d'après 1) χ(1) = 1 et puisque l'appli
ation χ est multipli
atif, alors χ(aΦ(N)) = (χ(a))

Φ(N)don
 (χ(a))
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= 1 ou en
ore
|χ(a)|

Φ(N)

= 1 d'où |χ(a)| = 1.7. Soient k, s des éléments de {1, ..., N − 1} tels que rk = rs, alors rk = rs .Mais rk(resp rs) est le reste de la division eu
lidienne de ak (resp as) par N et don
 rk = ak et rs = as, par suite ak = asou en
ore a.k = a.s mais a est dans le groupe (Z/NZ)∗, en 
omposant à gau
he par son inverse, on obtient k = s, don

|k − s| est multiple de N , or 
e dernier entier est stri
tement inferieur à N , il est don
 nul et par suite k = s.On 
on
lue alors que les rk sont deux à deux disti
ts.8. Pour tout k entre 1 et N − 1, rk est le reste de la division de ak par N , il est don
 
ompris entre 0 et N − 1, d'autrepart rk ne peut etre nul, 
ar sinon N divisera ak et par le théorème de Guass ( N est premier ave
 a), N divisera k , 
e quiest impossible puisque k est entre 1 et N − 1. On a don
 {rk/ k ∈ {1, ..., N − 1}} ⊂ {1, ..., N − 1} et les rk sont deux à deuxdistin
ts et par suite le premier ensemble est de 
ardinal N−1, On 
on
lue alors que {rk/ k ∈ {1, ..., N − 1}} = {1, ..., N − 1},don
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χ(k).D'autre part puisque χ est N−périodique et rk est le reste de la division eu
lidienne de ak par N , alors χ(ak) = χ(rk).D'où l'égalité demandée.9.D'une part, on a χ(a) = −1 puisque d'après 6), |χ(a)| = 1 et par hypothèse χ(a) 6= 1D'autre part 
ompte tenu de l'égalité de question 8) et du fait que χ est multipli
ative, il vient : N−1
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e que pour tout n entier n+N−1
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 N et par suite
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Φ(N), d'où l'inégalité demandée.** Si m ≥ N . La division eu
lidienne de m par N donne l'existen
e de q et de r ∈ {0, ..., N − 1}, tels que m = qN + ralors :
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ette dernière somme sont nuls sauf peut-etre le dernier et par suite
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≤ Φ(N).11. On va montrer que 
ette suite est de 
au
hy en utilisant la trasformation d'ABEL rappelé au debut de l'enon
é.Notons alors pour tout k entier ≥ 1, αk = χ(k), uk = 1
k
et Tk =
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onverge vers 0 et d'après le 10). la suite (Tk)k est bornée, don
 les suites (uk.Tk−1)k et (uk.Tk)k
onvergent vers 0, il existe alors un entier n1, tel que pour tout entier k ≥ n1, |uk.Tk−1| ≤ ǫ
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.D'autre part, on a pour tout k ≥ 2, |Tk.(uk − uk−1)| ≤ ϕ(N).(uk−1 − uk) = ϕ(N)

k(k−1)
et 
ette dérnière suite est le termegénéral d'une serie 
onvergente, don
 par 
omparaison des series la serie P |Tk.(uk − uk−1)| 
onverge, don
 la serie P

Tk.(uk − uk−1) est absolument 
onvergente et don
 
onvergente. Sa suite des sommes partielles est don
 de 
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hy etpar suite il existe un entier n0 ≥ 2, tel que pour tout n ≥ n0 et pour tout m〉n, ˛
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ompte tenue de l'égalité (*) et en utilisant l'inegalité triangulaire, il vient : pour tout n ≥ max(n0, n1) et pour tout m〉n

˛

˛

˛

˛

m
P

k=n

χ(k)
k

˛

˛

˛

˛

≤ |−un.Tn−1| +
˛

˛

˛

˛

m−1
P

k=n

Tk.(uk − uk−1)

˛

˛

˛

˛

+ |um.Tm| ≤ ǫ
3

+ ǫ
3

+ ǫ
3

= ǫ.La suite en question est une suite de nombres réels de 
au
hy, elle est don
 
onvergente.III COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE12. Si l'un des entiers n ou m vaut 1, alors l'égalité est trivial, sinon leurs dé
ompositions en fa
teurs premiers s'é
rit :
n = pα1

1 .......pαk

k et m = qβ1
1 .........qβr

r ave
 αi et βi des entiers non nuls, p1, ...., pk, q1, ...., qr des entiers premiers et distin
tsdeux à deux Alors la dé
omposition en fa
teurs premierd du produit mn est :
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r et don
 les diviseurs de n s'e
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1 .........qyr
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13. Comme p est un entier premier, alors soit il ne �gure pas dans la de
omposition en fa
teurs premiers de N et dans
e 
as il est premier ave
 N , soit il �gure et dans 
e 
as il divise N. Dans le premier 
as |χ(p)| = 1 (
'est le II.6 ) et dans lese
ond 
as χ(p) = 0 (
'est le B. de la de�nition de la fon
tion χ ).D'autre part les diviseurs de pα sont les pk pour k variant entre 0 et α et don
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ative don
 pour tout k, χ(pk) = (χ(p))k, par suite fpα =
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0 si χ(p) = −1 et α impaire
1 si χ(p) = −1 et α paire .On remarque que dans tous les 
as 0 ≤ fpα ≤ (α + 1).14. Si n = 1, alors 0 ≤ f1 = 1 ≤ 1.Si n ≥ 2, on é
rit la dé
omposition de n en fa
teurs premiers : n = pα1

1 .......p
αk

k ave
 les αi des entiers non nuls et les pides entiers premiers et distin
ts deux à deux ; don
 les pαi

i sont premiers deux à deux et don
 d'après le 12. : fn = fp
α1
1

......
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α

k

k

, don
 
ompte tenue de la remarque faite à la dernière question du 13. : 0 ≤ fn ≤ (α1 + 1)......(αk + 1).Mais (α1 + 1)......(αk + 1) est exa
tement le nombre de diviseurs de n qui est don
 ≤ n.D'où 0 ≤ fn ≤ n.15. Si n = 1, alors f1 = 1 ≥ 1.Si n ≥ 2, on é
rit la dé
omposition de n en fa
teurs premiers : n = pα1
1 .......p

αk

k ave
 les αi des entiers non nuls et les pides entiers premiers et distin
ts deux à deux ; don
 n2 = p2α1
1 .......p2αk

k est la de
omposition en fa
teurs premiers de l'entier
n2 et don
 par le 12. : fn2 = f

p
2α1
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p
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k

k

, mais d'après le 13. : pour tout α entier non nul fp2α ∈ {1, 2α + 1}, d'où
fn2 ≥ 1.16. Le rayon demandé est 1, en e�et soit x réel.- Si |x| 〈1, alors d'après le 13. on a pour tout n ≥ 1, |fn.xn| ≤ |n.xn| et la serie P |n.xn| 
onverge puisqu'il s'agit d'uneserie entiere de rayon de 
onvergen
e 1 (par dalembert).- Si |x|〉1, alors d'après le 14. on a pour tout n ≥ 1, ˛
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onverge pas vers 0 et 
omme 
'est une suite extraite de (

fn.xn )n, alors 
ette dernière suite aussi ne 
onverge pas vers 0 et don
 la serie P

fn.xn divrge grossièrement.17. Soit x ∈ [ 1
2
, 1[, alors la serie entière P
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.D'autre part, la fon
tion t 7−→ xt2 est dé
roissante positive sur [1, +∞[, don
 pour tout k ≥ 1, xk2 ≥
R k+1

k
xt2dt et don
pour tout n ≥ 1, n
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1
xt2dt ou en
ore puisque les deux suites 
onvergent +∞

P

n=1

.xn2 ≥
R +∞
1

xt2dt, mais par le

hangement de variable : u = t.
√
− ln x, 
ette dernière intégrale devient 1√

− ln x
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dt, or la fon
tion u 7−→ e−u2est positive et l'intervalle [
√

ln 2, +∞[⊂ [
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