
eu CORRIGE DE L'EEPREUVE DE MATHS1 MINE 07 proposé par A.NAIMIPROFESSEUR DE MATHS AU LYCEE TECHNIQUE-MOHEMMADIA.I CAS PARTICULIERS1. Par C. on a χ(1.1) = χ(1).χ(1), don (χ(1))2 = χ(1), don χ(1) = 1 ou χ(1) = 0.Mais toujours par le C. : pour tout a entier relatif χ(a.1) = χ(a).χ(1) et l'appliation χn'est pas identiquement nulle, don χ(1) 6= 0 et par suite χ(1) = 1.2. Par le D. l'appliation χ est 2-periodique don pour tout entier relatif a, on a :
χ(2k) = χ(0) = 0 et χ(2k + 1) = χ(1) = 1. d'où l'appliation χ.3. On a χ(1) = 1 et don moyennant le C. : (χ(−1))2 = 1, don χ(−1) = 1 ou χ(−1) = −1. D'autre part χ est 4-periodiqueet don χ(3) = χ(3 − 4) = χ(−1). d'où le resultat.4. On a pour tout entier naturel p,
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.D'autre part, omme χ est 4-periodique et χ(0) = 0, χ(1) = 1, χ(2) = 0 ar 2 n'est pas premier ave 4 et χ(3) = −1,alors pour tout entier k, χ(4k) = χ(4k + 2) = 0, χ(4k + 1) = 1 et χ(4k + 3) = −1.Alors Sp =
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et ompte tenu du rappelle, on onlue que la suite (Sp)p onverge vers arctan 1 = π
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onverge et que sa somme est π
4
.II CONVERGENCE DE LA SERIE P χ(k)

k
.5. On sait que (Z/NZ)∗ =
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¯ et que e dernier est un groupe multipliatif.D'aute par puisque a est premier ave N alors a ∈ (Z/NZ)∗ et don
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k est dans le groupe (Z/NZ)∗ et par suite (a)Φ(N) = 1ou enore aΦ(N) = 1 d'où aΦ(N) − 1 est multiple de N.6. D'après le 5) il existe q entier tel que aΦ(N) − 1 = qN don aΦ(N) = 1 +qN . Mais χ est N−périodique don
χ(aΦ(N)) = χ(1), d'autre part d'après 1) χ(1) = 1 et puisque l'appliation χ est multipliatif, alors χ(aΦ(N)) = (χ(a))
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= 1 d'où |χ(a)| = 1.7. Soient k, s des éléments de {1, ..., N − 1} tels que rk = rs, alors rk = rs .Mais rk(resp rs) est le reste de la division eulidienne de ak (resp as) par N et don rk = ak et rs = as, par suite ak = asou enore a.k = a.s mais a est dans le groupe (Z/NZ)∗, en omposant à gauhe par son inverse, on obtient k = s, don
|k − s| est multiple de N , or e dernier entier est stritement inferieur à N , il est don nul et par suite k = s.On onlue alors que les rk sont deux à deux distits.8. Pour tout k entre 1 et N − 1, rk est le reste de la division de ak par N , il est don ompris entre 0 et N − 1, d'autrepart rk ne peut etre nul, ar sinon N divisera ak et par le théorème de Guass ( N est premier ave a), N divisera k , e quiest impossible puisque k est entre 1 et N − 1. On a don {rk/ k ∈ {1, ..., N − 1}} ⊂ {1, ..., N − 1} et les rk sont deux à deuxdistints et par suite le premier ensemble est de ardinal N−1, On onlue alors que {rk/ k ∈ {1, ..., N − 1}} = {1, ..., N − 1},don N−1
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χ(k).D'autre part puisque χ est N−périodique et rk est le reste de la division eulidienne de ak par N , alors χ(ak) = χ(rk).D'où l'égalité demandée.9.D'une part, on a χ(a) = −1 puisque d'après 6), |χ(a)| = 1 et par hypothèse χ(a) 6= 1D'autre part ompte tenu de l'égalité de question 8) et du fait que χ est multipliative, il vient : N−1
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= ǫ.La suite en question est une suite de nombres réels de auhy, elle est don onvergente.III COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE12. Si l'un des entiers n ou m vaut 1, alors l'égalité est trivial, sinon leurs déompositions en fateurs premiers s'érit :
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13. Comme p est un entier premier, alors soit il ne �gure pas dans la deomposition en fateurs premiers de N et danse as il est premier ave N , soit il �gure et dans e as il divise N. Dans le premier as |χ(p)| = 1 ('est le II.6 ) et dans leseond as χ(p) = 0 ('est le B. de la de�nition de la fontion χ ).D'autre part les diviseurs de pα sont les pk pour k variant entre 0 et α et don fpα =
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