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CORRIGE DE ’EEPREUVE DE MATHS1 MINE 07 proposé par A.NAIMI
PROFESSEUR DE MATHS AU LYCEE TECHNIQUE-MOHEMMADIA.

I CAS PARTICULIERS

1. Par C. on a x(1.1) = x(1).x(1), donc (x(1))* = x(1), donc x(1) =1 ou x(1) = 0.
Mais toujours par le C. : pour tout a entier relatif y(a.1) = x(a).x(1) et Papplication x
n’est pas identiquement nulle, donc x(1) # 0 et par suite x(1) =1

2. Par le D. 'application x est 2-periodique donc pour tout entier relatif a, on a :

X(2k) = x(0) =0 et x(2k 4+ 1) = x(1) = 1. d’onr l'application .

3. On a x(1) = 1 et donc moyennant le C. : (x(—1))® = 1, donc x(—1) = 1 ou x(—1) = —1. D’autre part x est 4-periodique
et donc x(3) = x(3 —4) = x(—1). d’ou le resultat.

4. On a pour tout entier naturel p,

4p+3 4
k 4k 4k+1 4k+2 4k+3
Sp= M= LAy Salen a5
D’autre part, comme X est 4-periodique et X(O) =0, x(1 ) =1, x(2) =0 car 2 n’est pas premier avec 4 et x(3) = —1,
alors pour tout entler k, x(4k) = X(4k +2)=0, X(4k + 1) =1let X(4k +3) =

p 2k 2k+1
— (=1) (=D="T
Alors S, = E 4k+1 k2_204k+3 - k2_302(2k)+1 Z 2(2k+1 = EICORS T Z 202K+ +1°
+1 n
Donc S, = Z (;nlj_l et compte tenu du rappelle, on conclue que la suite (Sp), converge vers arctan1 = 7. Or la suite
n=0

4k 4k+1 4k+2 4k+3
Xglk))ky (Xik.jl)) ) (Xglk_jz)) ’ (Xglk_jg)

On conclue alors que la serie ) % converge et que sa somme est 7
II CONVERGENCE DE LA SERIE y X8

5. On sait que (Z/NZ)* = {k: / k€ P} et que ce dernier est un groupe multiplicatif.
D aute par puisque a est premier avec N alors a € (Z/NZ) et donc

a .(Z/NZ)* = (Z/NZ)*, par suite [[a.k = [[k, or P est de cardinal ®(N), donc cette égalité devient : (@)®™).
keP keP

[1%= Ik, mais dans un groupe tout élément est inversible et [] % est dans le groupe (Z/NZ)* et par suite (@)
kEP  keEP kEP

ou encore a®®™) =T d’ott a®®) — 1 est multiple de N.

6. D’aprés le 5) il existe ¢ entier tel que a®™ _1 = gN donc a®™ =1 +qN. Mais x est N—périodique donc
(CL(I)(N)) _ o(N)

(%)k converge vers 0, puisque les quatres sous suites (

)k convergent vers 0.

eN) 7

X x(1), d’autre part d’aprés 1) x(1) =1 et puisque I'application x est multiplicatif, alors x(a®™)) = (x(a))
donc (X(a))q)(N) =1 ou encore

@(N)

Ix(a)]  =1don [x(a)] =1.

7. Soient k, s des éléments de {1,..., N — 1} tels que r, = r,, alors 7, =75 .

Mais 7 (resp rs) est le reste de la d1v1510n euclidienne de ak (resp as) par N et donc 7 = ak et 75 = @3, par suite ak = as
ou encore @.k = @.5 mais @ est dans le groupe (Z/NZ)*, en composant a gauche par son inverse, on obtient k =3, donc
|k — s| est multiple de N, or ce dernier entier est strictement inferieur a N, il est donc nul et par suite k = s.

On conclue alors que les 75 sont deux & deux disticts.

8. Pour tout k entre 1 et N — 1, ry est le reste de la division de ak par N, il est donc compris entre 0 et N — 1, d’autre
part 7, ne peut etre nul, car sinon N divisera ak et par le théoréme de Guass ( N est premier avec a), N divisera k , ce qui
est impossible puisque k est entre 1 et N —1. On a donc {rx/ k € {1,..., N —1}} C {1, ..., N — 1} et les 74 sont deux a deux
distincts et par suite le premier ensemble est de cardinal N—1, On conclue alors que {ry/ k € {1,...,N —1}} ={1,..., N — 1},

N-1 N-1
done 37 x(rx) = 32 x(k).
k=1 k=1
D’autre part puisque x est N—périodique et r; est le reste de la division euclidienne de ak par N, alors x(ak) = x(r&).

D’on I’égalité demandée.
9.D’une part, on a x(a) = —1 puisque d’apreés 6), |x(a)| = 1 et par hypothese x(a) # 1

N-1 N-1
D’autre part compte tenu de I’égalité de question 8) et du fait que x est multiplicative, il vient : > x(a).x(k) = > x(k)
k= k=1

ou encore x(a).

x(k) = ]:Z:_Illx(k), donc

2
Il
i

N-1 N-1 N—-1
- Y x(k) = x(k), donc >~ x(k) =0, mais x(0) =0 et par suite > x(k)=
k=1 k=1 k=0

n+N-—1
Soit alors n entier naturel et supposons Y. x(k) =0 alors

1



n+N n+N-—1 n+N
> oxk)= > x(k)+x(n+ N)—x(n). Or x est N—périodique donc x(n+ N) — x(n) =0, dot >, x(k) =0.
k=n+1 k=n k=n+1
n+N-—1
On donc montré par reccurence que pour tout n entier >, x(k) =0.
k=n

10. Soit m un entier ) 0.

fsim N - taors | S| < 3wl < T

Mais par definition de xk,:cl)n a X(k)k:o pour toﬁtﬂk non premier avec [N et par suite

]:ill Ix(k)| = kZP |x(k)| , d’autre part on a vu dans le 6) que pour tout a € P, |x(a)| =1 et donc kZP Ix(k)| = card(P) =
= € €

®(N), d’ont I'inégalité demandée.
** Sim > N . La division euclidienne de m par N donne I'existence de g et de r € {0, ..., N — 1}, tels que m = gN +r
alors :

m m gqN+r N-—1 N+N-—-1 (g—1)N+N-1 gqN+r
Sxk) = Sox(k)= > x(k)= > x(k)+ > x(k)+ ... + > x(k) + > x(k). Or d’apres le 9), tous
k=1 k=0 k=0 k=0 k=N k=(g—1)N k=qN

les termes de cette derniére somme sont nuls sauf peut-etre le dernier et par suite
m gN+r gN+r gN+r gqN+r r
S x(k) = > x(k). et puisque x est N—périodique alors : > x(k) = > x(k—¢N) et > x(k—¢N)= > x(k)
k=1 k=gqN k=gqN k=gqN k=gqN k=0

(aprés changement d’indice) . On donc :

> x(k) = > x(k). Si r =0 alors cette derniére somme est nulle et si )0, alors d’aprés ce qui précéde
k=1 k=

(c’est la premiére étape), d’oi

3 1) < o).
=1
11. On va montrer que cette suite est de cauchy en utilisant la trasformation d’ABEL rappelé au debut de I’enoncé.

k
Notons alors pour tout k entier > 1, o, = x(k), ur = % et T, = > ap.
p=0
Et soit €)0 .

Alors pour tout n,m entiers tels que 2 < n{(m :

m (k) m m—1

kz XT = kz ok UL = —Un.Tn_1 + kz Tk(uk — ’u,kfl) + Um. T (*)

=n =n =n

Or la suite (ug)r converge vers 0 et d’aprés le 10). la suite (T%)r est bornée, donc les suites (ug.Tr—1)r et (ur.Tk)x
convergent vers 0, il existe alors un entier ni, tel que pour tout entier k > n1, |up.Tr—1| < § et |up.Tk| < .

D’autre part, on a pour tout k > 2, |Tk.(ur — uk—1)| < @(N).(uk—1 — ug) = %
général d’une serie convergente, donc par comparaison des series la serie Y. |Tk.(ur — ur—1)| converge, donc la serie >

Tx.(ur, — uk—1) est absolument convergente et donc convergente. Sa suite des sommes partielles est donc de cauchy et

et cette dérniére suite est le terme

m—1
par suite il existe un entier ng > 2, tel que pour tout n > ng et pour tout myn, | > Tk.(uk —uk_l)‘ < 5. Et donc
k=n

compte tenue de I’égalité (*) et en utilisant l'inegalité triangulaire, il vient : pour tout n > max(no,n1) et pour tout mjn

S x(k)

P
La suite en question est une suite de nombres réels de cauchy, elle est donc convergente.
IIT COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

12. Si 'un des entiers n ou m vaut 1, alors I'égalité est trivial, sinon leurs décompositions en facteurs premiers s’écrit :
et m= q’fl ......... ¢? avec oy et B; des entiers non nuls, p1,...., px, g1, ..., ¢ des entiers premiers et distincts

m—1
<=unTn-1| 4+ | D Te-(ur —up—1)| + [um Tn| < S+ 5+ 5 =€
k=n

m.n = prt.... Pk .qfl ......... ¢?" et donc les diviseurs de n s’ecrivent sont de la forme
Pt prt avec 0 < z; < a;; ceux de m s'ecrivent sont de la forme ¢¥'......... g’ avec 0 < y; < B et ceux de m.n
s’ecrivent sont de la forme pit....... PRl gyt qY" et par suite :
> x(d) = > X(pIteeen. prr gt g¥), or par definition de x, elle est multiplicative c-a-d verifie le C. et
0<y: <Bi
donc cette dérniére égalité devient > X(pTteenee. r ) x(@¥t e q?") donc
0<z; <oy
0<y: <G
>ox(d= > > o x(pitee. pr*)x (¥t @)
d/m.n 0<z;<a; 0<y;<p;
= > x(teeend®) X0 x(@ftee i)
0<z;<a; 0<y;<B;
= 2 x(d). > x(d)
d/n d/m
= fnfm
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13. Comme p est un entier premier, alors soit il ne figure pas dans la decomposition en facteurs premiers de N et dans
ce cas il est premier avec N, soit il figure et dans ce cas il divise N. Dans le premier cas |x(p)] =1 (c’est le 11.6 ) et dans le
second cas x(p) = 0 (c’est le B. de la definition de la fonction x ).

D’autre part les diviseurs de p® sont les p® pour k variant entre 0 et « et donc fpo = 3 x(d) = 3 x(p"),
d/p™ 0<k<a
mais x est multiplicative donc pour tout k, x(p*) = (x(p))¥, par suite fpa = 3 (x(p)* = 1+ (x(p)F =
0<k<a 1<k<a
14+0six(p) =0
a+1§1x():1 _d'ont
> (=1)Fsix(p) =
0<k<a
Lsix(p)=0

a+1six(p) =1
0 si x(p) = —1 et « impaire
1si x(p) = —1 et « paire
On remarque que dans tous les cas 0 < fpa < (a+1).
14. Sin=1,alors 0 < f; =1< 1.
Si m > 2, on écrit la décomposition de n en facteurs premiers : n = p7t....... pr* avec les a; des entiers non nuls et les p;
des entiers premiers et distincts deux a deux; donc les pfé sont premiers deux a deux et donc d’aprés le 12. : f,, = fprlxl ......

Jpe =

k

[f,ar, donc compte tenue de la remarque faite a la derniére question du 13. : 0 < fn < (o1 +1)......(a + 1).
k

Mais (a1 + 1)......(ax + 1) est exactement le nombre de diviseurs de n qui est donc < n.

D'oun 0 < f, <n.

15. Sin=1, alors f1 =1>1.

Sim > 2, on écrit la décomposition de n en facteurs premiers : n = pyt...... pr* avec les a; des entiers non nuls et les p;
des entiers premiers et distincts deux a deux; donc n? = p2‘11 ....... pia’“ est la decomposition en facteurs premiers de 'entier
n? et donc par le 12. : f,2 = fp2a1 ...... fp2ak7 mais d’aprés le 13. : pour tout « entier non nul f2a € {1,2a + 1}, d’oft

1 k
Jn2 2 1.

16. Le rayon demandé est 1, en effet soit = réel.
- Si |z| (1, alors d’apres le 13. on a pour tout n > 1, |fn.z"| < |n.2™| et la serie Y |n.z™| converge puisqu’il s’agit d'une
serie entiere de rayon de convergence 1 (par dalembert).
2 2
= |z|" , mais la suite ( |z|™ ), diverge vers +oo,

2
fr2.x™

2 . . . .
fn2.x™ ‘)n diverge elle aussi vers 400, donc ne converge pas vers 0 et comme c’est une suite extraite de (

- Si |z|)1, alors d’aprés le 14. on a pour tout n > 1,

donc la suite (

frn-x™ )n, alors cette derniére suite aussi ne converge pas vers 0 et donc la serie Y f,.z" divrge grossiérement.
17. Soit = € [%, 1[, alors la serie entiére Y fn.z" converge et d’autre part, d’aprés la question 14, elle est A termes positifs,

. 2
donc la serie 2.2 converge et
n

“+ o0 —+ oo
S x> > fnz.x"Q, mais d’apres le 15. on a pour tout n > 1, f,2 > 1, donc
n=1 n=1

+o0 2 +o0 Py 400 2
S fn2x™ > > 2™ . Onadonc f(z) > > .a”
n=1 n=1 n=1

2
D’autre part, la fonction ¢ — z'” est décroissante positive sur [1,+oo[, donc pour tout k > 1, z > k“

t2
z" dt et donc

n —+oo
pour tout n > 1, Ea:kQ > fln'H «°dt ou encore puisque les deux suites convergent Y am > fl °°x dt, mais par le
k=1 n=1
cchangement de variable : u = t../— Inz, cette derniére intégrale devient \/% fm e v’ dt, or la fonction u — e v’
2
est positive et P'intervalle [VIn2, +00[C [v/—Inz, 00|, donc \/ﬁfm e dt > \/ﬁfﬁ e~ " dt, d’on linégalité

o g2
demandée : f(x) > ﬁ fjme dt
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