CORRIGE DE L’EPREUVE DE MATH 1 NAVALE 90

PARTIE 1

Si n = deg P alors Pt = 0 donc la sommation étant finie, elle est parfaitement définie.
On remarque ensuite que ae~**(Q(ax) — Q'(ax)) = [e=**Q(x)]. Or Q — Q" = P donc, apres
intégration, on obtient

R(a) = e"Q(0) — Q().

PARTIE II
Si A(X) = XPA;(X) alors Ay(e) = 0, si on choisit pour p la valuation de A alors A;(0) # 0
ce qui revient a supposer que ag 7 0.

1 np+p—1
=1 > 1mem ou b, € Z, or
' mep—

II.1. a. Ona P(X) =

1 AP mm =D ) m—p )
(Gomte) =tm -1 .
— by, C2 X7

i.e. tous les coefficients de P®) sont entiers et divisibles par p, il en est donc de méme
pour P") avec r > p.

b. Les nombres j € [1,n] sont racines d’ordre p de P donc P (5) = 0 pour r € [0,p—1].
0 est racine d’ordre p — 1 de P donc, de méme, P (0) = 0 pour r € [0,p — 2].
On a PP=1(0) = (—1)"(n!)? (il suffit de regarder le coefficient du terme de degré
p — 1 dans l'expression de P).

I1.2. Comme Q(j) = ¢?’Q(0) — R(j) vu la partie I, alors, par sommation :
>_aQ0) = Q) _aje’ = > a;R(j)
=0 =0 =0

d’ot, en tenant compte de I'hypotheése A(e) = 0, on en déduit que

n

>_a;Q0) = =D _a;R(j)ear R(0) =0.

J=1

I1.3. a. Ona Q(j) = > P"(j) = Y P")(j) et comme chaque terme de la derniére somme

r>0 r>p
est un entier multiple de p, il en est de méme de la somme (finie) et donc de Q(7).

Conclusion : ) a;Q(j) est divisible par p.
j=1
b. On a agPP~V(0) = ao(—1)""(n!)?. Si p > max(n,|ag|) alors p (qui est un nombre
premier) est premier avec n! et ag donc ag PP~V (0) n’est pas divisible par p.
Pour de telles valeurs de p, apQ(0) = agPP~1(0) + ag >_ P (0) n’est pas divisible
r>p
par p car les termes de la somme sont tous multiples de p et le premier terme ne l’est
pas (on sait que P (0) = 0 pour 7 < p — 2).
1



11.4.

II1.1.

a.

a.

. On a donc
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n
Comme ) a;Q(j) est un entier non divisible par p alors il est non nul donc, pour p
Jj=0

assez grand

> 1.

Z%‘Q(j)

1
On sait que R(j) = jej/ e " P(jx)dz et donc, avec j < n et e < 1 on obtient
0

1
Vi < n, |R(G)| < ne" / P(ja)| de.
0

Il nous faut maintenant une majoration de |P(jx)|, si on pose L(t) = (t — 1)(t —

tL(t))P~ L(t
p—1)!
(ou k € [0,n—1]) en utilisant le fait que [t —i| < k+1—isik—i>0et |[t—i| <i—k
sik—1<—1:

. Majorons tL(t) sur Uintervalle [k, k + 1]

L) < (k+1).(...)21.1.2.(.)(n— k) = (k + D)l(n — k)l = (”%ﬁ'

n+1

et, vu que Ct > n+1 on obtient [tL(t)| < n! et cette majoration étant indépendante

de k elle reste valable pour t € [0,n]. On a de méme |L(t)| < n! d’ou

‘ , (n!)P~1n!
Vjie[l,n], Vx € [0,1], |P(jz)| < ﬁ

et donc, en revenant a l'inégalité du début,

nl)p & n!)P
<ner S Sy = A, P
(p—D'j= (p—1)!
|
n est un entier fixé et comme 21 = () on sait que o, — 0 et donc, a partir

Q p
p
d’un certain rang pg, vu que I’ensemble des nombres premiers est infini, on a

Z%’R(j)

ilajR(j)

<a, <1

. Comme R(0) = 0 alors, en reprenant 1'égalité du I1.2. on a

1< <1

Z%‘Q(i) Z%’R(j)

ce qui est contradictoire. Conclusion : e est transcendant.

PARTIE 111

Soit z un nombre algébrique et A = > @;X* un polynéme annulateur de z. Soit
i=0
B(z) = A(—iz) = >  agj(—1)72% —i Y agj412% ™ alors B(iz) = 0 mais les coefficients
J J
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du polynome B ne sont pas dans Z. Cependant,

2 2
(Z agj(—l)j22j> + (Z a2j+122j+1) = B(Z) (Z an(—l)jZZj +1 Z a2j+122j+1>
J J J J
est un polynome a coefficients dans Z annulateur de iz c.q.f.d.
b. Sia, X" +a,_1 X" 4+ - -+ag est un polyndome annulateur de z alors X" +a,_1a, X" 1+
-+ apa;, est un polynome unitaire annulateur de a,,z.
c. Ceci est une conséquence immédiate des deux questions précédentes.
n
I11.2. Comme il existe ¢ tel que 3, = im et que 1+ €™ = 0 alors H(l + efa) = 0.
q=1
Si on effectue le produit alors on aura

n

H(]_ + @Zﬂq) =1+ Z eﬁq + Z 66[11 eﬁqg 4ot €ﬁ1+m+ﬁp

q=1 q q1,92

S
qui est de la forme £+ ) e (si 'une des sommes [, + - - - + 3, est nulle, on rajoute 1
i=1
a E), les o étant des sommes des racines f,.

II1.3. a. D’apres la propriété Ry, il existe un polynome unitaire () dont I’ensemble des zéros

coincide avec l'ensemble des £;, = ¢ Y [; donc, si I'on écarte les racines nulles, on
J€Jk
va toujours trouver un polynome unitaire [[ @k qui admet exactement pour racines

les ca;. Ce polynome s’écrit H — cay) et done (p—1)!P(Y) =YP! H — ca;)P
i=1

est unitaire & coefficients dans Z. A fortiori, le polynéme (p — 1)!P(X) est aussi dans

Z]X].

b. 0 est racine d’ordre p — 1 de P donc P")(x) s’annule donc en 0 pour 0 < r < p — 1.

d
c. Si (p—1IP(X)= > bXF alors (p— 1)!P"(0) = r!b, et pour r > p
k=p—1

PT0) =pp+1)(...)rbd,

est multiple de p vu que 'on a prouvé que les b, étaient entiers.
d. On a P(X) = Py(cX) d'ott P")(a;) = ¢"Pi(ca;) et done

Z P () = ¢ Z Pl(r) (cayj).
j=1 j=1

Or, si on écrit
1
(p— 1!
(r)

alors P;"/(Y) est un polynéme a coefficients entiers divisibles par p (r > p)—cf
II.l.a—

Py (Y) = [YPSJFp_l + ups+p—2yps+p_2 +oe up—lyp_l]

d
POY)=pY uY* otv € Zet
k=0

s

ZPl(T)(caj vak (Z caj k)
=1 =1
—_————

EZ
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car les ca; sont les racines d’'un polynome unitaire a coefficients dans Z.

Conclusion : >~ P™(a;) =pc"N ou N € Z c.q.f.d.
j=1
ITI1.4. Q(«;) = e*Q(0) — R(c;) donc

0+ Qlay) = Q) (E + Z) -3 R(@)

car, d’apres le I11.2., le facteur de Q(0) est nul.

II1.5. Si on revient a I'expression de P,

s P
PPU(0) = = H(—1)*P (H caj>
j=1
S
et, vu que les cor; sont racines d'un polynome unitaire, d’apres la propriété Ro, H coy =
j=1

m € Z. Donc, pour p > max(c, |m|), P®~1(0) est un entier premier avec p (puisque p est
premier avec ¢ et m).

0+ 300l = P0) + Y PO+ Y Qo)

est alors un entier non nul (il est premier avec p) donc
S
0+ Qay)| > 1
j=1

)1 8
% Hcp(ajx — ay)" alors, avec H = sup |a;| on a : Vx €
T k=1 J

0,1], |ajz — ag| < |aj| + |ax| < 2H et donc

ITI.6. a. Comme P(ojz) =

_ (dH)"

H S
vz € [0,1], |P(ajz)] < c‘ o H 2AelH) ==y, UH)" o ey
d’out
(le[H)P™ /1 (- (lelH)"!
R(a;)| < ~———(2|c|H ;e 079 de < 2 (2|c|H)P*Hel
I e < O @l
vu que |aj(1 —2)| < |oy] < H et |e| < ell,

b. Onadone |3 Rlay)| < — " @ myr = K2 et derni
. n a donc (&' S TV ||C C = el comme ce dernler
= lc|H(p—1)! (p—1)!

majorant tend vers 0 quand p tend vers l'infini, comme au II, il existe py tel que
S

p>po=|> Rlej)| < 1.
j=1

c. Comme au II, les inégalités obtenues au I11.5. et au I11.6. sont incompatibles (compte
tenu de la relation prouvée au II1.4. donc on peut conclure 7 est bien transcendant.



