ENS Ulm-Cachan 2003 - Corrigé

Partie I
I - 1. L’inégalité de Taylor-Lagrange peut s’écrire pour y > x : ¢(y) — ¢(z) > (y — x) I]nf [Lp'(u) =
u€jx,y
(y — )¢’ (z), puisque ¢’ est supposée croissante.
I - 2. Appliquons la question précédente pour x = Zale et y = x;; il vient : Z ale >

i=1
+(z; — 2)¢'(x) puis en sommant sur j avec des facteurs a; positifs et de somme 1 :

Zajsﬁ(l“j) > Z%‘@(x) + (Z ajz; —x)¢' (x) = (x) +0

ce qu’il fallait.
I - 3. L’approche est similaire : on applique la premiere question avec x = f g (t)f(t)dt (c’est la valeur

moyenne de g dans ce contexte puisque f est d’intégrale 1) et y = g(u) : go(f f) ) (y—

x)¢'(z), puis on integre en u avec un facteur f(u) :
b b b
[ etoniwans o) [ rwans @) [ o - nswans e +o
parce que ff fu)du =1 et f;g(u)f(u) du == f; f(u) du. Le résultat en découle :

[ stotmnsaus o [ s

Remarque. 11 s’agit de l'inégalité de Jensen. On peut aussi la déduire de la question précédente en
considérant l'intégrale comme une limite de sommes de Riemann associées a des équipartitions de

[a, b].
Partie IT
IT - 1. Remarque. Dans toute la suite nous ferons usage de la fonction 7 telle que n(x) = —zlnz pour
x>0 et n(0) = 0; cette fonction est continue sur R et elle est concave sur R car n'(z) = -1 —Inz

décroit sur RY ; de fait, la concavité de  demeure sur Ry grice au prolongement par continuité en 0, &
condition de prendre la “bonne” définition de la concavité — essentiellement ce que fournit la question
1.2 avec n = 2 — en conformité avec le programme officiel bien entendu.

On a ici i i
1 1 Ink
;U(Pi) < TI(% ;Pi) = 77(%) =%

el

k
soit encore Hy(p) = Z—pi Inp;, < Ink. En procédant a un passage a la limite avec des p; qui
i=1
tendent vers 0, ou simplement en permutant les termes pour mettre les p; nuls a la fin, on obtient :
Vpe A, H,(p) < Inn.
IT - 2. L’ensemble A, est convexe en tant qu’intersection de parties convexes, définies par les inégalités
p; =0, Z p; = 1, et la concavité de n (au sens étendu évoqué précédemment) donne par sommation

Hy(Ap+ (1 — =Y i+ (1= Na) =D Mps) + (1= Mn(a:) = AHa(p) + (1= N Hy(a) -
=1 1=

II - 3.
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IT - 3.a Il va de soi que les composantes du vecteur p.q sont positives ; quant a leur somme, elle vaut :
Z Zpiqj = (Z i) (Z qj) = 1, assurant que p.q se trouve bien dans A,,. Puis on calcule 7(p;q;) =
r , ,

% [ 7
—pig;Inp; — pigjlng; = ¢;n(p;) + pin(p;) et on somme sur i et sur j; chacun des deux termes fait

appraitre une somme valant 1 et laisse venir la formule H,,,(p.q) = H,(p) + Hn(q).

II - 3.b On vérifie directement la formule

P2
n(p1) +np2) = np1 +p2) + (P1 +p2)n + (P1 +p2)n
(P1) +1(p2) = 11 +12) + (01 +pIn (o) + -+ p2)n(E)
(les trois termes en In(p; + p2) s’éliminant), et on somme avec les termes restants pour obtenir la
formule
Hy(P) = H1(p1 +P2,Dss- - pn) + (p1 + p2) Ha (22—, —2—) .
P1+Pp2 p1+p2
II - 4.
IT - 4.a Si 7 était vide, on aurait p; < ¢; pour tout i, ce qui par sommation amenerait 1 < 1, absurde.
Pareillement, si Z = {1,...,n} alors on a p; > ¢; pour tout ¢, alors que la somme de ces inégalités

donne 1 = 1; on a donc “égalités a tous les étages”, ce qui impose p = q, exclu. Soit alors S = Z Dis

K3
somme qui n’est certainement pas nulle car cela obligerait les g; correspondants a étre nuls, ce qu’on

a aussi exclu; S ne vaut pas non plus 1 car cela donnerait Z = {1,...,n}. Pour traiter pareillement

7 et son complémentaire on considére une partie J non vide de {1,...,n}.

Introduisons alors la fonction convexe f = — In, et utilisons I'inégalité de convexité pour x; = % (avec
i

iej)etai:%:

sz'
Gy _ Gy _ o, €7 e(liy _ L (P
F ) =05 =S < s () = 5 2o ()

ieJ

ce qui est I'inégalité proposée par I’énoncé. En choisissant successivement J = Z puis son complémentairel]
7' ={1,...,n}\ Z il vient sans peine :

;. 1—=p
+(1—-p)ln T .

Dy (p,;q) = pln

SN

II-4b Ona

Slri—al=> pi—a—Y pi—a=p—G—1-p)+(1—-§=2(—3q)-

1€l i€’

II - 4.c On étudie d’abord la fonction «(t) = plnt+(1—p) In(1—¢) : &/(t) = t(ﬁl%tt) change de signe en t = p,
de sorte que a est maximale en p > ¢ > 0. L’inégalité proposée faisant apparaitre des carrés, nous
introduisons une seconde fonction auxiliaire (qui n’est autre que le reste de Taylor-Lagrange de a en p

a lordre 2) : £(t) = a(p) — a(t) —2(t — p)2. On dérive : £'(t) = —t(ﬁl%tt) —4(t—p) = —% <0.
Dans ces conditions, £ décroit de +00 & 0 sur |0, p] et en particulier on a bien £(¢) > 0 soit grace aux
deux questions précédentes

- - . 1 — 2
Dy(p,q) > a(p) — a(q) = 2(5 - §)°* = 5(; pi —al)” .

II - 5.
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IT - 5.a On a par (P4) : Jn_H(%,...,%,O) = Jn(%,...,%) = 1(n) et par (P3) : Jn+1(%, ..,Tll,O) <
Jn+1(n—1i-17""n—1i-l) soit ¥(n) < ¥(n + 1) : 1 est croissante. La propriété (P5), appliquée & p =
(2,..., ) etaq=(%,...,1), donne immédiatement p.q = (--,..., ) puis ¢(mn) = ¢(n) +
Y(m) : 9 est additive.

IT - 5.b Nous avons & comparer 3(n) = 22 et y(n) = ﬁ((g)) ; ces deux fonctions (de variable entiere)

coincident pour n = 2, sont croissantes et additives (au sens évoqué a la question précédente). Pour
tous entiers n,r > 2 on peut encadrer n” par deux puissances de 2 successives : 2P < n” < 2PT1 ce
qui améne 3(2°) = p < B(n") = rf(n) < p+ 1 soit aussi E(r3(n)) =p. On a aussi £ < f(n) < 241
et le méme encadrement pour (n) pour les mémes raisons, ce qui impose |3(n) — y(n)| < . En
faisant tendre r vers 'infini (p tend aussi vers 'infini), on obtient a la limite 8(n) = y(n) c’est-a-dire
P(n) =clnn.

II - 5.c Commencons par le cas n = 2 et appliquons la propriété (P6) :

P11 D142
Ju(p1q1, p1q2, p2r1, p2r2) = J3(p1(q1 + q2), p2r1, p2re) + p1(qr + Q2)J2(p1(q1 ) e+ qz))
= J3(p1,p2r1, pare) + p1J2(q1, 42) puisque q; + g2 = 1
= J3(par1, pare, p1) + p1J2(q1, 2) propriété (P2)
= Ja(p2,p1) + p2Jo(r1,72) + p1J2(q1, q2) propriété (P6) et ri +7o =1

ce qu'il fallait. Le cas général fonctionne de méme (avec q, r € A,,+1)). On suppose que 'on a
Jon(p1a1, - - s P1qn, D271, - - - P2Tn) = J2(p2, 1) + prdular, -, qn) + P2Jn(r1,. 00 T0)
et on attaque Jon42(P1q1, -+, P1Gn41,D2715 - - - s D2Tn+1) au moyen de (P2) et (P6) :

Jont2(P1G1, - -y P1Gn+1,D2T15 - - D2Tnt1)
dn dn+1
dn + Qn+1 ’ dn + QH—Q—l

= Jony1(P1a1, -+ s P1Gn—1,P1(@n + @ni1), D271, - - s P2 ns1) + D1(gn + qn+1)J2(

= Jon (P11, - s P18n—1,P1(Gn + Gn1)s D271 - - - s P2T—1, P2(Tn + Tri1))

Tn Tn+1 dn dn+1
+ p2(rn + Tni1)J2 ) + p1(gn + gnt1)J2 )
( " n+1) (Tn +Tnt1 Th Tt Tn—i—l) 1( " n+1) (Qn + Gnt+1 Gn + QH+1)

puis on applique ’hypothese de récurrence légerement adaptée, ce qui donne

Jon+2(P1G1, - s P1Gnt1, 2715 - P2Tnt1)
= JQ(anpl) +p1Jn(q1, vy Qn—1,qn + qTLJrl) +p2Jn(T'1, ey Tp—1,Tn + Tn+1)

dn n+1
+p1(qn + Gnt1)J2 + pa(rn + rng1)d2
( " m ) (Qn + dn+1 ’ dn + qn+1) ( " m ) (

Tn rn+1
)
Tn + Tn+l Tn + Tn+1

puis on contracte les quatre derniers termes au moyen de (P6) (& I'envers) et de (P2), soit :

Jon+2(P1G1, - -+, P1Gn+1,D2T15 - - - D2Tnt1) = J2(P2, p1) + P1Jnt1(q1s - s Gns Gng1) + P2dns1 (P15 -0, iy Tig1)

ce qu'il fallait.

IT - 5.d Nous pouvons comprendre % comme % répété k fois et 1 — % comme % répété n — k fois, ce qui
donne 'idée d’allonger 1(n) avec des zéros grace & (P2) et (P4) pour avoir 2n composantes : ¢ (n) =
Jgn(l, . 111,0 ., 0, 711’ ceey %,O, . ,O). Appliquons ce qui précede avec p; = %, pa=1-— % = ”T*k,
¢ = 3 pour i <k et 0 ensuite, r; = ﬁ pour i < n — k et 0 ensuite :

Jgn(l7...,l,0,...,0,
n n
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La propriété (P4) permet alors de supprimer les zéros ce qui amene &

La formule proposée, a savoir Jo(p,1 — p) = cHa(p,1 — p) se trouve ainsi démontrée pour p = k

n
(compte tenu du fait avéré depuis la question II-5.b que 1) est proportionnelle au logarithme). Comme
les deux fonctions proposées sont continues — grace a la propriété (P1) — et que les rationnels sont

denses dans [0, 1], on a que Jy = cHo.

IT - 5.e En vue de montrer que J,, = cH,,, on vient d’amorcer une récurrence sur n qui se poursuit aisément
au moyen de (P6) et de la question II-3.b.

Partie ITT

lorsque x croit de 0 a

2, or si on appelle M un majorant sur R de z2.f(z), pour |z| > vV M.e, on a que |f(z)| < 2 < %

d’ott [no f(x)] < ’ﬂ(MQ)’: MQ.’IHM2 < %/2 En résumé, f.In f est intégrable sur [—v Me, v Me]
x x %l <z

comme fonction continue, et intégrable sur | — oo, vV Me]|J[V Me, +oo| car négligeable devant une
fonction intégrable.

IIT - 1. 7 étant continue, si f € F, no f est continue. De plus, 5 croit de 0 a

1
e
1 a

III - 2. g,, = 12 e~ (@=1)?/20% ogt négligeable en +0o0 devant toute puissance de x , donc z2.f est
ov2m
bornée et intégrable sur R . De plus, par le changement de variables u = “—# on a :
o

+o0 1 +o0 2\[
o(x)dr = —— e " V2odu=1,
/—oo g,u, ( ) O'\/27T/;oo

+o00o +oo
. ’ — 2 — 2 .
car, par parité, / e ™ du= 2/ e”" du=+/m . Donc g, est bien dans F .
—00 0
Par le méme changement de variables que ci-dessus, et par imparité de la fonction we " , on trouve :
Feo 1 Hoeo \/‘ 2 \/‘
TG, xdxzi/ 20u+ p)e” " V20 du
| ametarde=—— [ )
=0+pu=yp.
+oo 2 2 27t +oo 2
Par intégration par parties, / 2ue™™ du = [—u.e_" ] —|—/ e " du = +/m , d’oli, toujours
— 0 — 0 —o0
—_— ——
0 N

par le méme changement de variables, on déduit :

+o0 1 o0 5
/ (x — ). gpo(x)de = / 202%™ V20 du = o .

—o0 oV 2w

+oo _ 2 1
Enfin, H(g,,.) = —/ Ip,o(T) (—% —Inov 277) dz = 3 +Inov2r .

oo 20

IIT - 3.
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IIT - 3.a Comme f.In ;Lf =flnf-f (( 5 ) —In 0\/27r) , cette fonction apparait comme la somme
o’

de deux fonctlon 1ntegrab1es f.In f | par le 1. ci-dessus, et un deuxiéme terme équivalent en valeur

absolue & —+ f (z).z? |, qui est supposé intégrable. Donc K, , est bien défini.
On utilise I’ 1negahte de convexité —Iny > 1 — y aux points y = guﬁi)ﬂu‘) :

VeeR — f(z)ln g;}f(r;;ﬁ) 2 f(x) = guo(x) ,

d’otl1, puisque les deux membres sont intégrables sur R , par intégration :

Kﬂyg/Jroof(x)ln 1(z) dx>/+oof(x)dx/+oog#,g(x)dx110.

—00 gmU(‘r) —00 — 00

+o0 +oo
IIT - 3.b On vient de voir : / f(z)In f(z)dx > / f(z).Ing, (z)dx , donc, pour p=m et o =s,

o Hm<1i7m62;“+mw%gm
< 22+1n(sf) *—I—ln(sx/i)
<fﬂwm)~

Partie IV
IV - 1.

IV -1.a Comme f >0etr >0, f" est bien définie et continue sur R . De plus, on a une majoration de la
(s
forme 0 < f"(z) < % , qui est bien une fonction intégrable au voisinage de 'infini des que 2r > 1,
x

soit r > % . Donc h,(f) est bien définie sur ]1/2, 4+o0] .
Appliquons le théoreme de dérivation des intégrables généralisées a parametre, le parametre étant ici

ona )
1

r. = f"(x).In f(z) , fonction continue des deux variables (z,r) sur Rx]1/2,+o0] , car

égale a —zm o fT ot la fonction x — f7(z) = e"™/(*) est continue par produit et composition de
fonctions contmues De plus on a les dominations suivantes, indépendantes de r € [a,b] C]1/2, +o0] :

Mb
Va €] — oo, —1[U]L,+o0[ 0 < f"(2) < —;
x
— 1Mt MP

Sur les compacts [—1,1] ou [-vVMe, v Me] on peut dominer par des constantes, donc les hypotheses
du théoreme de dérivation sous le signe [ sont satisfaites, ce qui prouve que r — F(r) est C! sur

—+oo
11/2,400[ , avec F'(r) = / fM(x)In f(x)d=
En particulier, on voit immédiatement que F'(1) = —H(f) .

IV - 1.b Comme F(1) =1, on peut écrire h,.(f) sous la forme : h,.(f) = _InF( 2 In F(1)

que la limite en 7 = 1 est au signe pres la dérivée de la fonction In F enr =1 :

, d’ot1 on voit

) = ()| =~ = HOD-

IV - 2.
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IV - 2.a Les fonctions f et g étant continues, y — f(x — y).g(y) est continue sur R . Comme 22 f(x) est
bornée sur R , f l'est a fortiori, donc y — f(z — y).g(y) est pour tout x une fonction dominée par
Il flloo-g , qui est intégrable. Donc 'intégrale définissant f * g est bien définie Va € R .

IV - 2.b Ce qu’on vient de dire ci-dessus suffit & montrer la continuité de 'intégrale a parametre = , car
(z,y) — f(x —y).9(y) est continue des deux variables sur R x R , montrons donc mieux : f * g est
uniformément continue sur R . Soit € > 0 donné. Par 0 < f(z) < % , on a l'existence de A > 0 tel
que f(z) < /2 pour tout x tel que |z| > A . Alors, sur [-2A4,2A] , f étant uniformément continue
par Heine, il existe § , qu’on peut choisir < A | tel que |z —y| < 6 = |f(x) — f(y)| < & . Tout couple
(z,2) € Rx R vérifiant |z — 2| < § est dans [-2A4,24]? ou dans (R\ [-A, A])2 , donc vérifie dans tout
les cas |f(z) — f(2)] < e . Mais alors, par I'inégalité de la moyenne :

+o0 +oo
|(f *g)(@) = (fx9)(2)| = ‘/ (fz —y) = f(z = 2)).9(9) dy‘ < / egly)dy=¢,
—oo —o0
car ’(x —y)—(z—2z)| =|z— 2| <d.Donc f*g est bien uniformément continue sur R . On a montré
en passant que f ’était aussi.
Iv - 3.

IV - 3.a Il existe A > 0 tel que les supports de f et g soient dans [—A, A] . Pour tout = ¢ [-2A4,2A] on a
que dans le produit f(x —y).g(y) , oubien y € [-A, A] et alors z —y ¢ [—-A, A] et f(x —y) =0, ou
bien y ¢ [—A, A] et alors g(y) = 0 . Donc, pour ces z-1a, (f * g)(x) est 'intégrale de la fonction nulle.
Donc f * g est & support dans [—2A4,2A4] .

IV - 3.b En reprenant les notations ci-dessus concernant les supports de f et g, on peut écrire :

2A

H(f *g) =/ (no(f+g)(x)da ;
—2A
Or, a z fixé, par l'inégalité de Jensen du I-3. :
A A
(o (Fa)@ =n([ re=nowan)> [ wone—uowa.

d’ou par intégration en x et par Fubini :

A 2A

H(f*g)> Y An@f(x—y)-g(y)dy dz = (no f)lz—y)dz).g(y)dy .
—2A —A —A —2A

Mais la premiere intégrale (en x ) est en fait une intégrale sur R car (no f)(z —y) est de support inclus
dans [— A+y, A+y] C [-24, 24] , donc par translation de variable t = x—y , on y reconnait la constante
A

+oo
—H(f) . Comme / g(y)dy = / g(y)dy =1, on en déduit finalement H(f xh) > H(f) .
-A

— 00
IV - 4.
IV - 4.a On remarque que % + % =241 l—r +(1-1) l-r + % , donc on peut appliquer 'inégalité

-
(YF) de Young forte pour tout r > 1 :

R 1“(/:0(]“*9)% )
<0
S ((CEG D) S+ i)
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1— — 1— — N
Or, pp:ler, qq:(l—l)lrr7dou

T C(p)C(q)
> — .
h(f xg) > 3T =1) ln( ) )+lhp(f)+(1 Dhy(9)
D’autre part, InC(p) = %lnp + (1 ]l)) ln<1 — ]l?) , et de méme pour C(q) et on a par ci-dessus que

(1 _ %) ln(l . %) + (1 é) ln(l _ é)
- (1 - %) <z1nz(1 - %) +(1- D —z)(1 - i))

-1 -1
r lnr .

(,1-10)+
Finalement, en rassemblant tout ceci :

el %.9) > SHa(l1 =) + Uy (1) + (1 = Dia(9) +

p
- (e (-0 1) -

T 1 1 1
> Uhy(f) + (1 Dhg(g) + 515{2(1,1*1) + (;lnrf np 5mq) :

car les termes en 1n<1 — %) s’éliminent.

IV - 4.b Par ci-dessus, il suffit de montrer que 'expression a(r) = (% Inr — %lnp — %ln q) tend

_r
2(r—1)
vers 0 quand r — 17 . En effet, alors, p et ¢ tendent aussi vers 1 et on applique le IV-1.b.
On a les développements limités suivants :

Inr=(r—-1)+4o(r—-1);

“Inp= (%—1)—&-0(%—1) -

(1—=7);

—lnq:(l—l)l_r—i—o(l—r) (de méme) .
On en déduit : L1 ) .
a(r) = 5(; —l; —(1 —l);) +o(1),

=0
et a(r) — 0 quand r — 17 | cqfd.
IV - 4.c On va choisir ! rendant la fonction ¥(1) = la+ (1 —1)b — %llnl - %(1 — 1) In(1 — 1) maximale, ol
onanoté a=H(f)etb=H(g).On a

20/(1) = 2(a — b) — In ——

1-1"
2(a—b) 2a 2b
d’ol1 on prend ﬁ = e2(0=b) goit [ = 1_?_ a=b) — T e d’ou alors 1 —1 = #
On en déduit :
2a 2a 2b 2b
e 2a | oby  2ae e 2a | 2 2be
_l]nl_(l—l)ln(l—l)_mln(ea—i—e ) — 2a+62b+€2a+62bln(ea+€ )—W.

2a 2b
Mais comme 2la + 2(1 — )b = % , on a finalement pour cette valeur de [ : 2(l) =
e e
ln(eQ‘l + e%) .
D’ou I'inégalité du IV-4.b. donne pour a = H(f) et b= H(g) :
exp(2H(f * g)) = exp(2¢(1) ) ) 4 2H9)  cqfd u
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