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2eme épreuve

NOTA : par soucis de clarté, les éléments d'une malrigeront notés par des lettrefiuscules A= (ai j )
Partiel
I.A. 1) Si A et trianguaire supérieure, elle laiss stable le drapeau {V,,V,,....V,} ol V est le sous

espace @gendré par les k premiers vedeurs de base. Si de plus A est inversible, larestriction a dnacun des Vy du
morphisme crrespondant est un automorphisme de V; et A conserve donc auss |e drapeau {V1 V... ,Vn} . Par

suite, A est trianguaire supérieure. On obtient le résultat pour une matrice trianguaire inférieure inversible en
remarquant qugA™)=('A)™.

1.A.2) £, est un sous-ensemble de Gl (IR) non vide (il contient l'identité), stable par produit et
passage a l'inverse. C'est donc un sous-groupe.

1.B.1) Soit A=LU = L'U"' deux décompositions d'une matriceinversible. Nécessairement, les quatre
matrices L, U, L' et U' sont inversibles et L'* L=U'U" 0.4, n %, ={1,}. Autrement dit, L=L" et
Uu=uU".

.B.2) S A= LU est inversible, les éléments diagonaux de U sont tous différents de 0. De plus, en
. *O o, 0o W, *O
décomposant les matrices A, L et U en blocs ous la forme A= @é“ at L= %*k et U :%Ok Nt le

produit par blocs donné, =L, U, qui est donc une matrice inversible.

l.B.3) Avec la démmposition en blocs propesée HA= g Mo-1Avs AoV E La condition
%-'lAn_l-i_W H'V+ann|:|
imposée et donc équivalente a H' A, +W =0, soit H'=-WA% puisque A, est suppceséeinversible. Si H,,;

est une matrice quelconquedg;, la matriceH —E Hia OE
a a v crwAal 10

-1
. od .
La matrice H"est dors de la forme @1271 15 ; en cdculant le produit (par blocs)
HH™ =1, on obtientk'=WA* H*,.

I.B.4) Sin=1, I'égalitéA = |, A est une décomposition LU.
Admettons le résultat pour une matrice de dimension n - 1. Alors, si A est une matrice de taill e
n telle que det(A)#0 pour tout k D{l...,n} , la matrice etraite A, admet une décomposition LU, soit

A_,=L,_U,,. Appiguons la quesion 1.B.3) en choisisant H _,=L". On obtient
O L od . Ltv 0 W, Lty O .

H*=0 004, et HA:E_{ A L E:%J ' L %D%n ce qui
|]NAn—l Ln—l 10 0 WAn—l Ln—l + ann 0 WAn—l Ln—l + ann

donne une décomposition LU de la matéceal'ou, par récurrence, le résultat demandé.
Remarquons que, par construction, lamatrice U,,.; (resp. L,,.1 ) est lamatrice etraite forméedes
n premiéeres lignes etpremieres colonnes d&, (resp.L,) ce qui est cohérent avec les notations de I'énoncé.

1.C.1) L'échange des lignes p et q sobtient en multipliant & gauche par la matrice E = (ei J-) définie
Eejzéij sizpe|j#q
par] =90, dSi=p

O ..
0o =9, sj=q



1.C.2) a) Puisque la premiére ligne de L;'est(1 O --- 0), la premiére ligne de U, = L'A est
égale a la premiére ligne de
b) Puisque les ééments diagonaux de la matrice trianguaire U ' sont les inverses des

U U

0/a,;,0

U
éléments diagonaux de U, , la premiére wlonne de U 'est 0 [; la premiére wlonne de L, = AU est
g g

Ho H

egale a la premiere colonne Alelivisee para,; .
¢) Compte tenu de laremarque terminant laquestion |. B. 4), st A= LU est ladémmposition de
A, on obtient la déomposition de A, sous la forme A, =L,U, ( on I'a vu également dans |. B. 2) ). Par
det(U det
conséquenty, , = W) _ det(A) :
det(U,,) det(A.,)
d) Soit i et j deux entierstelsque 2< j <i <n et P lamatrice de permutation des lignesii et j.

De la déamposition A = LU, on tire PA = (PL)U puis on cdcule le produit du membre de droite par blocs en
sintéressant uniquement au bloc de PA formé des | premiéres lignes et colonnes : grace aix 0 de lamatrice U, il
est égal au produit des blocs supérieurs gauches.
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On en déduit, avec les notations de I'énoncé :
1. j-1 jg
= TR L deu)) =1, deA), ol'omij:H ML
j-1 a - j-1 jO
PR

€) Soit i et j deux entierstelsque 2<i < j<n et P lamatrice de permutation des lignesii et j.
On effectue le produit par bloé® = L(UP) en exploitant cette fois les 0 de la derniére "colonnd de
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puis, en prenant le déterminant des blocs supérieurs gauches :
a - i-1i0
. . . O
Q- i-1i0 H - i=1jg,
=u det(U, ;) =u  det(A_), dou |, = .
H . I_l J%A i ( Il) i (Ai 1) ] Ij_ . |_2 |_1|:|
Mo i-2 i-1f

[.D. LU :=proc (A, n)

local i, j;
global L, U;

foriton
do L[i,1] := Afi ,1J/A[1,1];



L[i,i] :=1;
forjfromi+lton
do L[ij]:=0
od
od;
forifrom 3 to n
do for j from 2 to i-1
do L[i,j] := det(submatrix(swaprow(A,i,j),1 .. j,1 .. j))/det(submatrix(A,1 .. j,1 .. j)) od
od;
forjton
do U[L,j] := A[L]];
for i from j+1 to n do UJi,j] :=0 od
od;
forjfrom2ton
do U[j,j] := det(submatrix(A,1 .. j,1 .. [))/U[j-1,j-1];
forifrom 2 to j-1
do U[i,j] := det(submatrix(swapcol(A,i,j),1 .. i.li))/det(submatrix(A,1 .. i-1,1 .. i-1))
od
od
end;

I.E.1) Etapea)premiéreligned®: (1 1 3 1).
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La résolution du systeme AX = Y seffedue donc en résolvant deux systeme trianguaires I'un

IZGD I;ilg ED!E El 0 0 Oﬁﬂ EKE ED!D
X Eﬁm : i X Eﬁm ol 1 00 oyo_ Eﬁm
res l'autre : ui est équivaent a , puis U Ui est
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I.E.2) Le produit de deux matrices L et U générales de taill e 2 séait °H_pP ¢
o P g Ba 1EH) dd b ac+dH

Donc, s b= ¢ = 0, anintervient pas dans le produit. En particulier, El EEO Oﬁ BZ Oﬁ Oﬁ sont deux
- 100 1 170 1

” - 00
décompositions LU distinctes de la matr%z 15.

L . [0 Og . " . "
On voit également que la matrice EIL OH n'a pas de décomposition LU puisque les conditions
b =0 etab= 1 sont évidemment incompatibles.

I.E.3) a)En  identifiant les termes de degré r dans lidentité  polynomiale
1+ X) P9 = (1+ X) P (1+ X)? dans laquelle on aura utilisé la formule du binéme, obt@&p = ;C';C(;'k .
k

b) Dans cet exemple, a;=C,} = ;crlc'”— ;c'”crl—;c;kcfjj , la
derniére somme dant obtenue en remplacant k par k - 1. On reconnait alors A comme le produit des matrices de
El 0O 0 - OE
B | DCf) 1 0 0n
terme général C,’ et C!7} respedivement, Cest a dire des matrices Lz%Cﬁ c: 1 - E et
0 : . .
-1 -2 1
B;; crz .. ¢ 1H
o 1 1 10
D CC o Chp
U:Eb 0 CZ -- Crf_lgcequi donne la décomposition cherchée et, en primé)detlet) = 1.
oo .
B o o .. cv
En particulier, poup = 1 etn = 4, I'égalitéA = LU s'explicite en
EllllEEILOOOEDllllg
E,l 2 34 L 100 1 2 34
b 1360 11 0o 1 3
O O 0O N O
O 0141 OO 1 110 0 0 1O
Partiell
1. A. Soit A une matrice symétrique définie positive & {el yeees en} une base orthonormale forméede

n

vedeurs propresde A; on note A,,..., A, lesvaleurs propres correspondantes. Si v = Z V,e est un vecteur non
=



nu arbitraire, ‘vAv = Z A,v? >0. Rédproguement, suppasons que ‘vAv >0 pour tout vedeur non nd. Si A
=1

est une valeur propre quelconque de A et S v est un vedeur propre asocié, alors 'VAv = )\||v2|| >0 cequi montre
que A est strictement positif.

I.A. 1) Une matrice symétrique A est donc définie positive ss c'est la matrice d'une forme quadratique
définie positive. Larestriction de cedte forme quadratique au sous-espace @gendré par les k premiers vedeurs de
labase canonique est (dans cette méme base) la matrice A, qui est donc dle auss définie paositive ; en particulier,
son déterminant est strictement positif (produit de ses valeurs propres) et on peut donc gopliquer |. B. pour
obtenir I'existence d'une décomposition LUAde

det
I1.A.2) Puisqueu;; = ﬂ la question précédente prouve que> 0 pour touti.
det(A_,)
g g
0 0
BJHO 0 OE J Uio B
11.B. 1) Ecrivons  L'=LOO0 wu,, O0Q e U'=00 y 0 Alors
Ho o u.H O ez O
33 O 0 0 O
0 %335

A="A="(L'U")="U"L" est auss une décompasition LU de A. Par unicité d'ure telle décomposition (cf. |. B. 1),
L='U' etU="L", d'ou

g g
g g
g g
g .
PosonsB=7 O 0 U O%, ; on peut écrire
O vtz O

I1.B.2) Soient A='BB='B'B' deux telles décompasitions de A. Alors BB''='B™'B' ; cete dalité
d'une matrice trianguaire supérieure @ d'une matrice trianguaire inférieure prouve qu'elles ont toutes les deux

b|i b'ii . e
diagonales. De plus I'égalité du i-eéme dément diagonal séait b = . cequi, par I'hypothése de positivité de
b, et deb';, , impose que b';, =b, et donc que la matrice diagonale BB'™ est la matrice I,. Cela prouve
l'unicité demandée.

I1.C. i) O iii) C'est une conséquence immédiate de ce qui a été dit dans la guestion

iii) O ii)L'hypothése permet d'éaire une décompaosition LU pour M dapres |. B. 4), soit
M = LU . Les éléments diagonaux de U étant strictement positifs et la matrice M étant symétrique, |'argument de
I1. B. 1) s'applique sans changement et permet d'édiréBB ol B est une matrice inversible.



ii)0d i) S X est un vedeur propre de M ascié aune valeur propre quelconque A de M,
EXMX = A|X|*='X'BBX =|BX|*. Comme B est inversible, BX nest pas le vedeur nu et A est donc
strictement positif.

Partielll
1.A. 1) Lamatrice H" est cdle d'une symétrie ca HV® =1, -2v'v+4viw'v = | et comme cdte
metrice est symétrique, il Sagit d'une symétrie orthogonale. Les vedeurs orthogonaux & v sont invariants par
H™ et les vedeurs colinéares a v sont anti-invariants. Donc H est la symétrie orthogonale par rappart a
I'hyperplanv” .

I.A.2) Puisqu'une symétrie orthogonale et une isométrie le vedeur =
H™(a) dait étre éal au vedeur b:(||aj|00) ou & son oppcsé. |l est évident oL !
géométriquement que pour= ||:_b|| , HV (@) =b. ™N
1.B.1) La démonstration se fait par réaurrence sur lataill e n des matrices. Il n'y arien adémontrer si n
=1 car dans ce ca, toute matrice et dans?/, . Suppasons vrai |e résultat pour toute matricede taille n - 1 et soit
A une matrice quelconque de taille n. D'aprés 111, A., il existe une matrice H, (de taille n) telle que
a0 [o,,0 *O
0, "0 O Slm 0
20_0OVY O S _ O .
Hig: o0 O On peut alors éaire HlA—D: A O On peut alors trouver des matrices de
O
0

2,8 Bof Ho

Householder H', ,H';,...,H', de talle n - 1 telles que H' H',..H, AO%,,. S on pose

un cdcul de produit par blocs montre que H, H,,...H,H,A0%, , ce qui permet de

conclure.

I11.B.2) Onavudans!ll. A. 2) quel'on pouvait choisir comme image du vedeur a par H le vedeur
(||aj|00) S l'on fait ce dwoix pour définir les matrices H; de la question précéente,
R=H,H,,...H,H,A0%, . Dautre part, une matrice de Householder est orthogonale & par conséquent,

Q= (Han_l... H2H1)_l est orthogonale. Donc toute matrice carrée de tadiémet une décomposition QR.

I1.B.3) Si Aest inversible, Rl'est auss. Si A=QR=Q'R' sont deux décompositions, on peut éaire
Q' Q=RR™ Or les vedeurs colonnes de la matrice triangudaire R R™ ne peuvent étre orthogonaux et
normés que s cette matrice et diagonale @ s ses éléments diagonaux valent 1. RR™ O%,", la seule
possibilité est queR' R™ =1, c'est a direR= R, d'o0 Q = Q. La décomposition QR d&est donc unique.

. C. Notons {el,...,en} la base canonique (orthonormale) deR" et &, = Ae pour tout i dans
{1...n} . Si Aestinversible, {¢,,...,£,} estunebasede R" que l'on peut orthogonaliser par le procédé de

Schmidt (matrice de passage trianguaire supérieure a éément diagonaux égaux a 1) puis normaliser en divisant
chague vedeur obtenu par sa norme (matrice de passage diagonale a éément diagonaux positifs). En appelant
{e,....¢,} labase dns obtenue, la matrice de passge de {e,,....e,} a {e,,...,€,} est une matrice

ROZ," . De plus, la matrice de passage de {e,,...,e,} a{e,....,€, } est une matrice orthogonale Q. On a
donc AR=Q, d'oll A= QR™ qui est bien une décomposition QRAle



Partie IV

IV.A. 1) Comme les coefficients de lamatrice M, N, sont des fonctions polynomiales (donc continues)
des coefficients de My et Ny, la cnvergence des sites (M, ), . et (N, ), .~ vers M et N respedivement

implique la convergence de la su(t™, N, ), VversMN.

IV.A.?2) a) Il résulte de la définition que pour tout vedeur X non nu, |M ﬁ s|||M||| , donc que
IMX|<[[M[|X]|. Cette inégaité et en outre véifice s§ X = 0. Par slite,
o = sl = sl o < i

b) En particulier, NM k|Hs|||M|||k Donc, s ||M||<1, la série de terme général (-1)M* est
absolument convergente donc convergente de somme S . Or (I, + M)i(—l)k M* =1, +(-)**M . En

passnt & la limite, ce qui est justifié par IV.A.1), (I, +M)S=1. Enfin, comme | +M est une matrice
carrée admettar@comme inverse a droite, elle est inversible d'invE€rse

IV.A.3) Par hypathese, les valeurs propres de A sont toutes distinctes : A est donc diagonalisable €, en
notantP la matrice de passage de la base canonique a la base de vecteurs prof?Bf ™.

IV.B. Il est immédiat par réaurrence que det(A,,,) =det(A,) cequi garantit que toutes les matrices
A donc toutes les matrices R, sont inversibles. L'égdlité A,,, = R (Q R )R* montre dors que A, est
semblable aA, et par transitivite &.

O 1Er 0 OE
%A—ZD l, 1 :0
k -k AID D [P k -k
IV.C DLD™ =7 . ] . 0D.DoukllmD LD™ =1,.
) or, o o
0 |12 0 |12 1

A, O M, 0 H

IV.D. Comme E, tend vers 0, il en est de méme deRE, R™ et la norme de cdte matrice et donc

strictement inférieure a1 & partir dun certain rang. L'inversibilité de |, + RE,R™ (cf. V. A.2) b) ) prouve
alors l'unicité d'une décomposition QR que l'on note |, + RE, R =Q, R, et comme R, est alorsinversible, ses
éléments diagonaux sastrictementpositifs.

IV.E. 1) L'orthogonalité de Q, est caradériséepar larelation Q, 'Q, =1, . En passant alalimite sur k,
on obtientQ'Q = I, ce qui prouve l'orthogonalité d@.

IV.E.2) Puisoue F~2k=‘6k(ln + REkR'l), im R, ='Q. Par allleurs, cette limite, que I'on rote R, est

I
Kk = 400

celle d'une suite de matrices@&" qui est un fermé d#, . Donc ROZ .

IV.E.3) On a déa montré e 111.B. 3) que la seule matrice orthogonale de Z," est 1, . Donc
R=Q=1,.
IV.F. En uilisant les démmpositions QR et LU de P et P respedivement, on peut éaire

A* =PD*P™* =QRD“LU. Or I, +RE,R*=RD“LD*R™*=Q.R,. On en tire RD*L=Q R RD" et
A" =QQ, R, RD*U . Remarquons que la matrice R RD*U est dans 7, mais peut-ére pas dans Z,". Si



w, 0 - 00
0

. . O
0 o PR ~
o, = %1 est lesigne de son i-eme dément diagonal et >, = E: 2 0 E alors QQ, %, est une matrice
ok .o 0
oo -~ 0 o,0

orthogonale etA* = (Q@kzk)(zk R, RD"U) est 'unique décomposition QR A&
D'autre part,

A = (QlRl)k = Ql(Rin)k_lRi = Ql(Az)k_lRi = Qle(As)k_l RR =...... =QQ- . QR RR.
En identifiant ces deux décompositions QR, on obt%%(tgizk = Q- Q pour toutk.

2, RRD"U =R,...R,R,

Remarquons ensuite que les matricesﬁk et R éant dansZ,,’, les sgnes o, ne dépendent que
des sgnes des ééments diagonaux de D* et de U ; plus prédsément, o, =sgn(A,)* sgn(u,; ) et la matrice =,
prend alternativement les valeurs X, et %, selon la parité de k. La premiére é&alité permet déaire
QQ,Z, =QQ,,Z, ,Q, . Enremplagant k par 2k, il vient aprés smplification par Q, Q,, %, =Q,, ,%,Q,, eten
passant alalimite sur k, k"mo Q, = 2,2, . Deméme, en remplacant k par 2k + 1, on obtient k”fll Quar =22,

CommeZx, et £, commutent, la suitéQn) est convergente de limitg, 2, .

nON
On tire dors de la deuxieme éalité = RRD‘U=RZ,,R_,RD*'U, dou
>, RRD=R ., ,R_,R. Enremplacat a nouveas k par 2k, et aprés multiplicaion par R™ & droite, il vient
>,R,RDR? =R, 5,R, _, et en passant alalimite sur k, lim R, =%,RDR™Z,. De méme, en remplagant k
par X + 1, on obtientlm Ry, = 3,RDR™Z,.
En regroupant ces résultats, lim A, = >,RDR™'Z, e lim A = >,RDR™3,. Comme la

matrice R est trianguaire supérieure, lamatrice RDR™ I'est auss de méme que >,RDR™Z, et =,RDR™'3,. De
plus, les éléments diagonaux de RDR™ sont les valeurs propres A, de A ; comme la multipli cation & gauche d a
droite par X, revient & changer le signe de cetaines lignes puis des colonnes de méme indice, cette opération ne
modifie pas les éléments diagonaux qui restent égaux aux A, , et il en est évidemment de méme avec ,. Les

deux sous-suites ((AQK)”) et ((A2k+l)ij)kDN ayant méme limite pourvu que j <i, les siites ((Ak)i,-)

kON

im (A), =2, silsis<n et lim (A),, =0sil<j<i<n.

I
Kk - +o0 K - +00

kON
sont convergentes,



