ENS UL 2002 : Corrigé par F. Doué, Lycée Kléber, Strasbourg.

o0
1.1 Montrons que le produit « . » est bien défini. Tout d’abord, la somme Z f(k)g(n — k) est finie pour tout n € Z
k=—o0

donné ; en effet, soit Ny et N, des entiers tels que n < Ny = f(n) =0 et n < N, = g(n) = 0 (ils seront toujours
désignés ainsi dans la suite), pour n donné on a que dans la somme ci-dessus k est limité & étre > Ny et <n — N, .
De plus, en conséquence, on a (f.g)(n) =0 deés que Ny +1>n— Ny — 1, soit n < Ny + Ny + 1 et la formule définit
bien une série de Laurent formelle . Remarquons au passage qu’on a la propriété Nsg > Ny + Ny + 1.
Le changement d’indice k <+ n — k dans la somme (finie!) ci-dessus, qui correspond & un réarrangement de ordre

des termes, montre que (f.g)(n) = (g.f)(n) pour tout n € Z , donc le produit « . » est commutatif.
Par définition des lois, £ est un sous-espace vectoriel de CZ | de plus la distributivité de « . » par rapport & + ainsi
que la propriété \.(f.g) = (Af).g = f.(Ag) sont immédiates quand on les traduit pour chaque n .
Montrons 'associativité de « . » . On peut écrire, puisqu’il s’agit de sommes finies, le produit f.g sois la forme
suivante : (f.g)(n) = Z f(k1)g(k2) . On en déduit clairement 1’égalité :
(ky,ko)€EZ2 /
ki+ko=n

((fg)h) )= > fk)g(ka)h(ks) = (f-(g-1))(n) , cqfd.

(k1,ko,kg)€Z3 /
k1+ko+kaz=n

Enfin, on vérifie que la série formelle notée 1 et définie par

1 stn=0
VneZ 1(n)= b, = {O sinon
est bien un élément neutre pour « . » : Vn € Z (1.f)(n) = (f.1)(n) = f(n) .
En conclusion, £ es bien muni ainsi d'une structure de C-algebre commutative.

1.2 La somme existe car elle est finie par (i¢) , de plus elle est nulle pour tout n < N par (i) .

1 stin=-—

. . En effet, on vérifie
0 sinon

1.3 ¢! est définie comme série de Laurent formelle par Vn € Z ¢t~ *(n) = §_1, = {

alors

VneZ (tt 1) (n) = (t"tt)(n) = i 81 kO—1m—k = Oo,n = 1(n)

k=—o00

Par récurrences (croissante et décroissante) sur k € Z , on vérifie alors de méme que t* est défini par Vn € Z t*(n) =
Ok,n - Alnsi, la famille (f(k).t’“)kez vérifie les conditions () et (i7) de I’énoncé :

(ii) car Vn € Z (f(k).t*)(n) est nul sauf pour le terme k =k .

(i) car Vk < Ny f(k) =0 donc f(k).t*(n) = 0 pour tout n < Ny .

oo

De plus, par définition de la somme i f(E)t* ;onaVneZ ( i f(k)tk) (n) = Z (f(k)tk)(n) = f(n) , ce

k=—o0 k=—o0 k=—o0

qui traduit bien Z fle)th = f .

k=—o00

1.4 Vérifions tout d’abord les propriétés (i) et (i4) pour la famille (uk)k cn- - Pour cela, la remarque faite en 1.1 sur
le produit f.g montre que N, > 0 =V f e L Ny, > Ny+ 1, dou par une récurrence immédiate sur k € N* |
N,+ 2 k—1.En d’autres termes, Vk > 1 u¥(n) =0 dés que k 2 n+1. Donc (u*(n)) est nulle pour n < 0 d’on
(i) et n’a qu’'un nombre fini de termes non nuls pour n > 1 d’ou (i) .

k>1
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Montrons maintenant ’égalité u. (Z ) Zu La valeur des deux expressions en n < 0 est nulle, il suffit de

k=1
montrer 1’égalité en n > 1 . D’apres ci-dessus on ne manipule que des sommes finies, et on peut écrire :

(0 (3 w) ) =

I
M‘

(Zu n—j) (ilfautn—j>2letk<n—j<n—-1)

k=1 Jj=1
n—1 n—1
= Z( u(j).u®(n — ])) (réarrangement d’une somme finie)
k=1 j=1
n—1
= uF T (n) (définition du produit u.u* )
k=1

uF(n) ecqfd.

M

~
||
N

oo

On en déduit, par distributivité dans Panneau £ : (1 — u). (1 + Z uk) =1+ Z uf —u— Z ub =1,

d’ou le résultat demandé puisque la loi « . » est commutative.
1.5 Soit f non nul dans £ . Par définition, il existe un entier N tel que n < N —1 = f(n) =0et f(N) # 0. On peut
écrire alors
(oo}
F=> fR)tF = f(NN (1 —u)
k=N
avec u = Z f f(k+ N)t* . u vérifie les conditions du 1.4, donc (1 — u) est inversible, or f(N)tV aussi, donc
finalement f est 1nver81ble L étant commutative et admettant des inverses pour tous ses éléments non nuls, £ est un
corps.
1.6 La série u est supposée non nulle, donc u* existe pour tout k € Z . Si f(k) =0 pour k < 0 (i.e. si Ny > 0 ), la suite

f(k)uF vérifie les propriété (i) et (u) de I'énoncé : cela se voit comme en 1.4 puisque pour k > 1,Vn € Z u*(n) =0

des que k£ > n . Donc ’écriture Z f(E)u® définit bien une série de Laurent formelle .
k=1
Dans le cas général ou Ny < 0, la série Z f (k)u’c est alors bien définie comme somme finie des séries de Laurent
keZ

formelles f(k)u* , Ny +1< k<0, et E:f(k)u’C

1.7 Pour F.G , il s’agit du théoreme sur le produit de Cauchy de deux séries entieres de rayons de convergence > 0 .

Soit Ry > 0 et Rp > 0 les rayons de convergence respectifs des séries F(z) et U(z) . On a, par application

répétée du résultat ci-dessus, que pour tout k > 0 la série U¥(z) est de rayon de convergence au moins Ry , avec
oo

Uk(z) = g u¥(n)z" . On a I’absolue convergence pour |z| < Ry de ces séries. Par continuité en 0 de la série entiere
n=~k

«des modules» , v(z) = Z |u(n)|z" , qui vérifie v(0) = 0, il existe & > 0 tel que pour |z| < ¢ on ait 0 < |v(|z])| < RF .

Enfin, par inégalités triangulaires répétées, on a |u¥(n)| < v*(n) pour tout k > 1 et tout n > 0 . Comme la série F(v)

est absolument convergente pour v < Rp , il s’ensuit que la série double Z Z | £ (k)|.]u® (n)||z|" est sommable pour
k>0n>k
|z| < a . La série double sans les modules est donc sommable et on peut appliquer le théoréme d’interversion des X :

V2eC |zl <a= F(U Zf ):ZZf(k)uk(n)z"

= Z Zf(k)u’%n)z" =S (fouyn)z" |
n=0 k=0 n=0

la derniere égalité résultant de la définition méme de fou € L .
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1.8 La stabilité par composition pour la loi o résulte de la définition 1.6 : en effet, si f(k) = 0 pour k < 0, alors a fortiori
oo

(f ou)(n) = 0 pour n < 0, de plus, (fou)(1) = S (F()uF)(1) = F(1).u(1) est non nul si f(1) 0 # u(1) .

k=1
On voit clairement (et par 1.3 ) que I’élement neutre pour o est la série de Laurent formelle t € G: to f = fot = f .
L’associativité de la loi o résulte de l'associativité (bien connue!) de cette loi dans l'algebre des polynémes. D’une
part en effet, si une série de Laurent formelle de G est, de plus, cofinale & 0 , c’est un polynoéme, et la définition de o
dans G coincide alors avec celle de o dans C[X] .
D’autre part, montrons le lemme suivant :
Lemme : si h € G , la valeur h¥(n) , pour n > k > 1, ne dépend que des valeurs h(j) , 1 <j<n.
Ce lemme se démontre par récurrence sur k , la proposition étant déja clairement vraie pour £ = 1 . Supposons la

proposition vraie pour k , et considérons h¥T1(n) avec n > k+1 > 2. Comme h et h* sont dans G , le produit se calcule
n—1

avec seulement des valeurs h(p) et h¥(g) oip = let ¢ > 1: h**l(n Z h(j)h*(n—j) . Par hypothese de récurrence,
j=1
on ne voit apparaitre dans le deuxiéme membre ci-dessus que des fonctions polynémiales en les hA(p) , 1 < p < n

cqfd.
Ainsi, pour montrer ’égalité

(4 ¥n=1 ((feg)oh)(n)=(folgoh))(n)

(ou f, g, h sont des séries de Laurent formelles dans G , cette égalité étant déja trivialement vraie pour n = 0 ), il suffit
de vérifier I’égalité des coefficients de t" dans 1’égalité de polynémes obtenus en tronquant les séries f, g, h a partir
du terme «de degré » n+ 1, puisque les coefficients f(k), g(k), h(k) avec k > n n’interviennent pas dans le calcul des
deux membres de (A) ci-dessus. Cela résulte de ce que f, f 0g,g,g o h,h sont des éléments de G , de ce que, pour un

élément u de G , (f*)(n) =0 des que k > n , et enfin du lemme ci-dessus.

En d’autres termes, si on note u} , pour n > 1, la série formelle tronquée Z t*  on aura :
k=1
((fog)oh)(n)=((f , | )(n)
= (( f|n<>g| ohy, ) ()
= (f‘n o g|n o h{n))(n) (propriété sur les polynomes)
(

fo goh) n) , cqfd.

Démontrons maintenant I’existence d’un inverse & gauche : pour f donnée telle que n < 0= f(n) =0et f(1) A0,
cherchons par récurrence sur n une série de Laurent formelle u telle que u(n) = 0 pour n < 0 et vérifiant

(uo f)(z) =z24<=VneZ (uof)(n)="b1, (I)
La relation (I) est satisfaite pour n > 0, et I'est pour n = 1 si et seulement si f(1).u(l) =1 u(l) = f(l) , qui est

bien ;é 0. Supposons qu’on ait construit u vérifiant (I) jusqu’a l'ordre n — 1 > 1 . Pour n , la relation (I) se traduit

par E =0, puisque, la encore, les termes ou k > n + 1 n’interviennent pas. Or, par une récurrence facile,

on V01t que f™(n) = (f(1))" # 0, donc (I) est équivalente &

fn Z

k:

Cette relation permet de construire la suite u(n) par récurrence sur n > 1 . On a donc bien existence d’un inverse &
droite pour o pour tout f € G .
Mais, puisque o est associative, les inverses a gauche sont tous égaux aux inverses a droite :

uof=tetvou=t=vouof=f=v, don fou=t .

En conclusion, G est un groupe pour ¢ o » .



1.9 Commencons par vérifier la formule (f.g)' = f'.g+ f.g’ . On se donne les séries de Laurent formelles f = Z f(n)t"

1.10

n=—N;
et g = Z g(n)t"™ . Par définition, pour tout n € Z :
n=—N,
j=n+1+Ng
(/) =@m+1) > fUgk)=m+1) Y fGgln+1-3)
(k) [ k=n+1 j=—Ny
j=n+N, j=n+1+N,
(flg+fa)m)= D G+DfG+Dgn—5+ D  fGr+1-5gn+1-7)
j=—N;—1 Jj=—Ny

En faisant le changement j < j + 1 dans la premiere somme de la deuxieme égalité, on retrouve les mémes termes
f(g(n 41— 7) dans les deux sommes et ’égalité (f.g)' = f'.g + f.¢’ se voit alors clairement.

La définition donne de plus 1’ = 0 (car 1'(n) = (n+1).1(n+1) est nul si n = —1 & cause du (n+1) et aussisin # —1
a cause du 1(n+1) ), ainsi que (f1)" =1 x f/ x fO. On en déduit comme en analyse classique que (f*) = nf*=1.f’
par récurrence sur n , n >0 .

Enfin, pour n € Z* |, pour f # 0, en posant n = —m , de

!

(fm.ffm)' — 1/ =0 = (fm)’ffm + fm(ffm)
on déduit du cas m € N* que (f_m)l = —fmm Tl T = —mf L eqfd.
Montrons d’abord le Lemme : ¥V (F,u) € Lx G (F o u)/ = (Flou)u.

Pour tout n € Z , on a d’une part :

(F o u)/(n) =(n+ 1)(F o u) (n+1)
=+ (> FR)n+1)
k=—Ng
Max(n+1,0)
—(n+ 1)( 3 F(k)uk)(n +1)
k=—Npg
Max(n+1,0) ,
3 F(k)uk) (n)
k=—Np
Max(n+1,0)
3 kF(k)uk_l.u’) (n) ,

k=—Ng

car & n fixé la somme finie suffit et par linéarité (évidente) de la dérivation.

o0
Mais d’autre part, dans le calcul de (F'ou.u')(n) = ( Z kF(k)ukil.u') (n) la somme sur k peut aussi aller jusqu’a
k=—Np
Max(0,n+ 1) seulement, car on a N, > —1 et donc pour tout k > 1, N/ ,x-1 = k—1 . Le lemme est donc démontré.

Vérifions la formule de 1’énoncé dans le cas ou f(z) = % .Ona f(-1)=1let (W.(fou))(-1) = (u—/)(—l) . Mais le

u
! /
coefficient de L dans % (2) est clairement % (0) = 1 par définition de v’ , cqfd.
z u(z) u(l)
Dans le cas général, on écrit f(z) = f (71)% + F'(2) ou F’ est une série de Laurent formelle «primitive» définie par
1 ;
{ F(n)=g7fln=1) sin#0 . On en déduit, par distributivité, et grace au lemme :
F0)=0 (par exemple)
u /
(w'(f o w) (1) = F(=D (%) (1) + (Fou)'(-1) = f(-1)

en effet, on constate par la définition que Vg € L ¢'(-1) =0 .
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7_L<71> (Z)

1.11 On applique la question précédente a la série formelle f(z) = —— 77— . On a f(—1) = u~"">(k) , (fou)(z) =
z

(u=""" ou)(2)

d’ou enfin
uF () ’

2 (2 1 /
_ uk+1((z)) =20 (2)

(u'.fou)(z)

On en déduit le coefficient de % :

1 1 1
(v fou)(~1) = —E(u*’c)’(—z) s — (21 = a1
1.12 Remarquons tout d’abord que u = t.e’ est bien dans G (les puissances de ¢ commencent & 1 avec u(1) =10 ).

= (kt)™ k—1

Iciu=F(t) = lkekt = Z (kt) , donc le coefficient de ¢t ~! est u=*(—1) = K77 Laformule d’inversion de Lagrange
t g t* .n! (k—1)!

- Lkl

donne alors : u<~1>(t) = Ttk :
k=1

La regle de d’Alembert donne avec

u<_1>(n) - nn—l n+1 =

que le rayon de convergence de u<"!> est % .

<—=1> n+1 _

2.

2.1 o agit sur chacune de ses orbites a la maniere d’un cycle, de plus les actions sur chaque cycle sont indépendantes, donc

elles commutent entre elles.

Sii et j sont dans deux orbites distinctes de o , on a par exemple o = (4,41,...,%p) 0 (J, j1,...,Jq) 0C30---0¢k , d'oll
00T = (,715-+,7qsJy41,---,4p)0C30---0Cy €t on voit que o o7 a un cycle de moins : O(o7) = O(c) — 1 dans ce cas.
Si i et j sont dans la méme orbite de o , on a par exemple ¢ = (i,91,...,%p,J,j1,---,74q) ©C2 0 -+- 0 ¢ , d'ol
coT = (4,J1,---,Jq)0(Jy91,...,0p)0c20---0ck et on voit que o o7 a un cycle de plus : O(o7) = O(0) +1 dans ce cas.
2.2 C’est évident : il existe par définition des décompositions de o et o9 en respectivement |oq]| et |og| transpositions,
donc o109 peut s’écrire comme produit de |o1| + |o2| transpositions et par minimalité, |o102| < |o1| + |o2] -
2.3 Un cycle de longueur p , ¢ = (i1, 4z, ..., ip) s’écrit comme produit de p — 1 transpositions :
c¢=17(i1,42) o T(i2,43) 0 - 0 T(ip_1,1p)
On en déduit, puisqu’'une permutation o est le produit de ses cycles, et que les somme des longueurs p des cycles de
o est n, quune permutation o peut se décomposer en produit de n — O(o) transpositions, d’ott déja |o| < n—O(o) .
L’autre inégalité se démontre par récurrence sur le nombre |o| :
e |o| = 0 signifie que 0 = e, or O(e) = n , la formule est correcte.
e |o| = 1 signifie que o est une transposition, or pour une transposition 7, O(7) =n — 1, la formule est correcte.
e Supposons maintenant que la formule soit correcte pour toutes les transpositions o vérifiant |o| < k—1, k entier
donné > 2 . Soit o € S,, une permutation vérifiant |o| = k , donc il existe une décomposition c =70 07,107 .
Posons 0/ = oot . Onao’ = 70- 07,1, donc |o’| < k—1 et par hypothese de récurrence, |0’ = n—0O(o’) . D’apres
21onaO(c")=0(c)+ecavece =+1 ,doun—0(s)—e < k—1=|o|—1, soit encore n—O(0) < |o| -1+ < |o]|,
ce qu’il fallait démontrer.
2.4 On remarque que dans la démonstration par récurrence ci-dessus le cas e = —1 est impossible puisque I'inégalité stricte

n—0(o) < |o| est impossible. Cela signifie par 2.1 que dans une décomposition minimale 0 = 73007} , 7% est une
transposition portant sur deux éléments d’une méme orbite de o . Mais on a vu alors que les orbites de ¢/ = g o 7}
sont des sous-orbites de ¢ , donc, de proche en proche, on voit que toutes les transpositions d’une décomposition
minimale de o portent sur des couples d’éléments appartenant toujours & une méme orbite par o .

Soit alors oy et oy dans S,, telles que |o1| 4 |0} *o2| = |o2| et posons p = |o1| et ¢ = |oa| , d'ott ¢ — p = |0} 'oo| . En
écrivant o9 = 01 0 0y 155 , on obtient une décomposition, minimale par hypothese, de oo & ’aide de décompositions
minimales de o1 et de 0;102 103 =7T10--0T,0Tpp1 0---07, . De plus, on peut choisir (cf démo du 2.3) d’écrire
la décomposition 71 o --- o 7, de o1 en mettant bout & bout des décompositions de chaque cycle (i1, 1i2,...,4;) de
o1 sous la forme (i1,42)(i2,73) - - - (ik—1,%%) . Puisqu’on obtient ainsi une décomposition minimale de o2 , toutes ces
transpositions 7, , 1 < k < p portent sur des couples appartenant toujours aux mémes orbites de o2 et on en déduit
bien que toute orbite de o1 est incluse dans une orbite de o5 .
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2.5 Soit ¢; et ¢y deux permutation circulaires, qu’on peut toujours noter sous la forme ¢; = (1,01(1), . 7c?il(l)) et

¢ = (1,e2(1),...,c57 (1)) . L'application h : Vk € [0,n — 1] c§(1) — ck(1) est une bijection de [1,n] dans lui-
méme vérifiant ¢ = hoc¢; o h~! . De plus, pour toute transposition 7 = (i) , hoTo h~! est la transposition
7/ = (h(i)h(j)) . On met donc ainsi en bijection les décompositions ¢; = 710+ --07,_1 de ¢1 avec celles de ¢, s'écrivant
co=(homoh ) o---0(hoT,_10h™') (la bijection réciproque s’obtenant en prenant h~! & la place de h ). Donc
wy, est le méme cardinal pour ¢; ou pour ¢ .

Soit o un cycle de S,, . D’apres ci-dessus, la premiére transposition 71 = (i7) de toute décomposition o = 71,1007y
peut porter sur un élément i € [1,n] quelconque (grace & une «rotation» h bien choisie), de plus, & i fixé, & chaque
choix de j # i correspond une bijection entre les décompositions ¢ = 7,7 0--- 07 0 7 et les décompositions de
o' =co7 . Oron avu (cf 2.1) que ¢’ est un produit de deux cycles partiels ¢; et ¢y portant sur deux orbites
disjointes : en notant j = o*™1(i) , 0 <k <n—2,o0nac; = (i,0"2(i),...,0" (i) et co = (0(i),...,a" (i) ,
c1 est de longueur n — k — 1 , ¢ de longueur & + 1 . On a vu également que toute décomposition minimale de o’
s’obtient en juxtaposant une décomposition minimale de ¢; , ¢; =7{0---07/_, , avec une décomposition analogue

ca =100 T,’C’ . Mais comme les orbites de c¢; et co sont disjointes, toute transposition T]{ commute avec toute

transposition 7,/ , donc deux décompositions de ¢; et co générent en fait Ck_, décompositions de ¢’ différentes (par
l'ordre des transpositions). Enfin, lorsque i € [1,n] et j = o¥T1(i) , 0 < k < n — 2, varient, on retrouve deux fois (et
deux fois seulement) la méme décomposition pour ¢ puisque 71 = (ij) = (ji) est répété deux fois.

En résumé, le nombre w,, des décompositions de o vérifie la relation :

n—2
k
2X W, = N g C,_q Wht1 - Wp—k—1
hoi k=0 M . .
Lo mélange des choix  choix
choix de 7/ avec les 7/ des 7;  des 7
J=0""(i)

2.6 La relation ci-dessus s’écrit encore, en notant w(n) le terme général de la série w :

n—2
2wy, W1 Wp—k—1

=n : = nz_:w(k)w(nfk)
k=1

—N ! —k—=2)

(n—2)! — k! (n—k—2)!
On reconnait-la un produit de Cauchy et une dérivation, si bien que le deuxiéme membre s’écrit encore n.w?(n) =
(w?))(n — 1) = (2ww’)(n — 1) . Mais le premier membre s’écrit aussi 2(n — 1)w(n) , soit 2nw(n) — 2w(n) : on

reconnait nw(n) = (w')(n — 1) ainsi que w(n) = (%) (n—1) . Comme la relation a lieu ¥n > 2 , il y a donc égalité
entre séries de Laurent formelles : w
w' — i w.aw'’

we” Y

2.7 w étant une série de Laurent formelle de G , on peut considérer la série de Laurent formelle h = 7— - Les regles de

3.1

dérivation justifiées en 1. (dérivation d’un produit, d’une puissance, d’'une composée) avec la régle évidente (ez)/ =e*
donnent y
1 e w
= —t—Q.(we_w —tw'e™" +tww'e”™) = _T(? —w' + w.w’)
En vertu de 2.6, on a que A’ = 0, on en déduit clairement par la définition formelle de la dérivée que h = h(0) = cste .
Comme w(1) =w; =1, on a que le coefficient constant de h est h(0) = 1 . Finalement la série de Laurent formelle

—w
w vérifie w.% =1, soit t = w.e”™ . Mais alors w est la série de Laurent formelle réciproque calculée en 1.12, d’ou
n—1
par unicité d’une série formelle w(n) = ﬁ = nT . On en déduit w,, = n""2 .
3.

Fixons le sommet s; . Tout sommet s; , kK > 2 , est relié & s; par au moins un chemin de longueur minimale
(s1,-..,8%,5k) . On peut choisir ainsi une application k — a = {s},,sx} de [2,n] dans A . Il suffit donc de montrer
que cette application est injective.

Supposons qu’il existe j # k dans [2,n] tels que a; = aj : nécessairement, puisque s; # s3 sont des extrémités de
cette aréte commune, a; = ax = {s;, sx} . Dans le chemin minimal ¢; = (s1, ..., s, sk) définissant ay, , le sous-chemin
(s1,...,s;) est minimal, donc il a méme longueur que le chemin minimal (s1, ..., sg,s;) définissant a; , mais on voit
alors que le chemin ¢y n’est pas minimal, il y a contradiction. On a mis en évidence une application k € [2,n] — a € A
injective et Card(A) >n—1.

Autre solution : par récurrence sur le nombre de sommets.
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3.2 Appelons chemin sans retour un chemin dans le graphe de la forme (s;,, ..., s;,) dont les sommets sont 2 a 2 distincts.

Leur ensemble est :

- non vide car A # () par hypothese ;

- fini car de cardinal majoré (grossierement) par 2™.n!;

- partiellement ordonné par la relation < définie comme suit : ¢; < ¢y si et seulement si la suite des sommets de ¢;
figure, dans cet ordre, comme sous-suite de la suite des sommets de co .
Il existe donc dans cet ensemble un chemin sans retour maximal pour < : cp = (8iy,...,5;,) . Alors, nécessairement
les extrémités s;, et s;, appartiennent a une seule aréte. En effet, dans le cas contraire, comme le graphe est sans
circuit, on pourrait prolonger cp; en un chemin strictement plus grand. On a donc mis en évidence l'existence de deux
sommets au moins appartenant a une seule aréte dans ce cas.

3.3 (¢) = (#i) : 'implication est évidente dans le casn=2et n =3 .Sin >4, on se ramene au cas d'un graphe connexe
sans circuit G’ ayant (n — 1) sommets en enlevant & G , d’aprés 3.2, un sommet n’appartenant qu’a une aréte et
laréte correspondante. Si par hypothese de récurrence on admet que G’ a n — 2 arétes, G en a bien n — 1 , donc
I’implication est vraie par récurrence sur n .

ii) = (i) : clair par 3.1. En effet, si le graphe G , connexe, ayant n sommets et n — 1 aréte avait un circuit
(a1,as,...,ax,a1) , le graphe G’ obtenu en supprimant laréte {a1,as} (et en conservant les mémes sommets) resterait
connexe : en effet, tout chemin «de connexite » de G donnerait un chemin «de connexite » de G’ en remplacant toute
occurrence de 'aréte {aj, as} par le sous chemin (as,...,ax,a1) ou son image mirroir (ay,ag,...,as) . Mais alors G’
contredirait la propriété vue en 3.1.

3.4 Existence de ¢ : puisque le graphe, connexe, est sans circuit, le chemin reliant s & tout autre sommet s’ est unique. En
notant celui-ci (s,...,¢(s),s’) , on définit ainsi une application ¢ : S\ {s} — S . Notons que si (s, s’) € A , alors par
définition ¢(s’) = s . Cette application convient, car déja pour tout u € S\ {s} on a {u,(u)} € A par définition de
¢ . Réciproquement, soit {u, v} une aréte : si u = s, alors par unicité du chemin s — v , nécessairement u = s = p(v) ;
siu# s # v, les chemins reliant s & u et s & v sont nécessairement préfixes I'un de I'autre (sinon on met en évidence
un circuit) donc, soit u = ¢(v) , soit v = ¢(u) . On a bien que ensemble des arétes est {{u, p(u)} , ue S\ {s}} .

Unicité de ¢ : grace a 'existence et I'unicité des chemins s — s’ on peut définir une fonction profondeur p: S — N .
On pose p(s) =0, et pour tout s’ # s p(s’) = k si le chemin ¢ : s — ¢ utilise k arétes (i.e. ¢ = (s,a1,...,a5-1,5) ).

Soit alors une fonction ¢ : S\ {s} — S vérifiant que A = {{u,p(u)} , uw € S\ {s}} . On raisonne par récurrence sur
la profondeur k > 1 pour montrer que p(s') =k = p(p(s')) =k —1.

Sip(s’) =1, {s,s'} est une aréte, donc nécessairement s = p(s’) et ¢(s’) est bien de profondeur 0 .

Soit s' de profondeur k > 2 . 1l existe un chemin (s, ..., s”,s’) le reliant & s , donc un sommet s” profondeur k — 1 tel
que {s”,s'} € A . Par hypothese de récurrence, ¢(s”) est de profondeur k—2 , donc ¢(s”) # s’ . Donc, nécessairement,
par hypothese sur ¢ , c’est que s” = ¢(s’) et on a bien (s’) de profondeur k — 1 , cqfd.

Mais alors, par définition de la profondeur, Vs’ # s p(p(s')) = p(s’) — 1 implique que ¢ est justement 'application
construite ci-dessus pour en montrer son existence, d’oul 'unicité de ¢ .

3.5 Vient de la dérivation d'un déterminant. On sait que f(z) = det(C4(z),...Cy(x)) (ot Cy,...,C, sont des fonctions
dérivables a valeurs dans C™ ) se dérive en

f(x) = Zdet(Cl(x), G (), ..., Cu(w))
i=1

My; 0
Ici, Ci(x) = | My —x | se dérive en C! = | —1 | et donc, en appelant C1,...,C, les colonnes de la matrices M ,
ona:
-1 0
0 -1
P'(0) = : Co Cn| + |Ch : c,| + --
0 0
0
+ |C Ch— :
-1
= —det M —det M?2 — ... —det M™

en développant a chaque fois suivant une colonne appropriée.
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1
3.6 Clest clair : (x) s’écrit M x

I
o

3.7 Soit i € [2,n] fixé. Notons C1, ..., C, les colonnes, dans C"~! | de la matrice M auxquelles on a enlevé chaque fois le
i-eme élément. On a ainsi det M* = ’C’l .- a e C’n’ (6’\ signifie que la colone C; ne figure pas). Remplacons dans ce

déterminant la premiére colonne par la somme de toutes les colonnes (sauf la i-¢me bien siir!). En vertu de la relation
(*) la premiere colonne est remplacée par (—C;) . Puis, par interversion de colonnes (permutation des colonnes 1 et
2, puis 2 et 3, jusqu’a i —2 et i — 1), on trouve finalement :

det M* = — |Ci|Cy -+ Cp| = (1)1 Ca -+ Cy -+ Gy
L,
Sur cette derniere forme, on refait les mémes opérations, mais sur les lignes, en écrivant det M* = (—1)~1 fj\z
Ly,
Comme la matrice M est symétrique, la relation () dit que remplacer la premiere ligne par la somme des lignes (sauf

la i-eme) revient a la remplacer par —Li , puis le méme nombre de permutations de lignes replace L; en sa i-éme
position, d’ou finalement :

Ly

L; )

g ) L :

det M = —(—1)"! 2= L;
L, :

L,

Sous cette derniere forme, on reconnait 1’égalité det M = det M1 .

3.8 On utilise 3.5. P’(0) est le coefficient de degré 1 du polynome caractéristique, c’est donc —o,_1 , avec 0,1 la (n—1)-
eme fonction symétrique élémentaire des valeurs propres : 0,1 = Z()\l “++ A+ An) . On en déduit, puisque tous

i

les det M sont égaux : det(M*) = 0%_1 .
Mais on sait que 0 est valeur propre , donc tous les termes sont nuls sauf éventuellement 1 dans la somme définissant
0n_1 , et finalement o, _1 = 0 si 0 est valeur propre au moins double et sinon o,,_1 = H A
A€sp(M)\{0}
3.9 La formule vient de la multilinéarité du déterminant. On commence par écrire det M™" comme un déterminant n x n
en appelant C1,...,C,_1 les colonnes (dans C" ) de M :

My ... Myyp, 1 O 0
det M"" = —| ) Cl=—C1 - Cpa :
Mnl e Mn_’nfl -1 -1
Mais en vertu de (x) on peut écrire chaque colonne C; comme une combinaison linéaire des colonnes 7,; = e; —e; ,
avec i # j :
V] S [1,TL — ]. Z Mz]’}/zj Z Ml]
i,i7#] ,1#]
0
Or la juxtaposition de colonnes v;, ; , 1 <j<n—1, et dela colonne —e, = est précisément une matrice
-1
de la forme E, — I , d’olt par multi-linéarité :
det M™" = —det(z Miyyins Z Mizvyizs .. - Z Min—1%in-1, _en>
i,i#£1 ) iiEn—1
= Z Mey,1-Mp2),2 - Mypn—1),n—1- det(E, — 1)
pEFn
=— Z H iol)-det(Ey — 1), cqfd.
peFn =1



3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

S’il existe un cycle par ¢ comme dans 1’énoncé, alors le vecteur © = €4, + - -+ + €4, est invariant par F, . Donc E,
admet 1 comme valeur propre et det(E, —I) =0 .

Remarquons que ceci inclut le cas ou 3¢ € [1,n — 1] (i) = 7 (car alors 1 est valeur propre de E, de vecteur
propre associé e; , c’est le cas k = 1) et aussi le cas ot ¢([1,n —1]) C [1,n — 1] (car dans la suite de n éléments

(1,¢(1),...,¢" (1)) il y aura alors nécessairement deux valeurs égales).
On considere maintenant le cas o ¢ n’a pas de cycle.
Alors pour tout i € [1,n — 1] on ne peut pas avoir de suite (4, (i), ..., 9" (i), 9" (i)) puisque cette suite doit avoir

ses éléments deux & deux distincts. Cela signifie en fait qu’il existe k € [1,n — 1] tel que ¢*(i) =n . D’on

"le)) = (Bp)" "(en) =0 .

Vie[ln—1] (E,)"(e) = (B,)" "o (E,)
Comme EJ(e,) = 0 aussi, on a bien que E =0 .
On vient de voir que le graphe d’arétes {i, (i)} , i € [1,n — 1] , est connexe puisque tous les sommets sont reliés au
sommet n . Comme il y en a n — 1, c’est un arbre.
Comme E, est nilpotente, 0 est sa seule valeur propre possible, donc son polynéme caractéristique est (—1)"X™ . Il
en résulte que det(E, — I) = (—1)" dans ce cas.

D’apres 3.4, tout arbre de sommets {1,2,...,n} est associé de maniére unique & une application ¢ : [1,n—1] — [1,n]
(lorsqu’on choisit n comme racine de 'arbre), et la question précédente associe & tout terme a priori non nul du
second membre de la formule 3.9 un arbre de T;, . Donc 'identité demandée n’est qu’une reformulation de la formule
du 3.9 compte tenu de la valeur constante (—1)"~! de det(E,, — I) lorsque celui-ci n’est pas nul.

Soit J la matrice n X n dont tous les éléments valent 1 , et considérons la matrice M = J — nl . Clairement M
vérifie les hypotheses de symétrie et () , donc l'identité du 3.11 s’applique. Mais ici tous les éléments M;; valent 1,
donc le second membre donne directement —Card(T;,) . La matrice J ayant 0 comme valeur propre d’ordre n — 1 et
n comme derniere valeur propre , son polynéme caractéristique est (—1)"X"~1(X —n) . Si on applique ceci pour une
matrice d’ordre n — 1 et avec X = n , on trouve

det(M™™) = (=1)""n"21 = —n""2
Finalement, Card(T},) = n""2 .

Montrons d’abord que le produit o = 7(a1) - - - 7(a,—1) est un cycle d’ordre n lorsque aq, ... a,—1 sont les arétes d’un
arbre de T,, . On procede par récurrence sur n . Pour n = 2 | il n’y a rien a démontrer, puisqu’une transposition
est déja un cycle d’ordre 2 . Supposons donc que ce soit vrai jusqu'a 'ordre n , n > 2 , et regardons un produit
oc=1(ay) - 7(an_1)7(ay) lorsque a,, ...a, sont les n arétes d'un arbre A de T;,;1 . Posons a,, = {i,j} et considérons
larbre A’ obtenu & partir de A en supprimant 'aréte a,, : A’ n’est plus connexe, les sommets s € {1,...,n,n+ 1}
se répartissent en deux sous-ensembles disjoints A; ou A; suivant qu'ils sont reliés respectivement & ¢ ou a j dans
A’ . En effet, tout sommet s est relié & ¢ dans A d’une seule maniere par un chemin c : si ¢ ne contient pas a,, ,
s € A; , sinon, par unicité, nécessairement, ¢ se termine par a, et ne contient quune fois a,, , donc s € A; . Comme
les T(ar) , ar € A; , et les T(ar) , a¢r € A; sont & supports disjoints, ils commutent, et on a :

o= (I @) ( II *(@)r(an

aRr€A; ag€A;

=ciocy07(a,) ,

ou par hypothese de récurrence, c¢; et co sont des cycles partiels de supports disjoints dont la réunion est
{1,...,n,n+ 1} . D’apres le 2.1, O(c) =1, i.e. o est un cycle d’ordre n 4+ 1 .

L’injectivité de 'application énoncée est claire, car on pose par convention que deux produits de transpositions qui
different par 'ordre des facteurs sont deux décompositions différentes (et elles sont a fortiori différentes si les facteurs
differents!).

Pour montrer qu’il y a bijection entre Q et F' | il suffit donc de montrer que toute décomposition d’un cycle o d’ordre
n en produit de n — 1 transpositions 7(ay) se fait avec des transpositions de supports ay constituant les arétes d’un
arbre de T, . Pour cela, il suffit de voir que le graphe G des arétes ay, est connexe (cf 3.3). Soit ¢ # j deux sommets de

{1,...,n} . et j sont dans la méme orbite par o , donc 3k > 1 tel que j = o¥(i) . Or, pour s # s’ dans {1,...,n},
oc=r1(a1)o---o7(a,) et s = o(s) signifie, par définition de la composition des transpositions, qu’il existe un chemin
(s =80,81,...,8; =8') dans G . Il existe donc dans G un chemin de i & s = o (i) , puis de s1 & s5 = o (s1) , ...etc.,

jusqu’a j = o = o(sp—1 - G est donc connexe, c’est un arbre, cqfd.

Tout cycle d’ordre n est déterminé par les (n — 1) images successives, distinctes, de 1 , il y en a donc (n — 1)! .
Comme chacun d’eux donne naissance a w,, décompositions (cf 2.5), le cardinal de F est wy.(n — 1)! . De méme,
chaque arbre de T}, donne (n — 1)! énumérations de ses arétes, donc Card(Q) = Card(T,).(n — 1)! . On en déduit
wy, = Card(T,) =n""2.



4.

4.1 La commutation des endomorphismes €1, €2, 3 provient de la commutation des symétries v1,7v2,7v3 . On le vérifie de
toutes fagons en trouvant une base commune de diagonalisation. La base propre commune est :

up =el+ex+e3+es+es+eg+er+eg;

up =el —ex+e3 —es+e5—eg+er—es;

uz =el +eg— (e3+ey) +e5+ e — (e7 +eg) ;

ug=el —es—eg+es+e5—eg—er+es;

us =el+ey+es+eq—(es+es+er+es);
ug =el —ey+e3—eqy — (e5 — €6 + €7 — €5) ;
(€5+€6— 67-1-68))%

us =el —ey —e3+e4 — (€5 — €6 — €7 + €3) ;

ury =el + ey — 63+€4

On vérifie en effet que €1,¢2,e3 ont dans la base des u; des matrices diagonales, par exemple :
- pour ¢; : diag(1,—1,-1,1,1,—-1,—-1,1);
- pour &5 : diag(1,—1,1,—-1,1,-1,1,-1);
- pour €3 : diag(1,1,1,1,—-1,—-1,—1,—1);

4.2 Remarquons que puisqu’une aréte s’écrit {4, j} aussi bien que {j,i} , la matrice M est symétrique.
Pour un sommet du cube, les trois arétes qui en partent ont pour extrémités les images de ce sommet par 1,72, 73 (ce
qui correspond aux trois directions des arétes). Il en résulte que les «1» de la matrice M correspondent pour chaque
colonne e; & la somme (g1 + 2 + £3)(e;) . A cause de la propriété (%) , on est amené a mettre —3 sur la diagonale,
d’ou finalement M = &1 +e5 +e3 —31 .

4.3 On voit grace a la base des u; que les valeurs propres de M sont 0 d’ordre 1 , —4 d’ordre 3 , —2 d’ordre 3 , —6 d’ordre
343
1. Donc par 3.8, det(M"™") = ~2 él 6 g4
D’autre part, la formule 3.11 appliquée & M donne dans le second membre une somme de 1 correspondant a des arbres
couvrants du cube par définition, donc donne le nombre cherché. On en déduit que le nombre d’arbres couvrants est
dans ce cas 84 .

4.4 La généralisation se fait en remplacant 1,2, v3 par les n symétries hyperplanes de base et en considérant une matrice
M, d’ordre p = 2™ analogue ayant des —n sur la diagonale :

My, =¢e1+ -+e, —nl)

Le probleme est de calculer les valeurs propres de M, , sachant, par 3.8 et 3.11 que le cardinal cherché est

R, = 2% H (=) . Contentons-nous d’indiquer un moyen de passer de 'ordre n & l'ordre n + 1 . Si la
A€sp(My)\{0}
base propre commune & lordre n de €1,...,&, est X1, Xo,..., X, (avec = 2" , et ce dans la base des p sommets de

Ihypercube), la base commune & 'ordre n 4 1 est de la forme

(3) () () () (28 (%)

. s (o . . Ly X X ) .
Si on considere que la symétrie supplémentaire ~,,41 est précisément (Y) — (Y) (d’ol la matrice de €,41 est

dans cette base diag(1,1,...,1—1,—1,...,—1) ), alors on voit que les valeurs propres de M, 11 se déduisent de celles
de M,, par I’application

(Al,/\g,...,/\p)H()\1,/\2,...,/\1), )\1—2,/\2—2,...,)\1,—2)

Ainsi par exemple, les valeurs propres de My sont : 0 dordre 1 , —2 d’ordre 4 , —4 d’ordre 6 , —6 d’ordre 4 , —8

d'ordre 1, ot Ry = 55 L (21,45 61.8) = 219.3¢ .
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