CENTRALE 2003. Filiere MP. MATHEMATIQUES 1.
Corrigé de JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.oryg)

Partie 1. Etude d’un premier exemple.

Rl e~ t(cost+isint) il en résulte immédiatement, par séparation

I.LA. Une primitive de t — e(=1+9* étant t — —
des parties réelles et imaginaires, que :

+oo 1 +oo 1
T —t _ 3 T —t 3 _ :
e/ e costdt—g(cosx—smx) et e/ e smtdt—g(cosx—i—smx). O
x x

I.B. La solution générale de ¢ —y = 0 est y = Ae® et A(z)e” est solution de y' — y = —cosx si et seulement
si M(z)e® = —cosz. On peut donc en particulier choisir, compte-tenu de la convergence de l'intégrale en +o0,
+oo
1

Az) = / e 'costdt de sorte que §(cosx — sinx) est solution particuliére.

xT

. L 1 .
La solution générale sur R de ¢/ —y + cosx = 0 est donc Yy = Ae® + §(cosx —sinz). O
Remarquons que Yp(z) est la seule solution bornée sur R.

De méme la solution générale sur R de 3/ — y +sinz =0 est Zy = Ae® + %(cosx +sinz). O

I.C.1. D’apres la premiere question ¢ est bien définie. Elle est en outre clairement linéaire et, toujours d’apres la
premiere question, les images des fonctions cosinus et sinus appartiennent a II. Il en découle que ® définit bien un
endomorphisme de II.

R . . . . . 1/ 1 1
D’apres la premiére question, la matrice de ® dans la base (cosinus, sinus) est 5 (_1 1> (]

1.C.2. Si f(x) = acosx + bsinz il vient que f(z) = Va2 + b2 cos(z — ) de sorte que || f||oo = Va2 + b2.

_ [ 2 2
Alorsfl(x):a;bcosx—i—b2asinxdesortequer1||OO: a ;—b :%Hf“oo O

1
Il en résulte que || ful|co = W”f”oo

Ainsi, pour toute fonction f € II, la suite (f,)nen+ converge uniformément sur R vers la fonction nulle. O

Partie II. Etude d’un deuxiéme exemple.

+oo —t —t 1
I1.A. / eT dt converge car eT = o(—) au voisinage de +oo. Il en résulte, par la méthode de la variation de la
xT

. N . . 1
constante de la méme maniére exactement qu’en I.B., que la solution générale sur ]0,4+o0[ de ¢y’ —y+ = =0 est :
x

+oo —t
YA(x):)\eC”—i—ez/ —dt. O
© t
1 too et 1
Par intégration par parties, il vient que 0 < Yp(z) = i ez/ - dt < — don lim Yp(x)=0.
x

x r— 400

De Dexpression de la solution générale, il en découle que Yy est la seule solution bornée au voisinage de +oo (en
fait elle tend méme vers 0). O

—t
On a, au voisinage de 07, eT ~ 3 > (0 de sorte que, par la regle des équivalents pour la convergence des intégrales
+oo —t
de fonctions positives, lim —dt =+o0.
x—0

x

De I’expression de la solution générale, il en découle que 1im+ Y (z) = 400 pour tout A € R. O
x—0
I1.B.1 D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, on dispose bien de I'existence et de 'unicité de la solution Y,, telle
que Yo, (2m) = ym pour tout point m(zy,, ym) du demi-plan 2 > 0.

On a en particulier Yy, (z) — Y,/ (@m) + L 0 donc Y, (2,) = 0 si et seulement si y,,, = <
Tm Tm

1 . s s
Donc H est la branche d’hyperbole y = — avec > 0. C’est ’ensemble des points des courbes intégrales a tangente
x

horizontale. O
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1 . . . . o
La fonction x — = étant de classe C! il en résulte classiquement que toute solution est de classe C? et ainsi on
x

1 1 o
a en particulier V! () — Y, () — = = 0 donc Y, (xp,) = 0 si et seulement si Y}, (2,,) + — = 0 soit si et
‘Tm ‘Tm
. 1 1
seulement si Y, (2m) — — + — = 0.
Tm T,
1 1 . .
Donc T est la courbe d’équation y = — — — pour x > 0. C’est I’ensemble des points d’inflexion analytique des
T

courbes intégrales (on peut noter qu’en un tel point la dérivée est forcément négative égale & ——-). [
‘Tm

+oo —t
I1.B.2 On a déja noté que Yy(z) = 1 ez/ et_2 dt donc Yp(x) < 1
x . x

o L 11 o0 et 11
Par parties a nouveau, il vient que Yp(z) = = — — +€” —5—dt donc Yp(z) > ~ — —.
xr x . t xr x

Ainsi la courbe intégrale Cy est strictement comprise entre les courbes H et T. [

I1.B.3

e Les graphes H et T sont clairs.

1 N .
o Comme Yy(z) < = d’apres ci-dessus, Yy est toujours
x

décroissante. D’ou 1’allure de Cy.

e Y, () > Yy(z), tend vers +oco en 0T et en +oo, et
tangente horizontale en un point de H. Et en un seul
point sinon, par le théoreme de Rolle, Yy’ s’annulerait
ce qui est impossible car €y, est au-dessus de €y elle-
meéme strictement au dessus de J. D’ou I’allure de Cy, .

o Y, (x) < Yy(zx) donc €y, est toujours en dessous de
Co donc a fortiori de H et donc la dérivée est toujours
négative. On dispose des limites en 0" et en +oco d’olt
I’allure de Cy,. Elle coupe T en son point d’inflexion.

T Cx<o

Partie III. La transformation ®.

ITI.A. Soient (f1, f2) € €2 et (A1, A2) € C2. Soient (ay, az) € R? tel que x7% fi(x) —— 0.

r——400

Alors 7% (A1 f1(z) 4+ A2 fo(z)) p—— 0 avec o = max(ay, a2) donc € est bien un sous-espace de C°(I,C). O

—+oo
IIL.B. Pour f € &, / e ' f(t)dt converge car et f(t) = o(e”'t) = 0(%2) au voisinage de 4+o00. Il en résulte, de la

méme maniere que précédemment par la méthode de la variation de la constante, que la solution générale sur I de
+oo
léquation Ey est y = Ae® + f1(x) avec f1(z) = ez/ e tf(t)dt .
xT
Pour prouver que f; est 'unique solution appartenant & &, il suffit donc clairement de prouver que f; € €.

Comme f € &, il existe un entier ng tel que f(x) = o(x™) au voisinage de +oc. Par principe d’intégration de la

—+oo
relation o dans le cas de la convergence, il vient que fi(x) = 0((p(.1‘)) avec ¢(x) = ez/ et dt.

“+oo “+o00 +o0o M0 * no
Orpla) = [ et Hmar= [ e tarudu= [ 3 ek atetu Fdu= Y Ol - btet
T 0 0 k=0 k=0
donc p(x) = O(x™) ce qui entraine que fi(z) = 0(0(35"0)) =o(z™). O
II1.C. Compte-tenu de ce qui précede on a f), — fn + fn—1 = 0 pour tout n > 1.
Désignons par K un compact quelconque de I. On ne restreint clairement pas la généralité du probléme en supposant

que K est un intervalle (fermé borné) puisque tout compact de I est inclus dans un tel intervalle.
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e Supposons que la suite (f,) converge uniformément sur K vers une fonction g. Alors la suite (f/) égale a la
suite (f, — fn—1) converge uniformément sur K vers la fonction nulle. Le théoréme de dérivation de la limite d’une
suite de fonctions s’applique alors et prouve que la fonction g est dérivable sur K de dérivée la fonction nulle. Ce
qui prouve que g est constante sur K puisque K est un intervalle. Ainsi (1) implique (2).

La réciproque étant évidemment vraie il en découle que (1) < (2).

e Par ailleurs la convergence d’une suite dans un espace normé étant équivalente a la convergence de la série
télescopique associée, en particulier dans l’espace CY(K,C) muni de la norme uniforme, il vient que (1) est
équivalente & (3) puisque la série télescopique associée a la suite (f,) n’est autre que la série D> f; comme déja
noté.

e En conclusion (1) < (2) < (3) U
III.D. On raisonne par récurrence sur n, la formule proposée étant vraie pour n = 0 par définition de .
Supposons la formule vraie au rang n. +o0 (¢ — g)n1
En notant que f,+1 = ®™(f1), il vient par hypotheése de récurrence que f,,4+1(z) = ez/ 71)'f1 (t)e tdt.
“+oo x - .
Intégrons par parties entre x et A en dérivant fi(t)e™ " = / e “f(u)du (de dérivée —e~tf(t))
t
A -1 A
/ (#)ﬁ (e tdt = ﬂfl(A)e‘A + / (if(t)e—t dt.
s (n—=1)! n! = n!

Or il existe a € R tel que f1(A) = o(A%) lorsque A — +00. Donc Mfl (A)e=4 ——— 0.
n!

A—+oo
+o0 n—1 +oo n
t— t—
Il en découle que / %j} (t)e tdt = / (#f(t)e_t dt ce qui prouve que la formule est vraie au
T n—1): T n!
rang n + 1.
En conclusion f,11(x) =e 7'f(t)e dt = —'f(x +u)e "du Veel VYneN' O
T n. 0 n!

+oo
III.E.e Si f € Ker ® alors ¢ — / e tf (t) d t est identiquement nulle donc de dérivée nulle ce qui implique que

f est identiquement nulle. Ainsi ® est injective de € dans lui-méme. O

o Sig=®(f) alors g vérifie I’équation différentielle 3y’ — y + f = 0 donc, comme déja noté, g est de classe C* sur
Iet g =g— fe & puisque & est un espace vectoriel. Ainsi Im ® est inclus dans 1’ensemble des applications g de
classe C' sur I telles que g et ¢’ appartiennent & &.

Réciproquement soit g une application de cet espace. Alors f définie par f = g — ¢’ appartient & (car sous-espace)
et g vérifie I'équation y' —y + f = 0. Or g appartient & € donc g = ®(f) d’apres la question ITL.B.

En conclusion ® est un isomorphisme de & sur I’ensemble des applications g de classe C' sur I telles que g et ¢
appartiennent & € et ®~! est définie par @~ 1(g) =g—¢. O

Partie IV. Fonctions bornées.
+oo
IV.A. La solution générale de Ey sur R est comme précédemment y = Ae® + fi(x) avec fi(z) = ez/ e tf(t)dt.

x
—+oo

Or f; est bornée sur R car |fi(z)| < ez/ | f]loce™"dt = ||f||oc pour tout réel = (au passage notons que
[|f1lloo < ||f]loo)- Il en découle clairement qlcfe f1 est la seule solution de Ef qui soit bornée sur R. O

IV.B. On a noté précédemment que ||f1|lco = ||P(f)|]oo < ||f]loo ce qui prouve que ® est continue par caractérisation
de la continuité des applications linéaires. [J
Remarque : cela prouve également que |||®|||o < 1. En fait |||®|||oc = 1 comme on le voit en considérant la fonction
constante égale a 1.

IV.C. ¢ LynXK est évidemment réduit a la fonction nulle ce qui prouve que la somme est directe et si f € L admet
¢ comme limite en +oo alors f = (f — £) + £ appartient bien & Lo @ K. Ainsi L = Lo K. O
e Soit f € Ly et soit ¢ > 0 donné quelconque. 11 existe A tel que |f(t)] < e pour t > A. Alors pour x > A il vient
—+oo
que |f1(z)] < ez/ ce tdt =e. Donc f; € L. Par ailleurs la stabilité de K par ® étant claire, il en résulte que

xT
Lo et K sont deux sous-espaces supplémentaires de L stables par ®. [

IV.D. Soit f € £ que ’on décompose en f = g+ £ avec g € Ly et £ = ligl f(z). Compte-tenu de ce qui précede
T—T00

frn = gn + € avec g, = ®"(g).Soit désormais a € R et J, = [a, +o0].
Soit & > 0 donné quelconque. 11 existe A > 0 tel que |g(t)| < & pour t > A. Soit B = max(A, A — a). Il vient :

n

B n —+00
u u
@) <] [ Sgterwedal+] [ Dyl wedu
0 n: B n:
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Pour z > a, dans la seconde intégrale, |g(x + u)| < ecarz+u > a+ B > A.

B 400
Donc pour = € J, on a |gn4+1(2)| < %/ u"e " du+ i/ e “u" du.
n! 0 n! B

B B Bn+1 “+oo “+o00
Or/ u"e_“dug/ udu = et/ u"e_“dug/ ue "du=nl
0 0 0

B
Bn+1 Bn+1
Ainsi pour z € J, on a |gn41(z)| < ||g||oom + ¢ < 2¢ pour n assez grand car CES T 0 en tant que

terme général d’une série convergente (exponentielle).
Donc la suite (g,,) tend uniformément vers la fonction nulle sur J,.

Il en résulte que la suite (f,) converge uniformément sur tout intervalle [a, +o0[ vers £ = 111_{1 fx). O
r—T0o0

IV.E. ¢ Compte-tenu de ce qui précéde ® est une application linéaire (continue) de B dans lui-méme et en fait dans
Iespace des applications bornées sur R et de classe C!. Elle est injective en tant que restriction & B de I’application
linéaire injective ® de la partie précédente définie sur . [

e Par exactement le méme raisonnement que dans la question IILE., il vient que, puisque B est un sous-espace
de C°(R, C), Im(®) est I’ensemble des applications g € C}(R, C) sur R telles que g et g’ soient bornées sur R. [J

e Il en découle que g :  — sin(z?) n’est pas dans I'image car ¢’(x) = 2z cos(x?) n’est pas bornée comme on le
voit en considérant la suite (x,,) définie par z,, = v2nw. O

Partie V. Fonctions périodiques.

+oo
V.A. e Si fest périodique et continue sur R alors elle est bornée sur R donc / e~ ' f(t)d t converge et il en découle

x
—+oo

comme précédemment que la solution générale sur R de E est y = Ae® + fi(z) avec fi(z) = ez/ e tf(t)dt.
+o0 *
On a également fi(x) = / e “f(z +u)du ce qui prouve immédiatement que f; € P.
0
De I’expression de la solution générale, il en résulte que f; est I'unique solution de E¢ appartenant a P. O

e f1 est une fonction périodique et de classe C' sur R a fortiori continue et de classe C' par morceaux de sorte
que sa série de Fourier converge normalement sur R vers elle-méme. [

V.B. Comme f; est de classe C! il vient par parties que c(f]) = ik.cx(f1) pour k # 0. Vrai également pour k = 0.
Par ailleurs f] — f1 + f = 0 de sorte que ¢, (f1) — cx(f1) + ck(f) = 0.
Ainsi (=1 +ik)ex(f1) +e(f) =0. O

V.C. o PynXK est évidemment réduit & la fonction nulle ce qui prouve que la somme est directe et si f € P admet
¢ comme valeur moyenne alors f = (f — £) + £ appartient bien & Py @ K. Ainsi P =Py XK. O

e Remarque : De la question V.B. résulte en particulier que si la valeur moyenne de f est nulle, il en va de méme
de celle de f;. Ainsi Py et K sont deux sous-espace supplémentaires de P stables par .

e Soit f € P que 'on décompose en f = g+ £ avec g € Py et £ la valeur moyenne de f. Compte-tenu de ce qui
précede f, = gn + £ avec g, = ®"(g). Nous allons prouver que (g, ) converge uniformément sur R vers la fonction
nulle, ce qui prouvera que la suite (f,,) converge uniformément vers /.

Pour n > 1, g,, est somme de sa série de Fourier d’aprés la question V.A. et d’aprés la remarque ci-dessus sa valeur
moyenne est nulle
Donc g,(x) = > ci(gn)exr(z) en notant ey, (z) = et

kezZ*

¢k (gn-1) d’apres la question V.B. de sorte que gp(z) = > L ck(g1)er ().

1—ik reze (1 —ik)"=t
Or, pour k € Z*, on a |1 — ik| > V2 et, comme noté dans la question V.A. la série de Fourier de g; converge

normalement donc la série Y |ck(g1)| converge (on note S sa somme).
kezZ*

Par ailleurs ¢ (gn) =

) S . . . . .
Il en résulte que |gn(z)| < —7 pour tout réel x ce qui prouve bien la convergence uniforme de la suite (g)

(v2)
vers la fonction nulle.
En conclusion, pour f € P, la suite (f,,) converge uniformément sur R vers la valeur moyenne de f. [

V.D. En tant que restriction a P de I’application ® définie sur B dans le paragraphe précédent, ® est injective.
Compte-tenu de ce qui précede elle est & valeurs dans 1’espace des fonctions 2m-périodiques et de classe C!.
Réciproquement soit g une application de cet espace. Alors f définie par f = g — ¢’ appartient P et g vérifie
I'équation y' —y + f = 0. Or g appartient & P donc g = ®(f) d’apres la question V.A.

En conclusion, ® est un isomorphisme de I'espace des applications 27-périodiques et continues sur celui des appli-
cations 27-périodiques et de classe C! et ®~! est définie par ®~(g) =g—g¢. O
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V.E. e Sifec P alors |f| € P également et Ni(f) = 2mco(|f])-
Or d’apres la question V.B., on a co(®(|f])) = co(|f])-

+oo
Par ailleurs ®(|f|)(x) = ez/ e ' |f@®)]dt = |®(f)(x)| donc co(|®(f)]) < co(<I>(|f|)) soit N1(@(f)) < Ni(f) ce

xT
qui prouve que ® est continue pour la norme N;. [

. N-
La fonction e,, : x — €@ appartient & P; et @~ (e, ) = (1 —in)e, donc % v1+ n2 p——— +o0 ce
1(€En

qui prouve que ® ! n’est pas continue pour la norme N;. [

N e ()I?
e D’apres I'égalité de Bessel-Parseval, No(f)? = 27 ce(f)]? et No(f1)? =27 ce(fi)? =27 3 lex (NI
(7= 2m o el D et e & ZVTER

Donc No(f1) < Na(f) ce qui prouve que ® est continue pour la norme No. O

On prouve exactement de la méme maniére que ci-dessus que que ® ! n’est pas continue pour la norme Np. 0O

Partie V. Fonctions polynomiales.

VIL.A. Pour f et g appartenant & FP, et pour tout & € € on a |(f + 9)(&)| < |£(&)] + 19(&)] < Ne(f) + Ne(g) done
Ne(f 4 g) < Ne(f) 4+ Ne(g) par définition du sup.
En outre si N¢(f) = 0 alors f est une fonction polynomiale de degré au pus d s’annulant en d 4+ 1 points deux &
deux distincts donc f est identiquement nulle.
Il en découle immédiatement que N¢ est une norme sur FP,. O

VI.B. e Supposons (I) i.e. que la suite (f,) converge simplement sur C vers f. Notons qu’a priori f n’est pas
forcément polynomiale.
Pour prouver que la suite (f,) converge uniformément vers f sur tout compact de C, il suffit de prouver que cela
a lieu sur toute boule fermée de centre O.
Soit K une telle boule et £ une famille de d+ 1 réels distincts comme précédemment. Notons a; = ngrfw fn(&) qui
existe bien par hypothese. Soit P le polynéme interpolateur de Lagrange de degré au plus d qui prend la valeur «;
en &;. On note encore P la fonction polynomiale associée.
Alors (f,) converge vers P pour la norme N¢ dans 1’espace FPy.
Or Nk (f) = su};z |£(2)] est classiquement une norme sur FP, et, comme cet espace est de dimension finie, elle est

équivalente & la norme N¢. Il en découle que la suite (f,,) converge également vers P pour la norme Nk c’est & dire
que la suite (f,) converge uniformément vers P sur K.
Ainsi (1) implique (11).

e Naturellement (11) implique (I11) pour toute famille .

e Supposons (111) et soit P I’élément de FP; défini comme ci-dessus de sorte que la suite (f,,) converge vers P pour
la norme ¢ dans ’espace FP,.
Or Noo(f) = sup lag| si f(z) = ag+ a1z + - - + aqx? est classiquement une norme sur FP,.
DEF 0<i<d

De I’équivalence des normes sur FP; on en déduit que la suite (f,) converge vers P au sens de la norme N, ce
qui prouve (Iv).

e Supposons (1V) et soit P I’élément de FP; défini par P(x) = ag + ajx + -~ - + aqz® ot a; = lim Qi -

DEF n— 400
Alors (f,) converge vers P pour la norme N, dans I'espace FP,; donc également pour la norme Ny définie
précédemment. Ainsi la suite (f,,) converge uniformément sur tout compact de C donc naturellement converge
simplement sur C.

e En conclusion les 4 conditions sont bien équivalentes et la limite est en outre un élément de FP.
La démonstration précédente prouve qu’en fait ces conditions sont équivalentes & la convergence de la suite (f,)
dans I’espace normé de dimension finie FPy c’est a dire pour n’importe quelle norme sur cet espace. [

+oo +oo
VI.C. Pour f € FPy, il vient que fi(z) = ez/ et f(t)dt = / flz+ue “du.
DEF T 0

(k)
Or f(zx +u) = Z ! ( )u par la formule de Taylor, donc fi(x) = Z f%®)(z) ce qui prouve que f; € FP,.

Or comme precedemmen‘c la solution générale de Ef est y = Ae® + f1(z ) ce qui prouve que 'y a une unique solution

dans FP, a savoir f; = ®(f). O
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+oo , n
VI.D. Comme FP,; C € on a, pour f € FPy, fu(x) = / u—'f(x—i—u)e_“ du donc, par la formule de Taylor comme
0

n!
n |

précédemment, f,(z) = > Mf(k)(x)_
k=0 TL' I{/"

Or la famille ( f (k))o <heg €St une base de FP4 donc les conditions précédentes sont en particulier équivalentes & la

convergence de la suite (f,) pour la norme N infinie associée & cette base c’est a dire & la convergence des suites des

coefficients relativement & cette base c’est & dire & la convergence des d + 1 suites (bg n)nen avec by, = %
n! k!
nk
Or by, ~ — lorsque n — 400 donc by, ——— +oo si k > 1.
’ k! 7 n—+oo

Il en découle que si f est de degré au moins 1, la suite (f,,) ne converge pas dans I’espace FP;. O
(Naturellement si f est constante, la suite (f,,) est stationnaire.)

FIN
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