CCP 2007. Filiere MP. Mathématiques 1.
Corrigé pour serveur UPS de JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)

EXERCICE.

a.

f est continue (en tant de fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas) sur le compact F' donc bornée
et y atteint sa borne supérieure M en au moins un point A. [

Si A= (a,b) € }c«)” = alors A est un extremum local de la restriction de f a 'ouvert €2 sur lequel f est de classe
C! donc A est un point critique.

af 1— 22y — 22 . . Of 1— 22y —y?
Or %(x,y) = 1220157 et par raison de symétrie 8—y(x,y) = (T
_ —q? =
Il en découle que { i B 332 B ZQ B 8 Par soustraction il vient a? = b? donc a = b puisque a et b sont positifs.
Ainsi 1 — 3a? =0 et donc A = (%, %)
P : 3v3
En résumé si M est atteint sur Q alors M = My = f(A) = 5 O
t— o(t) = f(t,0) = H—Ltz croit sur [0, 1] et son maximum est My = ¢(1) = %
t— () = f(1,t) = ﬁ croit sur [0,+/2 — 1] puis décroit. Son maximum sur [0, 1] est donc 1 (v/2 — 1) soit

1
4(vV2—-1)
Par raison de symétrie par rapport & la premiere bissectrice, le maximum de f sur la frontiere de F' est max(M7, Mo)
i.e. M5 car V2 -1<0.5.

My =

Il découle de ce qui précede que si M est atteint sur 2 alors M = My et que sinon, i.e. s’il est atteint sur la frontiere,
alors M = Ms.
Donc M = max(My, Ma) = My car My ~ 0.65 et My ~ 0.60. O

PROBLEME : ECHANGE DE LIMITES ET D’INTEGRALES.

PARTIE PRELIMINAIRE.

1.

a.

Fonction Gamma d’Euler.

Notons f(t,z) = e %=1, Pour z > 0 fixé quelconque, t — f(t) = f(x,t) est continue donc localement intégrable
sur |0, +oo.
Au voisinage de 0, f,(t) ~t*~1 > 0 et t — t*~! est intégrable en 0 car x > 0 donc f,(t) également.

.. 1 . . s
Au voisinage de +o0, f(t) = O(t_Q) par croissance comparées donc f;(t) est intégrable en +oo.

Ainsi f, est bien intégrable sur |0, +oo[. O

. Une intégration par parties sur le segment [e, A] suivie d’un passage & le limite lorsque € — 0 et A — +o00 fournit

immédiatement I'(z + 1) = zT'(x).
Or I'(1) = 1 donc, par une itération évidente, I'(n) = (n — 1)! pour tout entier n > 0. O

Fonction zéta de Riemann.

k+1
Pour z > 1 fixé, la fonction ¢(t) = tlx décroit donc /]C p(t)dt = o(k+1).

2 P 1 1 1
Donc RE(z) = >, (k) < p(t)dt = ( =1 a1 )
r—1\n

DEF p—m+1 n - p
En faisant tendre p vers +oo (les deux limites existent bien), il vient R, (x) < ﬁ O
z—1)n
. . no1 . . . —Ine—In(p—1)
. Ainsi pour avoir ‘C(p) -3 —’ < g, il suffit d’avoir ————— < & soit n > exp ( ) O
k=1 kP — (p—1)nP p—1

Avec p =T et e = 1075, il vient qu’il suffit de choisir n > exp (111(10) — 1n(6)) ~ 7.4.

8
Donc n = 8 convient. En fait 5 LI 0.64 x 1079 < 0.7 x 10~%. Donc >
X oo

g0

—
>
B
>
Il
—
>~
3
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8 1
Or un programme immédiat fournit > ~ 1.008 348 8 et on peut retenir raisonnablement vu le faible nombre

=k
8

d’opérations 1.008 348 7 < > % < 1.008 348 9.
=1

k
Donc 1.008 348 7 < ¢(7) < 1.008 349 4. O

PREMIERE PARTIE : SUITES DE FONCTIONS.

3.

Théoréme de convergence uniforme pour une suite de fonctions.

b
Par le théoreme de récupération uniforme de la continuité, f est continue sur [a,b] de sorte que / f(z)da est
parfaitement défini. Par ailleurs il vient : ‘
b b b b
[ t@ae- [ f@ds| < [ 110 - f@lde < [ = fllwdo= G- allf = fulle 20 O
Exemples et contre-exemples.

Soit la fonction f, définie sur [0, 1] par f(0) =0, f(l) =n, f(z) =0 pour z > 2 et par le fait que f,, soit affine
n n

1 1 2 . . . .

entre 0 et — et entre — et —. Alors f,, est bien continue et converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f nulle
n n n

(en effet pour z > 0 fixé on a f,(x) = 0 pour n > 2/z et f,(0) = 0 pour tout n).

1
Mais la convergence n’est pas uniforme car ||f — fnlloo = ||fnlloo = 2n et (aire d’un triangle) / fa(x)dz =1 ne
0

1
tend pas vers / flz)dz=0 O
0

. Soit la fonction f,, définie sur [0,1] par f,(z) = 1 pour z > 1/n, par f,(0) = 0 et par le fait que f, soit affine

entre 0 et 1/n. Alors f, est bien continue sur [0, 1] et la suite (f,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction
f continue par morceaux définie par f(x) =1six > 0 et f(0) = 0. La convergence n’est donc pas uniforme sinon
f serait continue par le théoréeme de récupération uniforme de la continuité.
1 1
1 1
Cependant / folz)da = o +(1-=) —— 1= / fx)dz O
0 n 0

n n—-+o0o

. Cas d’un intervalle quelconque.

L’étude immédiate des variations de f, montre que f, croit entre 0 et n de 0 a f,,(n) puis décroit vers 0. Ainsi
n,—n

[ fnlloo = fu(n). Or fo(n) = 25— ~ 0 ce qui prouve que la suite (f,) converge uniformément sur
n! V2mn n—+oo

[0, +00[ vers la fonction nulle.

Or, par la question 1, f,, est intégrable sur [0, 400 d’intégrale L—:—l) = 1 qui ne tend pas vers 0.
n!

Ainsi TH1 est-il faux sur un intervalle non borné. O

. La définition de la convergence uniforme écrite avec € = 1 prouve qu’il existe un entier p tel que || f — fnlloo < 1

pour n = p. Alors en particulier ||f — fplleo < 1 donc |f(z)| < 1+ |fp(z)| pour tout z € I.

Ainsi f est une fonction continue (théoreme de récupération uniforme de la continuité) dominée sur I par une
fonction intégrable sur I donc est bien intégrable sur I.

La suite de la démonstration est exactement la méme que dans la question 3 en remplagant b — a par £(I).

Ainsi le TH1 est-il vrai sur un intervalle borné. [

. Théoréme de la convergence dominée.

Les fonctions f,, sont continues par morceaux (ainsi que f) et dominées sur I par la fonction ¢ (de méme que f
par passage a la limite) intégrable sur I donc les fonctions f,, et la fonction f sont bien intégrables sur I. O

On peut bien sir reprendre 'exemple de la question 4.b. mais la vérification directe de la propriété de permutation
est évidente et utiliser le TH2 dans ce cas revient & casser un ceuf a la coque avec un marteau piqueur ! Voici
un exemple qui peut lui aussi se traiter directement mais moins simplement et pour lequel 'usage du TH2 est
commode :

Soit g une fonction continue sur [0, 1] telle que g(0) # g(1). Alors la suite (f,) définie par f,(x) = g(a™) converge
simplement vers la fonction f définie par f(x) = g(0) si « # 1 et f(1) = g(1). La convergence n’est pas uniforme
car les fonction f, sont continues mais pas la fonction f qui est bien continue par morceaux néanmoins. Or les
fonctions f,, sont dominées sur [0, 1] par la fonction constante égale & ||g||oo qui est évidemment intégrable sur [0, 1].

1

1
Le théoreme de la convergence dominée permet d’affirmer que / g(z™)dzx = / flx)ydz =g(0). O
0 n—-+oo 0
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esin(m/n) 1
——— converge simplement sur [0, +oo| vers la fonction f définie par f(x) =
1+ 1+ 22 + 22
et est dominée sur [0, +oo[ par la fonction ¢ = ef intégrable. Ainsi le TH2 s’applique (car les fonctions f, et la
fonction f sont en outre continues par morceaux -et méme continues-) et prouve que :
+o00 esin(m/n)

n—+oo /g 14+ 2

La suite (f,) avec fn(z) =

O

DEUXIEME PARTIES : SERIES DE FONCTIONS.
7. Théoréme de convergence uniforme pour les séries de fonctions.

Le théoreme TH3 n’est rien d’autre que le théoreme TH1 appliqué a la suite des sommes partielles de la série de
fonctions. En effet :

n —+oo
Notons S, = > fr et S = > fr. Comme les fonctions fj sont continues et la série Y fi converge uniformément
k=0 k=0
sur [a, b], la suite (S,,) est une suite de fonctions continues convergeant uniformément sur [a, b] vers S donc le TH1
b

prouve que / Sp(x)dz = Z x)dz —+> S(z)dx i.e., par définition méme de la convergence d’une
k} 0 a T a
—+o0
série et de la valeur de sa somme, que Y fk Jda = / Z fr(x O
k=0

8. Application : séries trigonométriques et séries de Fourier.

a. Le théoreme de Parseval affirme que la série de Fourier d’une fonction f périodique et continue par morceaux
converge en moyenne quadratique vers f.
o0
Si la série Jrz: sin(nz)
vn
ce qui est ev1demment impossible puisque la série harmonique diverge. [J
Remarque : Grace a la transformation d’Abel, on peut démontrer que la série proposée converge.

P ‘s . . . 1t 1
était la série de Fourier d’une fonction f, on aurait donc 3 S ==|flla==—
n=1"T

o ), fA(z)da

b. Soit une série trigonométrique convergeant uniformément sur R vers une fonction f, de ce fait 2m-périodique et

n
continue. Soit p un entier quelconque et, pour tout entier n, soit Sy (z) = % + > (ak cos(kx) + by, sin(kx)). Alors
k=1

la suite (Sn(:zr) cos(p:c)) converge uniformément sur R vers f(:z:) cos(pz).
neN

En effet, pour tout z, on a | f(x) cos(pz) — Sp(x) cos(pz)| < |f(x) — Sn(x)| < ||f — Snllsc donc, par définition méme

du sup, || f(z) cos(pz) — Sn(z) cos(pr)lloc < [|f = Snlloe-
Le théoreme THS3 prouve alors que :

1=
f(z)cos(px)da = a2 / cos(px)dz+ — Z (ak/ cos(kx) cos(px)dx + bk/
I 27 Jon T = 27

2
Si on note ay et Ok les coefficients de Fourier de la fonction f, il vient alors, compte tenu des résultats classiques
rappelés, ag = ag (pour p =0) et o,, = a,, pour (p=n > 1).

On prouve de méme que (3, = b, pour n > 1.

Ainsi la série de Fourier de f n’est autre que la série trigonométrique de départ.

En d’autres termes la série de Fourier de la somme d’une série trigonométrique convergeant uniformément sur R
n’est autre que la série elle-méme. [

sin(kx) cos(px) d :C) .

™

9. Intégration terme a terme d’une série de fonctions. Application : théoréme de Hardy.

n n
a. Notons u,(x) = ang'c et soit A > 0 quelconque fixé. Pour x € [—A4, 4] on a |u,(z)] < |an|A—'. Comme la série
n! n!

> a, converge, la suite (a,) tend vers 0 donc est bornée mettons par M. Il vient donc, pour tout z € [—A, A],
n

|un(z)| < M — terme général d’une série convergente (exponentielle). Ainsi la série Y u,(x) converge localement
n!

normalement sur R (donc a fortiori simplement) et sa somme f est une fonction continue sur R. O
Remarque : la seule hypothese que la suite (a,,) est bornée suffit ici & conclure.
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—+o0
b. Il en découle bien siir que la série > u,(x)e™ est une série de fonctions continues convergeant simplement sur R
n=0

vers la fonction continue f(z)e*.

En outre u,(x)e™ est intégrable sur [0, +o00[ car continue donc localement intégrable sur [0, +oo] et est intégrable

. e .. . .
en 400 puisque u, (z)e”™ " = O(F) au voisinage de 400 par croissances comparées.

e oo I(n+1
Par ailleurs / |un(x)e*x| dz = M e dx = |ay| w
0 n! Jo n!

solument convergente, le théoreme TH4 s’applique et prouve que :

= |ay| et, puisque la série Y a, est ab-

+oo
La fonction  — f(x)e™™ est intégrable sur [0, +oo| et / f(@)e *da = Z .
0

10 Cas ou les théoréemes TH3 et TH4 ne s’appliquent pas.

+oo
a. Notons up(z) = (—1)"2". La série Y un(z) converge simplement sur [0, 1] vers S(x) = . —11-
n=0 xT

La convergence n’est pas uniforme sur [0,1[ sinon le théoreme du double passage & la limite s’appliquerait et

+oo 1
prouverait que la série > (—1)™ converge (vers 5) O
n=0
n+1
a O

On peut aussi remarquer que |S(z) — Sy (z)| = % donc ||S — Splleo =

DN | =

—
l1+2 =—1

1
1
b. Z/ |un(x)|da = E —— diverge donc le théoréme THA4 ne s’applique pas. 0O
0 n+1

1 n 1 1 n+1 n+1 1
c. ‘/ S(x)dx—Z/ ug(z)dx :‘/ (S(x) d:v —‘/ 1+:1: ‘—/0 1+xdx</0 " da

donc}/ z)dx — / U dx <
Z el n+2
+oo 1l

Ce qui prouve, par définition méme de la convergence, que la série > ug(z)dx converge et a pour somme
k=00

1
/ S(x)dz =1n2. O
0
11 Théoréme de la convergence monotone.

La suite (S,,) est une suite de fonctions continues par morceaux qui converge simplement sur I vers une fonction
f continue par morceaux par hypothese.
En outre, puisque les fonctions fj sont positives, il vient |S,(z)] = Sn(z) < f(x). Or f est intégrable sur I par hy-

pothese. Donc la suite (S,,) vérifie les hypotheéses du théoréme TH2 qui prouve que [ S, (z) dx o / f(z)da
I nmTee Jr

n
c’est a dire > /fk (r)dx — /f(x) dz. Donc par définition méme de la convergence d’une série :
n—-+oo I

+oo e
La série >, [ fr(z)dx converge et a pour somme / (Z fk(:zr)) dz O
Ly

k=0JI

12 Application a la physique.

3

a. f(t)= 1 est continue donc localement intégrable sur |0, +o00[. Au voisinage de 0, f(t) ~ t? de sorte que f se

prolonge par continuité en 0 qui de ce fait est une fausse borne impropre. Au voisinage de +oo, f(t) = o(t—Q) donc

f est intégrable en +00 et donc finalement sur ]0, +o0.
—t +oo +oo +oo
Par ailleurs pour ¢t > 0 on a tl =T € — =3 e ("Dt done f(t) = Y t3e (DI = 37 a,(¢).
€ — —¢€ n=0 n=0 n=0

Or les fonctions u, sont positives et intégrables sur |0,+oo[ (Cf 1.a.) donc les hypotheéses du théoréme de la

+oo +oo +oo
convergence monotone sont vérifiées et ainsi / f@)dt= Z / un (t)dt.
0
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Or, par le changement de variable admissible car C!-difféomorphisme de ]0,+oo[ sur lui-méme u = (n + 1)t,

oo _ 1 +Oou3€7u u = F(4) _ 6
/0 un(t)dt—i( )4/0 d =1 =

n+1 n+1)*  (n+ 1Y
oo 43 too 1 -
Ainsi/ dt=6 —=6C4)=—. O
o e -1 ;(n+1)4 @ 1
. 2 +oo 1 1 .. hC .
b. Il vient M = 27hc —.————— d A. Le changement admissible v = ————— fournit :
0 A ehe/ksTx _ ehe/ksTX
4 +oo 3 knT 4 4 2 5 k4
M:27Thc2><(kBT2 / a du:27rh02><(37£><7r—:%><T4. O
(he)* Jo e —1 (he) 15 15h° ¢

13 Généralisation.

a. En remplacant dans la démonstration de la question 12.a. t3 par t*~1 (ce qui est bien licite car x > 1), on obtient
de méme par le théoreme de la convergence monotone :

Foo el KL (nt1)t = e =X @)
——dt= / trTrem "Nt = 7/ u' e " du = ——— =T(x)¢(z) O
/0 el —1 7;) 0 nz:%(n—i—l)m 0 nz:%(n—i—l)m

b. En particulier :

too g w2
/ rege =" o
0

et—lz

—~

+oo t6 7 . ]
1= /0 o dt =T(7)¢(7) = 720 {(7) donc, d’apres la question 2.c. :
720 x 1.008 348 7 ~ 726.011 06 < I < 720 x 1.008 349 4 ~ 726.011 57 donc :

“+o0 6
726.011 0 < / dt <726.0116 O
0

et —1

FIN
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