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1 Premiers calculs

1.1. Soit f € Z(E). Soit A une valeur propre de f. Il existe un vecteur x € E, non nul, tel
que f(x) = Ax. Puisque || x| # 0, on peut former le vecteur xy = ﬁ, qui vérifie f(xp) = Axo et
lxoll = 1. De fait, (xp | f(x9)) appartienta #(f) par définition de cet ensemble. Mais

(xo0 | f(x0)) = (xo | Axo) = Al xoll? = A

Par suite, ‘ Toute valeur propre de f appartienta A(f). ‘

1.2. Soit zp € C. On a successivement
z0€ AANf+uld) < Ix€E (lxll=1 et zo=(x|Af(x)+px))
dxeE =1 t =A +
— 3x (i et zo=Ax|f(x)+p II_xIII)

20 € LNf +pld) <= Jze A(f) zo=Az+

Ainsi, | ANS+p1d) = Az +p | ze #(f)}|

1.3. Implicitement, on travaille dans la base orthonormée fixée par I'’énoncé et on identifie
tout vecteur de E au vecteur de C? formé de ses coordonnées. Notre base de référence étant
orthonormée, le produit scalaire se calcule dans C? par les formules usuelles.

La spheére unité de C? est formée des vecteurs ‘[a  b] tels que |al? + |b|? = 1. Ou encore,
des vecteurs de la forme [e; cos® €;sin0] avec 0 € [0; 27| et €1, €, complexes de module 1.
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Si zg € C, on a successivement

€1 cosB €1cos0

z20€ A(f) = 3F0€[0;2n] Fe,e0elU 7= €,5sin0
2

55

|

€,sin0
< 30€[0;2n] Je;,e2€lU  zy=cos’O

z20€ (f) <= I0€[0;2n]  z9=cos>0

Conclusion : ‘Jf(f) =[0;1] ‘

1.4. Onse donne zj € C. De la méme maniere que précédemment, on trouve que

sin20
2

zo€ A(f) <= 0 € [0;2n] Fej,ep€U Zg=¢€1€2c080sinB=¢; ey

sin®
<~ 30€[0;2n] FeeU ZOZTE

1
donc Jf(f):{ze¢2||z|s5}

1.5. Onsuppose E de dimension finie et on note .7 sa sphére unité. Cet ensemble est com-
pact puisque fermé et borné en dimension finie. On définit alors

VzeE q(z) ={z| f(2))
Apres développement du produit scalaire,

VheE q(z+h)=q2)+(h| f(2))+(z| f(h)+(h]| f(h)

d'ott VheE  lqz+h)—q@I<[(hlfQ2)|+[z] f()|+|(] f()]

<If@IIAIL <Ifllzllkl <IfIlRI?

ce qui montre que g est continue sur E. En outre, #(f) = q(.’(E)) donc

‘Jf(f) est compact. ‘

1.6. Soit z € E de norme 1. Par définition de f,
0 —
(z| f(2)) = Zl Zn Zn+1
n=

Comme z # 0, 'ensemble d’entiers A = {p € N | z,, # 0} n’est pas vide. Il admet un plus petit
élément noté py, qui est I'indice du premier terme non nul de la suite z. De sorte que

I f@)= Y Znznn

n=po
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L'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit alors

[o.0] [e.0]
21 f@)P< Y 1zl x Y lzneiP =112y 2 <1

f=lﬂ0 B f=Po -
—Jlzl?=1 =1—|vzp0 2
Ainsi, VzeE (lzl=1 = [(z| f(a))| < 1)
ce qui montre que JO(f)cireCl|IAl <1}

Pour I'inclusion réciproque, il suffit de remarquer que tout complexe A tel que |A| <1 est
valeur propre de f. La question 1.1 montrera alors que A € #(f). On considere la suite z
définie par

VneN* Zp=A"
Le fait que |A| < 1 assure que AP AL converge donc z € E. Et

VneN  f(2)n=2zn1 =N =)z,

donc flz)=Az
et A est bien valeur propre de f. Ainsi,
| A(f)={AeC|AI<1}]

2 Réduction de certains endomorphismes

2.1. On suppose que f est normal; on se donne un vecteur propre v de f, associé a une
valeur propre A de sorte que f(v) = Av. On développe alors, a I'aide de la sesquilinéarité du
produit scalaire :

||f*(v)—Xv||2:<f*(v)—Xv|f*(v)—XU> B
=(f*W) | X)) =A@ | f*@) =A@ vy + AP lv)?

Mais par définition de I'adjoint d'un endomorphisme, on a
W fXW) =W v)=Xlv|?
puis W lvy =@l f*w)y=Alvl?

et enfin (frfo)l ey =wl ffrwy=wl f*f)
=Nv | X)) = AP lvl?

On réinjecte tout cela dans le calcul de || f*(v) — Av||* pour trouver que cette grandeur est
nulle. Par suite, f*(v) — A v =0 ou encore

v est vecteur propre de f*, relatif a la valeur propre A.
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2.2. Supposons f normal et que v est vecteur propre de f, relatif a la valeur propre A.
On sait que (Vectv) = {v}* donc il suffit de montrer que {v}* est stable par f. Soit y € E,
orthogonal a v. Alors, d’apres la question précédente,
SO =@1 @) =Aylvy=0
=0

ce qui montre bien que f(y) € {v}*. Conclusion :

Si v est un vecteur propre de f, (Vect v)* est stable par f.

2.3. Onmontre le résultat par récurrence sur la dimension de E. Evidemment, si dimE = 1,
tout endomorphisme est normal et diagonal dans n'importe quel base, donc diagonalisable.

On suppose savoir que tout endomorphisme normal d'un espace hermitien de dimen-
sion n est diagonalisable dans une base orthonormée. Soit E hermitien de dimension n + 1,
soit f un endomorphisme normal de E. Il admet des valeurs propres puisque son polynome
caractéristique est scindé ; on se donne I'une d’elle notée A, ainsi qu'un vecteur propre asso-
cié v,41. Quitte a le diviser par sa norme, on suppose que || v, || = 1.

D’aprés la question précédente, F = (Vectv,;)* est stable par f, qui induit donc un
endomorphisme de cet espace hermitien (pour la restriction du produit scalaire sur E)
de dimension 7. On le note f; commencons par calculer son adjoint. On rappelle que

Vx,yeE  (f*X) | yy=<(xI|f)

donc a fortiori Vx,y€eF () 1y =] f)=(x]| f(y))

Ladjoint de f étant uniquement défini par la relation

Vi yeF (O ly =l Fo)
il s’ensuit que VxeF  f*(x)=f*x)

Par suite, VxeF  fAf=f"f@=Fff*x=7fFf*x

ce qui établit que f est normal. D’apres 'hypothese de récurrence, il existe une base ortho-
normée (v1,..., v,) de F formée de vecteurs propres de f. Ils sont donc également vecteurs
propres de f. Etils sont tous orthogonaux a v,; puisque F = {v,,41}*.

Ainsi, (vy,...,Vx+1) est une famille orthonormée de vecteurs propres de f; c’est une base
de E, puisque libre et de cardinal n + 1. Ce qui achéve de montrer que f est diagonalisable
dans une base orthonormée.

Tout endomorphisme normal d'un espace hermitien
est diagonalisable dans une base orthonormée.

Réciproquement, soit f un endomorphisme d'un espace hermitien E, diagonalisable
dans une base orthonormée (vy,...,v,). On note Ay,...,A, les valeurs propres associées.
Par définition de 'adjoint de f, on a
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Vi,jelll;nll () lvp =<l fw)))=Ai{vi | v))
Mais (v; | v;) est nullorsque i # j donc on peut remplacer le A; par A; ci-dessus. D’ou
Vi,jelll;nll  (fF*w)lvp)y=Xivilv)y=N\vi | v))
Ce qui démontre que f*(v;) = A; v; pour tout i € [1; n]]. Du coup,
Viell;nll  ff*w) =X fw)=NAivi=Nif* W) = f*Nv) = f* fw))

f et f* commutent sur une base de E, donc ils commutent tout court : f est normal.

Un endomorphisme d'un espace hermitien, diagonalisable
dans une base orthonormée, est normal.

2.4 Soit f normal, qu'on diagonalise dans une base orthonormée (vy,...,v,;). On note
(A1,...,Ay) les valeurs propres associées. On a montré a la question 2.1 que
Viell;nll  f*w)=X\v;

On a alors successivement :

Les valeurs propres de f sontréelles <= Vi€ [[1; n]| () =A\jv;

— Viell;n] ) =fw)

Les valeurs propres de f sont réelles < f* = f
La derniere équivalence provient du fait qu'un endomorphisme de E est entierement déter-
miné par I'image d’'une base. Ainsi,

Un endomorphisme normal de E est hermitien si,
et seulement si, ses valeurs propres sont réelles.

De maniere similaire,

f estunitaire < Vie[[1;n]]l  ff*(w)=v;
= Vie[l;nl] |INPri=v;
f est unitaire < Vi€ [[1; n]] Ail=1

Un endomorphisme normal de E est unitaire si, et
seulement si, ses valeurs propres sont de module 1.

2.5 Rappelons d’abord que si (ey, ..., e,) est une base de E, dire que la matrice de f dans
cette base est triangulaire supérieure équivaut a dire que pour chaque i € [[1; n]l, f(e;) est
combinaison linéaire de ey, ..., e; uniquement.

Puisque f a son polynéme caractéristique scindé (théoréeme de d’Alembert) il est trigo-
nalisable : il existe une base (e, ..., e;) de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire su-
périeure. Al'aide du procédé de Schmidt, on trouve une base orthonormée (v,...,v,) de E,
telle que

Vie[l;n] Vect(ey,...,e;) = Vect(vy,...,v;)
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Soit i € [[1; n]]. Puisque v; € Vect(ey,...,e;) et dans la mesure ou la matrice de f dans
(e1,...,ey) est triangulaire supérieure, f(v;) est dans Vect(ey,...,e;), qui n'est autre que
Vect (vy, ..., v;). Donclamatrice de f est aussi triangulaire supérieure dans la base (vy, ..., v,).

Il existe une base (v4,...,v;), orthonormée, dans
laquelle f a une matrice triangulaire supérieure.

Si cette matrice est diagonale, la question 2.3 établit que f est normal.
Réciproquement, supposons f normal de sorte que f* f = ff*. Cherchons a localiser
f*(v;) pour chaque i € [1; n]]. Commengons par supposer i =2.On a

Vjelll;i—-1] (f*w vy =(vi| f(vj))=0
puisque f(v;) € Vect(vy,...,v;—1) et v; est orthogonal a ces vecteurs. Par suite, f*(v;) est
orthogonal a vy,...,v;_ et
Vie([2;n]] f* ;) € Vect (v, ..., vy)

Evidemment, si i = 1, il est trivial que f*(v;) € Vect(vy,...,v,). Ceci montre que la matrice
de f* danslabase (vy,..., v,) est triangulaire inférieure.

Montrons que c’est aussi le cas de la matrice de f. On sait que f est diagonalisable donc
il existe une base (ey,..., e;) de vecteurs propres de f. Soit A; la valeur propre associée a e;.
On rappelle que, d’apres la question 2.1,

Viell;nll  f*e)=A\ie;
Si on note P un polyndéme interpolateur de Lagrange tel que

Viell;nll  PQA)=\;

ona Vie[[l;n]l  fle)=Aie;=PA)e;=P(f*)(e)

P(f™) et f coincident sur une base, donc f = P(f*).

Ceci établit bien que la matrice de f dans la base (vy, ..., v,) est triangulaire inférieure,
puisqu’il s’agit d’'un polynéme en la matrice de f* dans cette méme base.

La matrice de f dans (vy,..., v,) est a la fois triangulaire supérieure et inférieure : elle est
diagonale.

f est normal si, et seulement si, sa matrice
dans (vy,..., v,) est en fait diagonale.
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3 Le Hausdorffien en dimension 2

3.1. Onsuppose f normal. Il existe donc une base orthonormée (ey, e2) de E danslaquelle f
est diagonalisable. On note A1, A, les valeurs propres associées respectivement a % = (ey, e2).
On note g I'endomorphisme de E tel que

1 0
Mat@(g)=[0 0]

A O
0 A

D’apres la question 1.3, on sait que #(g) = [0; 1]. Ceci, la relation ci-dessus et la question
1.2 montrent alors que

eif(f):{(Al—)\g)t+A2 | IE[O;I]}:{)\lt-l—(l—t))\g | IE[O;I]}

de sorte que Matgz (f) = [ ] et f=MA1—-A)g+AId

‘ JC(f) estle segment reliant A a A».

3.2. Soit B = (e}, e2) une base orthonormée de E dans laquelle

0 a

b 0 avec a,beC

Maty(f) = [

On met a et b sous forme trigonométrique en notant ay et by leurs modules respectifs :
a= ape™ et b = byelP
Si x = x1e; + x2e» est un vecteur de E de norme 1, on a |x;|?> + |x2]|?> = 1 donc il existe

we[0; g] tel que |x;| = cosw et |x2| = sinw. En suivant I'indication de I’énoncé, on pose

a-p
b =arg(x) - > et O=argx—-¢

Evidemment, la donnée de w, ¢ et O détermine entierement un x de norme 1. Donnons
immeédiatement, avec ces notations, la valeur de (x | f(x)). Tous calculs faits,

sin2w

(z| f(2)) =aXixp+bXy X1 = el @P2 (g + by) cosO +i(ag — by) sin 0)

Il s’ensuit que
sin2w

2 ={=

el @2 (g0 + by) cosO +i(ag — by) sin 0) ‘ e [0; g] 0,pe IR}

. in2
= el(‘“f’)’z{% ((ao + bg) cos O +i(ag — by) sin 0) ‘ we [0; g] GER}
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L'exponentielle complexe qui est en facteur fait subir une rotation a I’ensemble auquel elle
est multipliée. Pour chaque w € [0; 7] fixé, I'ensemble

&0 ={

est I'ellipse de demi grand axe (ay + by
’axe imaginaire.

Par suite, A (f) est la réunion de toutes ces ellipses lorsque w varie de 0 a /2, tournée
d'un angle %ﬁ Le sinus variant continumentde 0 a 1,

sin2w

((ag + bg) cosB +i(ag — bg) sin 0) ‘ e IR}

)SB22 sur I'axe réel, et demi petit axe |ag — byl 2522 sur

JC(f) est le disque elliptique dont les axes sont de longueurs

lal +|b| et ||al —|bl|, centré en I'origine, tourné d'un angle O‘Zﬂ

3.3. Supposons que Tr f = 0. La trace de f étant la somme des deux valeurs propres de f,
celles-ci sont opposées et il existe A € C tel que A et —A sont les valeurs propres de f.
On distingue les trois cas suggérés par 1'énoncé :

 Si f admetune valeur propre double, cela implique que A = 0. Auquel cas, on se donne
e1 € Ker f nonnul, et e, orthogonal a e;. Quitte a les diviser par leur norme, on suppose
que ces vecteurs sont de norme 1. La matrice de f dans la base orthonormée (ey, e)
est alors de la forme

0 a
0 b

avec a,beC

Mais comme Tr f est nul et qu’il s’agit de la trace de toute matrice pouvant représen-
ter f, il s’ensuit que b = 0. On a bien une matrice de la forme voulue dans une base
orthonormée.

e On suppose que f est normal. Il existe alors une base orthonormée (e;,e2) de vec-
teurs propres de f; quitte a les échanger, on suppose que f(e;) = Ae; et f(e2) = —Aey.
On pose alors

u _ete ot y _e1—e
1= \/E 2 = )
On vérifie immédiatement que % = (u;, u,) est orthonormée. De plus,
A(e1 —e) A(er +e)
f(ul) = % = )\uz et f(uz) = # - )\ul
) s (o A
d'ot Mat,%(f)—[}\ 0]

qui est bien de la forme voulue.
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» Enfin, on suppose qu’'on est dans le dernier cas : les deux valeurs propres de f sont
simples (donc A # 0) et f n'est pas normal. f est donc diagonalisable, mais pas dans
une base orthonormée : il existe une base (e;,e;) de vecteurs propres, satisfaisant
(e1 | e2) #0. Quitte a échanger ces vecteurs, on suppose que

fler)=Aer et flex)=—Aer

Et, quitte a les diviser par leur norme, on suppose qu’ils sont de norme 1. On choisit
alors a tel que

, (exler) (erler)
C(erleny  (erlen)
C’est possible puisque tout nombre complexe admet des racines carrées. La deuxieme
expression de a®> montre que ce nombre est de module 1, donc |a| = 1. De sorte que
a1 =@ On pose ensuite u = e; +ae, et on constate que

(ul f(w) =(e1+aey | Ae; — Aaey)
= Alle1l® —Aade; | ez) + Aa (e | e1) — N |al*[lex |
=1 -1
_(lezlen) B
] Fw) = N[ —aler | e2)) =

(04

Q>

((e21e1) —o® (e | e2))

=0

Enfin, on pose u; = ”—Z” et on construit une base orthonormée % = (uy,u,) de E.
La matrice de f dans # est de la forme

0 a
b ¢

Le zéro en haut a gauche provient du fait que (u; | f(u1)) = 0. Comme f est de trace
nulle, il s’ensuit que ¢ = 0. La matrice de f dans 28 est bien de la forme voulue.

3.4. Soit f un endomorphisme de E. On pose

g:f—TrTfId de sorte que f:g+Tr2—fId
g est de trace nulle ; d’apres la question 3.3, il existe une base orthonormée % dans laquelle
2 g . Etd’apres la question 3.2, #°(g) est un disque elliptique.
Mais la question 1.2 établit que

la matrice de g ala forme

Jf(f):{z+Tr2—f | zle(g)}

Trf

F(f) estdonc le translaté de #°(g) par le vecteur d’affixe —-.

‘ J€(f) est un disque elliptique. ‘
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Trf

On note € = ~. Remarquons que

ff*=(g+eld)(g* +€ld) = gg*+eg* +Eg+e’1d
tandis que f*f=(g*+eld)(g+eld)=g*g+eg* +Eg+el°Id

=ff*v—gg*

=ff"+8"g-88"
Ce qui établit que f est normal si, et seulement si, g est normal.
Ensuite, on observe que

v [0 al[o B] _[la? o

Maty»(gg )_[b ol |z 0]_ 0 |bf?

. [0 Bl[0 a] [B2 O

ot Maty(g* )= - | [b 0 ‘[ 0 laP

Ce qui montre que g est normal si, et seulement si, |a| = |b|.

Enfin, la question 3.2 donne en fait plus de précisions sur #(g) : c’est un disque
elliptique dont les axes sont de longueurs |a| + |b| et [|a| — |b||, dégénéré si, et seulement si,
lal = |bl.

Conclusion : ‘ f est normal si, et seulement si, A(f) est dégénéré.

Enfin, #(f) estun vrai disque < ses axes sont de méme longueur
< lal+|bl =llal - bll < (lal+|b)* = (lal—|b])*
<~ lal|lb|=0
Tr f2
A (f) est un vrai disque < X =X} = Xf= (X— ITf)

‘ J€(f) est un vrai disque si, et seulement si, f admet une valeur propre double.

3.5. Onreprend les notations des questions précédentes: f = g+eld avece = % et g admet,
dans une base orthonormée, pour matrice
0 a . .
[b 0 avec a=|ale* et b=|b|elP

On sait (question 3.2 que #°(g) est I'image par la rotation d’angle P gy disque elliptique

2
dont la frontiere est 'ellipse & d’équation cartésienne
4x° 4y*
2 T : ;=1
(lal+1bl)>  (lal—1bl)

10
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Les foyers de & ont pour affixes c et —c, avec
lal+|bl\2 (lal—1|bl\2
2 _ -
= ( 2 ) ( 2 )
Les foyers de la frontiere de .#°(g) sont donc les points d’affixes

w1 =/lal bl P2 et wp=—\/lal |l *P

C’est-a-dire que w; et w, sontles deux racines carrées de ab. Dans la mesure ou le polyn6me
caractéristique de g est X?> — ab, les foyers de #(g) sont les valeurs propres de g.

Enfin, on sait (question 3.4) que A(f) est le translaté de #°(g) par le vecteur d’affixe €.
Les foyers de #°(f) sont alors w; + € et w, + €. Mais puisque f = g+¢€ld,ona

Xr =det(f —XId) =det(g - X-g)Id) = xgX—-¢€) = X—e—w)) X—&—wy)

= |ab|

Les valeurs propres de f sont donc w; + € et w + €.

‘ Les foyers de A (f) sont les valeurs propres de f. ‘

4 Hausdorffien et convexité
4.1 On commence par montrer que 1y est hermitien. Si x et y sont dans E, on les décom-
pose suivant la somme directe F& F* :

X=X+ X et y=n+y
Ainsi, Te(x) = x1 e (Y) =n

Du coup, (Me(x) | ) =<x1 1 y1+y2) = (x| y)
puisque x; L y». De la méme maniere, on montre que {x | mg(y)) = (x1 | y1). D’'ot
Vx,yeE  (mp(x) | y) =<(x|me(y))

Répondons maintenant a la question posée. Soit A € #(ni o fip). Il existe z € F de norme 1
tel que

A={z|nef(2)) = (np(2) | f(2)) =(z| f(2)) € A(f)

A (ngo fip) < A(f)

4.2 Soient A et A, dans A (f). Il existe des vecteurs z;, zo dans E, de norme 1, tels que
AM=(z1| f(z1))y et Arx=(z22]f(2))

Suposons d’abord que dimE = 2. On note F un sous-espace de E, de dimension 2, contenant
Z1 et zp. Les résultats de la partie 3 montrent que J/(nip o fp) est un disque elliptique, donc
convexe. Puisqu'’il contient A; et Ay, il contient le segment reliant ces deux points du plan
complexe. Enfin, d’apres la question 4.1, ce segment est aussi contenu dans /(f).

11
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Si dimE = 1, alors z; et z; sont proportionnels. Et comme ils ont tous deux norme 1,
il existe 0 € R tel que z, = e® z;. Du coup,

A=z | fePz))=e ez | flz1)) =\

Dans ce cas, A(f) est réduit a un point. Il est évidemment convexe.

‘ J€(f) est convexe. ‘

4.3 On démontre quelque chose de plus fort que ce qui est demandé, car cela ne cotite pas
plus cher et rend la suite de la question moins technique.

Soient Ey,...,E,, sous-espaces de E deux-a-deux orthogonaux, telsque E=E; & --- ® E,,.
Soient fi,..., fp des endomorphismes de Ej,...,E, respectivement. Si x € E se décompose
comme

X=X1+ -+ Xp avec Vief{l,...,p} x;€E;

on pose ) =filx) +--+ f(xp)

On va montrer que #(f) = Conv (#(f1) U--- U #(fp)). Evidemment, le cas p = 2 répond a
la question posée.
Soiti € [[1; pll et A € A(f;). 1l existe z € E; de norme 1 tel que A = (z | f;(z)). Mais par
définition de f, on a f(z) = fi(z) donc A se trouve aussi dans .#(f). Ce qui montre que
A (1)U UH(fp) < F(f)

Par suite, /#(f) doit aussi contenir toute combinaison convexe d’éléments de I'’ensemble
A (fL)u---F(fp), puisqu'il est lui-méme convexe d’apres la question 4.2. Ce qui montre la
premiere inclusion

Conv (A (fi)U---UFA(f)) < F(f)

Réciproquement, soient A € A#(f) et z € E, de norme 1, tel que A = (z | f(z)). Dans la
mesure ou E=E; &---®E,, on décompose z suivant cette somme directe de sorte que

zZ=z1+ - +2p avec Vie[[l; pll z;€E;
Par définition de f, on a
A=(z1+-+2zp| filz)+-+ fp(zp)
=z | filz1)) +---+zp | fp(zp))

On a ici utilisé le fait que les (E;)1<;<p sont deux-a-deux orthogonaux et que chaque E;
est stable par f;. On pose alors

viell;pl  Ai=( zi ‘f( ol |Yessy si z#0

ll il ll il

4 2
ona A=Y lzill“A;

i=0

zi 20

12
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: d 2 P 2 2
Mais 2zl =X Nzl =llzl"=1
i=0 i=0
zi Z0

d’apres la relation de Pythagore. Donc A est bien combinaison convexe d’éléments de
H(fL)U---UF(fp).

FE(f) = Conv (A (fi) U---UF(f))

Une remarque : au cours de la question 4.2, on a montré que si E est de dimension 1,
JC(f) est réduit a un point. Dans la mesure ol f est alors une homothétie, il est immédiat
que ce point est le rapport de 'homothétie, c’est-a-dire 'unique valeur propre de f. Ainsi,
en dimension 1, #(f) est bien '’enveloppe convexe des valeurs propres de f.

On suppose maintenant f normal et E de dimension finie d. Il existe une base orthonor-
mée (ey,...,e4) de E formée de vecteurs propres de f. On note A; la valeur propre associée a
chaque e;. En posant

Vie[l;d] E; = Vect(e;)

E est somme directe orthogonale de Ey,...,E;. De plus, f agit comme I'’homothétie de rap-
port A; sur chaque E;. D’apres le résultat établi en début de question,

F(f) =Conv({Ay,...,Ag})

On a vu a la question 1.4 un exemple d’endomorphisme f d’'un espace hermitien de
dimension 2, non normal, dont le Hausdorffien est un disque de rayon 1/2. Un tel disque,
non dégénéré, n'est certainement pas I’enveloppe convexe des deux valeurs propres de f :
cette derniere est le segment qui les relie.

4.4 Le résultat est évident si le convexe polygonal € n’est 'enveloppe convexe que d'un
point : € est alors un singleton et & c € implique que & est un point donc est dégénérée.

On suppose donc que € = Conv (s, vy,..., V) avec n = 1 et que & est un disque elliptique
non dégénéré contenu dans €, tel que s € &. Commencons par observer que s ne peut étre
intérieur a & : s’il l'est, il y a une boule Z(s, 2¢) avec € > 0 contenue dans &, donc contenue
dans €. Et s se trouve au milieu du segment reliant s—e 7 et s+¢€ ¢ ce qui contredit le fait
que s est un sommet.

s est donc sur la frontiere de &. Quitte a procéder a un changement de repére affine,
on peut supposer que s est I'origine du repére et que la tangente a & en s est horizontale.

Pour tout entier k # 0, on note % la demi-droite d’équation y = x/k, x > 0. Cette droite
n’est pas tangente a & puisqu’elle n’est pas horizontale. Donc elle intersecte & en au moins
un point qu'on note ay. Bien sur, ai # 0 puisque 0 ne se trouve pas sur la demi-droite Zj.
Et a;. est combinaison convexe de 0, vy,..., v, : il existe o, ay,...,a; € [0; 1], dont la somme
vaut 1 et tels que

n
ag= Y OpUp
p=1

13
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On observe qu'il est exclu que «y,...,a, soient tous nuls, puisque cela impliquerait que a;
est nul aussi. Du coup, en posant
b=y —F
p=1Q1 +--+ Uy

on voit que by appartient a I'enveloppe convexe de vy, ..., v,. Comme by est proportionnel
a ay, il est sur la demi-droite . Notant x; et y; ses coordonnées, on a y = xi/k et x; > 0.

Il est aisé de voir de Conv (vy,...,v,) est fermé et borné : c’est bourré d’inégalités larges
et de combinaisons linéaires a coefficients bornés par 1 de v,..., v,. Cet ensemble est donc
compact; on peut extraire de (by)ren+ une sous-suite (byx)) ken=, convergente de limite
b = (x,y) € Conv(vy,...,v,). Dans la mesure ol s = 0 est un sommet de %, il est exclu qu’il
soit dans Conv (vy,..., v;) donc b # 0. On a alors

X (k)
VkeN* S L .
D’olt b= (x,0) € Conv(vy,..., V) avec x>0

De la méme maniére, on trouve b’ = (x’,0) € Conv(vy,...,v,) avec X' < 0, en utilisant les
demi-droites d’équations y = x/k, x <O0.

Mais alors s = 0 se trouve sur le segment [b'; b], ce qui contredit le fait qu'il s’agisse d’'un
sommet. Ouf! On a donc montré que

‘ & est dégénéré. ‘

4.5.1. Observons d'une part que
A=(x| f(x)) = (mp(x) | f(2)) = (x| mpf(x))

donc A € 77 (ng o fip). Puisque F est de dimension 2 et que nipo fir en est un endomorphisme,
on sait d’apres la partie 3 que son Hausdorffien est un disque elliptique. Comme il contient A,
sommet d'un convexe polygonal, il est dégénéré. La question 3.4 établit alors que mgo fi est
normal ; son Hausdorffien est un segment (question 3.1) dont les extrémités sont ses valeurs
propres. Par suite, A est une valeur propre de g o fig.

Décomposons 7ir o fir(x) dans la base (x, y) :

ne fig(x) = ax+ by

Alors A=(x|mpf(x)=alx|*=a

Dans la base orthonormée 28 = (x, y), la matrice de f est donc de la forme

et parsuite ~ Matg (g fip)*) =

ol >|

SARES

A
Matg (ng fip) = [b ;

On en déduit X fie = det (g fip = XId) =X* — (A + d)X+ Ad - bc

14
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Du coup, Xnefir (M) =0=—bc

d’oul’'on déduit que b=0o0u c=0.

Dans le premier cas, c’est que 7ty fir(x) = Ax et x est vecteur propre de mp o fir de valeur
propre A.

Dans le cas ou ¢ = 0, on calcule alors

Aol [X B| [A2 AB
Mat ") = al” | px
ateg (e ik (e f) ) [b d] 0 d [bk Ibl2+|d|2]
N2 +1bI> db
ot Matg ((nr fir) * 1k fig) = bd |d|?

Puisque f est normal, ces matrices sont égales; I’égalité des coefficients en haut a gauche
montre en particulier que |b|> = 0 donc b = 0. Du coup, x est vecteur propre de T fir,
de valeur propre A.

nip o fip est normal et x en est vecteur propre, de valeur propre A.

4.5.2. Laquestion précédente montre que, si y € {x}*, f(x) n’a aucune composante suivant
y et que la composante suivant x est A. Autrement dit, f(x) est orthogonal a {x}*. Donc f(x)
est proportionnel a x. Ce rapport de proportionnalité ne peut étre que A.

‘ x est vecteur propre de f relatifa A. ‘

4.6. Implicitement, on se place dans la base orthonormée % = (e}, e», €3, €4, e5) dans la-
quelle la matrice de f est celle donnée par I'énoncé. On identifiera donc vecteurs de E et C°.
On vérifie par un simple analyse matricielle que f n’est pas normal :

1 ] 1

Mat (f) x Mat (f*) = 1 et Mat(f*)xMat(f) = 1

82

Un calcul de déterminant donne ensuite le polyndme caractéristique de f :
Xr=—-X*X-1DX-)X-j?)

dontlesracines sont 0, 1, j et j. Leur enveloppe convexe est donc toute la surface du triangle
équilatéral de sommets 1, j et j2.

Pour déterminer /(f), il est plus facile d’utiliser la question 4.3, en essayant de décom-
poser I'espace astucieusement. Une belle décomposition s'impose presque ; on note

E; =Vect(ey, ey, e3) E, = Vect(ey, e5)

15
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de sorte que E; et E, sont orthogonaux. On note f; et f, les endomorphismes de E; et E,
respectivement, de matrices dans les bases données ci-dessus

€

1
Mat(f) = [1 ] et  Mat(fo) =
1

Ceux-ci permettent bien de recomposer f.

J€(f2) peut étre déterminé a I'aide des questions 1.2 et 1.4 : il s’agit du disque centré en
l'origine, de rayon 5.

Pour #(f1), on remarque que f; est normal a I'aide des calculs de produits matriciels
faits en début de question. Ou bien il saute aux yeux que f12 = f{*. Quoi qu’il en soit, la ques-
tion 4.3 établit que A(f1) est 'enveloppe convexe des valeurs propres de f;, qu'on calcule
aisément comme étant 1, j et j. 72(f;) est le triangle équilatéral de sommets 1, j et j2. Celui-
ci contient le disque #(f2) puisque son cercle inscrit est centré en 0, de rayon % tandis que
F€(f>) est centré en 0, de rayon < 3. D'olt

FE(f) = Conv (A(f1) UA(f2)) = Conv(#(f1)) = Conv ({1,j,j*})

JC(f) est 'enveloppe convexe des valeurs
propres de f mais f n'est pas normal.

4.7. SidimE =1, tout endomorphisme f est normal (c’est une homothétie) et on a vu que
son Hausdorffien est précisément le rapport d’homothétie de f.

Supposons que 7 (f) est’enveloppe convexe des valeurs propres de f. On se place dans
le cas ou E est de dimension d = 2. On commence par établir que, si f n’est pas diagonali-
sable, il existe un plan F tel que o fir n'est pas diagonalisable.

Soient Ay, ...,A, les valeurs propres de f, de sorte que

Xf=X=AD™M---(X=Ap)" avec Vie[l;pll ni=1
Dans la mesure ou x ¢(f) = 0 et d’apres le lemme de décomposition des noyaux,

E=Ker (f — A\ Id)™ &---®Ker (f — A, 1d)"”

de sorte que dimE = dimKer (f —A;Id)"™ +--- + dimKer (f — A, 1d)"*»
Du coup, si pour touti € [1; p]l, on a Ker(f —A;Id) = Ker (f — A; Id)?, le lemme des noyaux
itérés implique
Vielll;pll dimKer (f —A;Id) = dimKer (f — A; Id)™
d’olt dimE = dimKer (f —A;1d) +--- + dimKer (f — A, Id)

ce qui prouve que [ est diagonalisable, puisque la somme des sous-espaces propres est égale
ala dimension de E.

16
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Par contraposée, si 'on suppose f non diagonalisable, il existe une valeur propre A telle
que {0} C Ker (f — A) € Ker (f — AId)?. Posons g = f — AId et donnons-nous x dans Ker g°.
Alors g(g(x)) =0 donc g(x) € Ker g mais g(x) # 0; la famille (x, g(x)) est donc libre. Si F est le
sous-espace qu’elle engendre, c’en est une base dans laquelle on a

A a
0 A

En outre, a # 0 puisque f(x) # 0. Par suite, np o fir n’est donc pas diagonalisable.

On suppose en plus que d = 3 ou 4 et on a notre sous-espace F de dimension 2, tel que A
soit valeur propre double de g fir, mais cet endomorphisme de F n’est pas diagonalisable.
En particulier, il n'est pas normal et d’apres la partie 2, cela signifie que /£ (nr fir) est un
disque elliptique non dégénéré. Il contient en outre A, qui est valeur propre de my fir (ques-
tion 1.1). On a ainsi

a

Mat (g gp) = 0 0

et Mat (T[Fﬁp) =

Ae A (ngo fip) c A (f) = Conv(A,les au plus 2 autres valeurs propres de f)
—_—
non dégénéré
D’apres la question 4.4, A ne peut étre un sommet du convexe polygonal .#(f). Donc A#(f)
est en fait 'enveloppe convexe des valeurs propres de f autres que A. Mais cela fait de .#2(f)

un segment, un point ou 'ensemble vide. Ce qui contredit le fait que ./ (np o fir) n'est pas
dégénéré.

Conclusion : ‘ f est diagonalisable.‘

Reste a établir qu'il est normal. Pour ce faire, il suffit de montrer qu'il est diagonalisable
dans une base orthonormée (question 2.3), ou encore que les sous-espaces propres relatifs
a des valeurs propres distinctes sont deux-a-deux orthogonaux. On se donne donc x et y,
vecteurs propres de f relatifs a des valeurs propres distinctes A et p. Alors F = Vect(x, y) est
un plan, stable par f.

Sini A, ni g, n'estun sommet de (), ce dernier est 'enveloppe convexe d’au plus deux
sommets (les au plus deux autres valeurs propres de f). Donc /(f) est un segment ou un
point. Du coup, /£ (n o fir) est un disque elliptique dégénéré : np o fir est normal (question
3.4); x et y sont donc orthogonaux.

Sil'un des deux A ou p est un sommet de .#(f), la question 4.5.1 établit également que
nip o fir estnormal; x et y sont orthogonaux.

Des vecteurs propres de f, relatifs a des valeurs propres distinctes, sont orthogonaux.
De fait, f est normal.

Si dimE < 4 et si A(f) est 'enveloppe convexe
des valeurs propres de f, alors f est normal.

17
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4.8. On démontre le résultat par récurrence sur la dimension de E. SidimE =1 et f est de
trace nulle, alors f =0 et sa matrice dans toute base de E est nulle.

Supposons le résultat vrai en dimension n = 1 : si E est hermitien de dimension 7 et f est
un endomorphisme de E de trace nulle, il existe une base orthonormée de E dans laquelle la
matrice de f n’a que des 0 sur la diagonale.

Soient E hermitien de dimension n+ 1 et f un endomorphisme de E dont la trace est
nulle. La somme des valeurs propres de f est donc nulle; ou encore, leur moyenne est nulle.
Mais chacune d’elle est dans #(f) d’aprés la question 1.1. Et /(f) est convexe; leur
moyenne est donc aussi dans #(f). Il existe z,,+; € E, unitaire, tel que (z,+1 | f(z,+1)) =0.

Onnote F = {z,,;1}. C’est un sous-espace de E de dimension n. Si on note ny la projec-
tion orthogonale de E sur F, g = g o fjr est un endomorphisme de F. Si 'on se donne une
base orthonormée (ey,..., e,) de F, on sait que

0=Trf= El( i | fle) +{zns1 | [(Znﬂ)z

=ng(e;) =0

= % (ei I mef(en)

n
= > (e;il gle;))
i=1

0=Trg

D’apres 'hypothese de récurrence, il existe une base orthonormée (z,,...,z,) de F dans la-
quelle la matrice de g est de diagonale nulle. Autrement dit,

Vie(l;nl]] 0=Az; | g(z))) ={z; | mpf(z))) = (mp(z;) | f(z;)) =(zi | f(z))

La diagonale de la matrice de f dans la base orthonormée (z,..., z,, 2,+1) est donc nulle, ce
qui montre 'hérédité.

SiTr f =0, il existe une base orthonormée de E dans
laquelle la matrice de f a sa diagonale nulle.

5 Linégalité de Von Neumann

5.1. Soit f un endomorphisme normal. On le diagonalise dans une base orthonormée
(e1,...,e4) de E et on note A; la valeur propre associée a chaque e;. Quitte a renommer tout
ce beau monde, on suppose que A; est une valeur propre de module maximal. Si x € E, on le
décompose dans cette base :

d
xX=) xje
i=1
d
Du coup, fx)= X Aixje;
i=1

18
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d d
et IFGI2 =X INPIx 2 < Agl? X 1xil? = IAgl? 1 xII1?
i=1 i=1

Si|A4l <1, il vient que f est une contraction.
Réciproquement, si f est une contraction, alors
Viell;dl] Al =1Azeill =l flenll <lleill =1

Toutes les valeurs propres de f sont de module inférieur a 1.

f estune contraction si, et seulement si, ses valeurs
propres sont toutes de module inférieur a 1.

On suppose maintenant que f est une contraction normale. Si P est un polyndéme,
on note

M = Sup{P(A) | [A| <1}

On vérifie aisément que chaque e; est vecteur propre de P(f)/M de valeur propre associée
P(A;)/M. Donc P(f)/M est normal (diagonal dans la base orthonormée (ey,...,e4)) et ses
valeurs propres sont toutes inférieures a 1 en module puisque

P(A; M
Viell;d] ‘ M)y My
M M
P(f)/M est alors une contraction :
P(f)(x)
VxeE Hf—H <

M

ou encore VxeE IP(f) ()]l < Sup [P(A)]- [ x]|
Al<1

‘ Linégalité de Von Neuman est satisfaite si f est normal.

5.2. f*f est hermitien puisque
D=7 =ff
Il est en particulier normal, donc diagonalisable dans une base orthonormée (ey,..., e ).

On note A; la valeur propre associée a chaque e;. Commencons par observer qu’elles sont
toutes réelles et strictement positives :

Vielll;d] Ai =Aieilei)=(e;j I \;e;)
={e; | f*fle)))={(f(e) | fle;))
Ni=lfe)l*>0

On définit alors un endomorphisme % de E par son action sur la base (ey, ..., e;) :
Vielll;dll  hle)=+/Aie
de sorte que Vielll;dll  h*(e)=Aiei=f*f(e)
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Du coup, h = f* f puisque ces endomorphismes coincident sur une base. De plus, h est
hermitien puisque

Vi,jelll;dll  (hle)lep={(/Aieilejy=v/hileile;)
= VA8 = /As8i,

= /A ceile) = (eily/Ajep)
(h(ei) | ej) = (e; | h(e;))

Il existe i € EndE, hermitien positif, tel que f* f = h?

Posons u = (f"1)* h;onaalors u* = hf~! de sorte que
uu* = (f—l)* h2f—1 — (f—l)* f*ff—l =1d
Ainsi, u* = u™! et u est unitaire. De plus, u~! = hf~! donc f = uh.

Enfin, on suppose avoir trouvé deux autres endomorphismes w et g, avec w unitaire et g
hermitien positif, tels que f = wg. Alors

f* — g* (1)* — gw—l

et ff=gvlwg=g*
Supposons, temporairement, avoir établi que g = h. De larelation f = wg = wh = uh, il vient
w = u puisque h est inversible.

On termine en expliquant pourquoi g = k. Soit 1 une valeur propre de g et x un vecteur
propre associé. Alors

F P00 = g2 = 1Px

et x est vecteur propre de f* f, relatif a la valeur propre p?. Sil'on note 0 < p; < --- < Uy les
valeurs propres, deux-a-deux distinctes, de g on a montré que

Viell;pl Ker(g—piId)cKer(f*f—p?Id) (1)

Mais g est hermitien, donc normal, donc diagonalisable et il vient

p p

E = PKer(g—p;1d) cPKer (f* f - u71d)
i=1 i=1

Si 'une des inclusions dans la relation (1) est stricte, on aura aussi une inclusion stricte
ci-dessus, ce qui est absurde. Donc

Vie[l;pl  Ker(g—p;Id) =Ker(f*f—p?ld)

On rappelle que (ey,...,e;) est une base orthonormée de diagonalisation de f* f et que
A; > 0 estla valeur propre de f* f relative a chaque e;. De ce qui précede, e; est aussi vecteur
propre de g, relatif 2 une valeur propre p telle que p® = A;. Soit u = \/A;, puisque les valeurs
propres de g sont positives. Ainsi,
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Viell;d]l  gle)=+/A;=he)

g et h coincident sur une base et sont donc égaux.

Il existe u unitaire et & hermitien, uniques, tels que f = uh. ‘

5.3. On commence par montrer que '’ensemble U des endomorphismes unitaires de E est
compact. On munit EndE de la norme d’application linéaire définie par

VfeEndE | fll= Sup [ f()l

llxl=1

et on commence par montrer que I'application Adj: f — f™* est continue. Si f est un endo-
morphisme de E et x € E est de norme 1, on a

IF* QI = (f* ) | f*0) = (x| fF ) < IxlILf @0l

par définition de I'adjoint et d’apres Cauchy-Schwarz. Ensuite, par définition de la norme
d’application linéaire, il vient

[N B TN Nl
d’oit VfeEndE  [If*II<IfI

Ensuite, si f € EndE est fixé, on a

VheEndE ||(f+h)*—f*||=|Ih*||<||h||;—0’0
Ceci établit que Adj est continue sur EndE. Par suite, P: f — f* f est continue sur EndE
(la composition est continue car bilinéaire). Et dans la mesure o1 U = P~1(Id), il vient que U

est fermé.
Ensuite, si f € U,on a

VxeE  IfIP=( )| f0))=(x| f*f0)=(x]|x)=x|?

ce qui montre que | f| = 1. Par suite, U est borné. Comme EndE est de dimension finie,

Lensemble des endomorphismes unitaires est compact. ‘

Répondons maintenant a la question posée. On ne suppose plus que f est inversible.
Cen'est pas grave : f admet un nombre fini de valeurs propres donc en posant

1
VKEN*  fi=f-,1d

on est sir que fi est inversible pour k assez grand, supérieur a un certain K. Toujours sous
cette hypothese, fi peut se décomposer (de maniere unique) sous la forme f; = whi avec
Wy unitaire et i hermitien. On peut extraire de (wg) x>k une sous-suite convergente (Wyx)) k=K
de limite w € U. Or,

— ! — X * £ _ 1
Vk=K h(p(k)—w(p(k)f(p(k)—w(p(k)f(p(k) —)k—>oo w f w f
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On a utilisé ici la continuité de Adj et de la composition dans EndE. On pose alors h= 0™ ! f
de sorte que f = wh. Reste a voir que h est hermitien. Mais ’ensemble des endomorphismes
hermitiens est fermé, puisqu'il s’agit de (Adj—Id)~!({0}), image réciproque d’'un fermé par
une application continue. Comme #h est limite d’endomorphismes hermitiens, il est lui-
méme hermitien.

‘ Si f € EndE, il existe h hermitien et w unitaire tels que f = wh. ‘

5.4. On avu au cours de la preuve de la compacité de U, dans la question 5.3, que les en-
domorphismes unitaires préservent la norme. Donc

VxeE  IfG)l=luh)l =R

Par suite, f est une contraction si, et seulement si, & en est une. Et en utilisant la question
5.2 et le fait qu'un endomorphisme hermitien est normal,

f est une contraction si, et seulement si, les valeurs
propres de h sont toutes de module inférieur a 1.

5.5. Soient zy € C et r = 0 fixé. La relation a montrer étant linéaire, il suffit de I’établir pour
une base de C[X]. Par exemple, pour la famille ((X — z0)k | ke N). Soit k € N fixé et prenons
Q=X- z0)k.Ona

2n sik=0

21 0 27 K iko
1 _ 1 —
Q(zg+re )de—fo re de—{ 0 sinon

0

Quel que soit le cas considéré, on trouve 2nQ(zp) dans le membre de droite. D’apres 1'obser-
vation préliminaire,

21

1 .
VQEeCKX] VYzeC ¥r=0 Q(zo + re'®)dB = Q(zp)
0

5.6. Observons d’abord que si Q est un polynome, en appliquant a Q? la relation obtenue a
la question 5.5, on obtient

1 [2m .
VZOEG: VI’ZO Q(Zo)zz 2— Q(Z0+rele)2de
TtJo

1 27 .
d’out VzpeC VYr=0 |Q(z0)|2s2—f |Q(zo + re®)|*de
T Jo

Il est alors immédiat, par additivité de I'intégrale, que

SiQy,...,Qg sont dans C[X], alors pour tous zg e Cetr =0,

1 2m X .
1Q1(20)12 + -+ +1Qa(20) * < ﬂfo (|Q1(ZO +re®) [+ +|Qalzo + re‘e)|2)d9
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Pour alléger les notations, on note f la fonction |Q, | +---+|Qg/%. Faisons une observa-
tion : les deux sups a comparer sont, en fait, des max, compte-tenu du fait que f est continue,
et que le disque unité fermé ou le cercle unité sont compacts. Le cercle unité étant inclus
dans le disque unité de C, il est clair que

Sup f(z) < Sup f(2)

|z]=1 |z|<1

Pour la réciproque, supposons que Sup f(z) n'est pas atteint sur le cercle unité. Ceci
|z|<1

signifie qu'il existe zy = |zg| el tel que |zp| < 1et
VzeC lzl =1 = f(2) < f(z)
On pose alors r = 1 —|zp| > 0 et on observe que

VO € [0; 27| Izo+reie|<|z0|+r:1 et |z0+re19°|:1

de sorte que VO e [0;2m] f(2) < f(zo) et  f(zo+riBp) < f(z0) (1)

Enfin, on utilise I'inégalité montrée au début de cette question:

1 27 .
flap<o— | flzo+ re%)do
0

1 21 .
ou encore ﬂf (f(z0) - flzo+ 7€) dO<0
0

La fonction 8 — f(20) — f(zo + r€®) est continue sur [0; 27], positive et non nulle d’apres
(1). Son intégrale sur [0; 2n] est donc strictement positive. On a une contradication. Donc

Sup f(z) est atteint sur le cercle unité.
|z|<1

Sup(1Q1(2)1* +++- +1Qqa(2)I?) = Sup(IQ1(@)I* + -+ + Qa4 (2)1?)

lz|<1 |z|=1

Pour généraliser aux polyndmes a plusieurs variables, on observe que le résultat qu’'on
vient d’établir amorce une récurrence sur le nombre de variables. On suppose donc savoir
que, siQq,...,Qg sont des polyndmes a coefficients complexes en n = 1 variables, alors

Sup  (Qi(z1,.-., 2P+ +1Qqu(z1,-.., 20) )

|21 1500|120 |<1

= Sup (Ql(zly---yzn)|2+"'+|Qd(zly---vzn)|2)
|Zl|v---rlzn|=1
et on se donne Qy,...,Q, des polynomes en n + 1 variables. A nouveau pour alléger les nota-
tions, on pose f =|Q |2 +--- +|Qg|%. On fixe un nombre complexe z et on pose

gz)= Sup f(z1,...,2n,2)

[z11],..0] 20 <1
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Lafonction (zy,...,2,) — f(z1,...,2,, 2) estdelabonne forme (somme de carrés de modules
de polynémes en n variables) pour lui appliquer 'hypothése de récurrence : il existe des
complexes wy, ..., wy,, de module 1, tels que

VZl,...,Zn |Z1|,...,|Zn|s]. - f(Zl,...,Zn,Z) Sf‘(ujlr---rI/Unyz) :g(Z)

Mais la fonction g est une somme de carrés de fonctions polynomiales en 1 variable donc il
existe wy+1, de module 1, tel que

VzeC lzl <1 = g(2) < g(wn+1)
Au finale, pour tous nombres complexes z,..., 2,+1 dans le disque unité, on a
f(zly---yzn+l) < f(wlw--) wl’lrzl’l+l) < f(wly---r Wn, wl’l+l)

Etla récurrence peut se poursuivre puisque wy,..., W+ sont de module 1.

Pour tout entier n = 1, pour tous polynémes Qy,...,Qg en n variables, on a

Sup  (Qi(z1,--., 2P+ +1Qqu(z1,..., 20)?)

|21 1,000l 20| <1

= Sup (Quilan,...,z0)P+--+1Qa(z1,..., 24)%)
|z11,..0] 25 1=1

5.7. Laddition et la multiplication matricielles sont des applications dont les coordonnées
sont polynomiales en les coefficients. Dong, si x, u, w et P sont fixés, P(f,)(x) aura pour
coefficients des polynémes en (p, ..., 1Lg).

Il existe des polynomes Qy,...,Q  a d indéterminées tels que
Qi(M,...) Ma)
P(f)(x) = :
Qd(Hln--;Hd)
Du coup, P12 = Qi ey ) [P + -+ [Qaliny ooy )|
et il estimmeédiat, au vu du résultat de la question 5.6, que
Sup IP(f@lI= Sup [IP(f))ll
[SIRSRITFIEN | (11 ]yee[gl=1

5.8. Soient f une contraction, P € C[X] et x € E. La question 5.3 assure I'existence de h
hermitien et u unitaire, tels que f = uh. D’apres la question 5.4, les valeurs propres de h
sont toutes de module inférieur a 1. On les note Aq,...,A4.
On se place dans une base orthonormée % = (e;, ..., e4) qui diagonalise /. On a alors
A
Matg (h) =
Aa
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Ce qui nous autorise a utiliser la question 5.7, avec w = id, qui assure I'existence d'un d-uplet
de complexes p = (py,..., 1g) de module 1, tels que

IP(A N < IPf) (I

On rappelle que les sup dans ce cas sont des max. Toujours est-il que I'endomorphisme d,
est alors une isométrie. En effet,

d 2 2
V(z1,...,24) €C ||d“(zle1+---+zded)|| =||uyz1e1+ -+ Hgzgeqll
_ 2 2
=zl +- g zal
=21+ + 1241
2
|du(zier+-- + zaed)|” = llzier +- + zgeqll

Puisque f,, = ud,, f, est également une isométrie; en particulier, f,, est normal. D’apres la
question 5.1,

IP(f) (D)1 < Sup [P(2)]- [l x|

|z|<1

Par suite, VPeC[X] Vxe€E IP(f) ()l < Sup [P(2)]-[Ix]

|z|<1
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