CENTRALE 1 2010 oprTION PC

I Polynémes de Tchebychev

LA-
LA.1)

LA.2)

1.A.3)

L.A4)

LA.5)

a) arccos étant défini sur [—1, 1] et cos sur R, par composition F,, est défini sur [—1, 1] ainsi
D=[-1,1].
b) Comme cos(arccosz) = x pour tout z € D, par les formules usuelles on obtient :

’Fl(:zr) =z, Fyp(z) =222 — 1 et F3(z) = 42° — 3x‘

¢) Comme arccos(1) = 0,arccos(0) = g et arccos(—1) =, on a donc

(=1)P sin=2p et F,(—1) = cos(nm) = (=1)"

{O si n impair

d) a.rcc.os(fx) = m—arccos(z) donc F, (—z) = cos(nm—n arccos(z)) = (—1)"™ cos(— arccos(z)) = (—1)"F,(x);

’Fn a la parité de n. ‘

Par la formule usuelle cos(a) + cos(b) = 2 cos(“E) cos(%52), on a directement :

¥z € D, Foy1(2) + Faa(z) = 20F,(2). |

Un polyndme est entiérement déterminé par sa restriction a D : si P et () coincident sur D, alors P — Q) est
nul sur D et posséde donc une infinité de racines : c’est le polynéme nul soit P = Q. Si F}, est la restriction
d’une fonction polynomiale & D, cette fonction polynomiale est donc unique.

Soit la suite polynomiale définie sur R par ﬁ;(x) =1let ﬁ(w) =2z et pour n > 1 }'{n:(x) = 23:}/7\”(36) -
14{,1:(35) On remarque que pour x € D, f’;(az) = Fy(z) et ﬁ(x) = Fi(z); de plus, compte-tenu de la
question précédente, si Vo € D, ﬁ;(x) = Fi(z) pour tout k& < n, la relation est vraie a 'ordre n + 1. Ainsi
par récurrence,

Vn € N;Vz € D, F,(z) = F,(x).

Dans la suite, I/T\H sera noté F,,. Une nouvelle récurrence prouve alors la propriété suivante P(n) : F, est
polynomiale de degré n de coefficient dominant 2"~ si n > 1. Comme Fy(z) = 1 et Fy(z) = z, P(0) et P(1)
sont bien vérifiées. Si on suppose P(n) et P(n — 1) vérifiées avec n > 1, F,,4; apparait comme la somme
d’une fonction polynomiale de degré n + 1 (z +— 22F,(z)) de coefficient dominant 2.2"~! et d’une fonction
polynomiale de degré strictement inférieur ce qui prouve que Fj, 1 est une fonction polynomiale de degré
n + 1 et de coefficient dominant 2”. On a ainsi montré par récurrence forte que :

’ F,, est polynomiale de degré n de coefficient dominant 2"~ si n > 1.

Le coefficient dominant de Fy est 1.

Voici deux méthodes (une récursive et 1'autre non)

e tchebychev:=proc(n)option remember;

if n=0 then 1

elif n=1 then x

else expand(2*x*tchebychev(n-1)-tchebychev(n-2),x) fi
end;

e tchebychev:=proc(n) local k,a,b,c:
if n=0 then b:=1
else a:=1:b:=x:
for k from 2 to n do c:=2*x*b - a : a:=b: b:=simplify(c) end do:
end if:
b: end proc:

En remplacant dans la relation Vo € R; Fyo(z) = 22F,11(x) — F,(z) pour n € N* par leur expression en
fonction des T}, on obtient :

1
Vo € R; Thio(x) = wFpqa(z) — ZF"(x)

Ainsi
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I.B-
I.B.1)

1.B.2)

1.B.3)

I.C-
1.C.1)

1.C.2)

a=1letb=—

1
4

a) F, étant polynomiale, F, est C*.

v1—22

b) mnarccos est C* sur | — 1,1[ de dérivée z — et cos est C! sur R de dérivée — sin, par formule

de composition , on a donc :

nsin (n arccos(z))

V1—22

Vz €] - 1,1], F'(z) =

n

a) Comme 1 — cos(y) ~

2
L | en composant par arccos, on a alors 2(1 —z) ~ (arccosz)?. Comme
y—0+ z—1

y
2

arccos(z) est positif (arccos(z) € [0,7]), en prenant la racine carrée (u ~ v = \/u ~ /v), on a bien :

2(1 —x) ) arccos(x).

b) Comme n arccos(z) tend vers 0 lorsque x tend vers 1, on a alors :

2 2
F,(1) — 1 = cos(narccos(x)) — 1 ~ %os(x)

F,, étant C, il suffit de calculer le nombre dérivé & gauche; d’otul

F.(1)—1
R = tim P =

et F,, ayant la parité de n :

[Er(-1) = ()" 'n?

Soit « €] — 1,1[, En dérivant une nouvelle fois I'expression trouvée en I.B.1.b) comme produit ,on obtient :

—n? cos(narccos(r))  msin(narccos(z))

Vo €] - 1,1[, F/(z) = 1_ 22 (1— 22)3/2

Soit en multipliant par 1 — 2 :
(1—2*)F/(z) — 2F (z) + n*F,(z) = 0

La fonction polynomiale z — (1 — 2?)F(z) — 2 F),(z) + n®F,(z) étant nulle sur ) — 1, 1], c’est la fonction
identiquement nulle. Comme T;, est proportionnelle a F},, on a de méme :

V€ N*, Vo € R, (1—a)T)(x) — 2T} (x) + n*Tn(x) = 0|

f(z)g(z)
V1— 22

segment [—1, 1] par M, on a alors :

La fonction z — est continue sur | — 1, 1[ de plus la fonction z — |f(x)g(x)| étant bornée sur le

’f (z)g(z) M
V1I—z2| 7 V1 —22
1
La fonction z — T étant intégrable sur [—1, 1] (de primitive bornée sur | — 1,1[), par comparaison
—x
entre fonctions continues, il en est de méme de = > M
V1— a2
.. L () . , .
¢ est trivialement bilinéaire symétrique. De plus ¢(f, f) = dz est l'intégrale d’une fonction

—1V 1-— (E2
continue positive sur | — 1, 1[ donc ¢(f, f) > 0; de plus ¢(f, f) = 0 si et seulement si f(z) =0sur |—1,1];
f étant polynomiale et ayant une infinité de racines, f = 0.

’  est un produit scalaire sur E. ‘
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1.C.3)

1.C.4)

a) Le seul polyndome de degré 0 et de coefficient dominant 1 est pg = 1. Pour n > 1, E,, étant de dimension
finie, 'orthogonal de E,,_; dans E,, est une droite engendrée par un polynéme P, de E,, — E,,_1 (donc
de degré n) de coefficient dominant a,, ; sur cette droite, il existe un unique polynome de coefficient

dominant p, = — P,,. Ainsi :
an

Prn est 'unique polynoéme de coefficient dominant 1 de E#A NE,.

b) Sila famille Q,, existe, alors pour tout k, (Qo, @1, - ,Qk) est une famille étagée en degré de polyndmes
non nuls de Ej : c’est une famille libre maximale donc une base de Ej. La condition (i) équivaut
alors pour tout m non nul, @, est orthogonal & tout élément de E,_; . Ainsi si la famille (Q,),

existe,. Il est évident que la famille (p,), convient.

1
. . . . 1
Par définition :(T,,|T,) = a/ cos(m arccos(x)) cos(n arcco&(x))dx ol a =

1 /1 ) on+m—2

sinoumestnulet 1sin=m=0.

si nm # 0,

o= 2n+m71

arccos étant un C! difféomorphisme de] — 1, 1[ sur ]0, 7|, par théoréme de changement de variables dans les
intégrales généralisées, le changement de variable y = arccos(z) conserve l'intégrabilité et :

(Th|Th) = « /07T cos(ny) cos(my)dy = @ /07T cos((n 4+ m)y) + cos((n — m)y)dy

2
Or / cos(py)dy = {O sip70 donc :
0

T sip=0
0 sin#m
(T|Tn) = 21721 sin=m#0.
T sin=m=0

On remarque que :

i) La famille des (T5,), est donc orthogonale.

ii) De plus Ty = 1 et comme pour n € N*, F,, est de degré n et de coefficient dominant 2"~ T;, est un
polyndéme de degré n et de coeflicient dominant 1.

(T}, vérifiant les relations caractérisant la famille (Qy,),, on obtient :

II Inégalités de Bernstein et Markov

ILA-
ILA.1)

a) Soit f(0) = sin(nf) —nsin(F) de dérivée f'(0) = n (cos(nf) — cos(d)). Sur I, = [0, —], 0 <0 < nf <

s
2n 2’

et cos étant décroissante sur [0, g], f'(8) < 0. f est donc décroissante sur I,, donc
f(0) =sin(nd) —nsin(f) < f(0) =0

soit

s
LR < nal
v € [0, 2n]’ sin(nf) < nsin(f)

2
b) La fonction sin étant concave sur [0, 7], la courbe est au dessus de sa corde d’équation y = —x, donc
0

2
—0
m

Vo € [0, 5], sin(6) >

¢) En multipliant I'inégalité précédente par n et en remarquant que si 6 > -, @ > 1, on a alors

R ﬁ], nsin(0) > 1

Vo< [Qn’ 2
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IL.A.2)

IL.A.3)

ILA.4)

ILA.5)

d) Sur I, sin(n#) est positif donc |sin(nd)| > nsin(f) par a) et comme pour tout 6, |sin(nf)| < 1 par c,

on obtient V6 € [21, g], |sin(nd)| < nsin(f); on a donc bien vérifié que
n

Vo € [0, g], | sin(nf)| < nsin(6)

e) Il y a bien entendu égalité si n = 1 pour tout 6. Si n > l,en a), f est strictement décroissante et il y

T
a égalité si et seulement si § = 0. Si n > 2 Pinégalité de c) devient stricte : il ne peut pas y avoir
n

égalité.

’il y a égalité pour tout 0 si n=1 et seulement pour § =0 sin > 2 ‘

Compte-tenu de la parité , il suffit d’étudier T, sur [0, 1]. Soit § = arccos(z) € [0, g} ; compte-tenu de la
formule donnant F! (z) obtenue en question I.B, on obtient :
21_nnsin(n9)

T (z) =2'"""F/(2) = sin(f)
21=np2 siz=1

six#1

Par le I1.A, on a alors
Va € [0,1], [T} ()] < 2'~"n?

avec égalité pour tout z si n = 1 et seulement pour x = 1 sinon. Par parité de |T),|, on a donc :

Ve [—1,1], [T} (x)] < 202

et égalité si n=1 pour tout = et si n > 1, égalité pour x =1 ou z = —1.

Comme F, (1) et F,,(—1) sont non nuls, 1 et —1 ne sont pas racines de T),. Soit €] —1, 1] et § = arccos(z) €
10, 7[.
k
Tp(z) = 0 <= cos(nf) = 0 <= nf = g 7] < 3k € [0,n — 1], 9:%+%

les valeurs de k correspondant au domaine d’appartenance de #. La fonction cos étant strictement décrois-
sante sur [0, 7], on a bien n racines distinctes sur | — 1, 1] et pour ordonner les racines correspondantes dans
Pordre croissant il faut poser j = n — k et on a alors pour j € [1,n]

2n

(n—j)ﬂ)

:—COS(
n

Tp; = cos(g- +

Par théoréme, le nombre de racines de T, comptées avec leur multiplicité est majoré par n (degré de T),) ;

or on a trouvé précédemment n racines distinctes : ce sont donc les seules racines de T, et elles sont simples.
n n

Comme le coefficient dominant de T, est 1, on a alors : T,,(z) = H(x — ;) et T) () = Z H(x — Tnk),
i=1 J=1k#j
on obtient directement :

. Th(@) §~_ 1
vxER\{mnmlS]Sn}’T($):fox ,
n =1 n,j

a) Soit Ly(x) = [ AL nk)

iy (@ng = Tnk)
théoréme, cette famille est une base de E,,_1 et pour tout polynéme de E,,_1 on a

la famille de polyndmes de Lagrange associée aux n racines de T,. Par

Va, P(x) =Y Plan;)L;(2)

Jj=1

Or d’aprés Pexpression de T}, établie précédemment T}, (2, ;) = H(xnj — p,k). ainsi, I'expression de
k#j

T, .
(2) ce qui donne le résultat demandé :

T’rlz(x’n,j)(x - Z'n,j)

L; devient, pour & non racine de T,,, L;(x) =

page 4/ 8



CENTRALE 1 2010 oprTION PC

b)

nsin(n arccos(x))

on—=1y/1 — 22

(n — j)m) = (=1)"7, on obtient en remplagant 7}, (z, ;) par sa valeur :

2n ! & n—j T ()
Vo € R\ {z,;},VP € E,_1, P(z) = > (= 1- xg,jp(xn’j)zi

n =1 — Tn,j

Comme T} (x) =

pour z €] — 1,1[ et compte-tenu de sin(n arccos(z,, ;) = sin(§ +

I1.B- Inégalité de Bernstein
II.B.1) Pour z € [—1,1],sin(arccos(z)) = v/1 — x2 (sin est positive sur [0, 7])

I1.B.2)

Pour z € [x4,1,Zn n), arccos(z) € |

T — compte-tenu des variations du sin et du fait que

27;1’ 2n]

sin(g-) = sin(m — 7-), on obtient :

2n

V& € [n,1, Tnnl, sin(arccos(z)) = V1 — 22 > sin (21) >—— =
n

la derniére inégalité provenant de I1.A.1.b.

a)

Comme le suggére le texte on étudie différents cas :

o1 € [Tn1,Tnn]. Par hypothése, |P(z)| < \/11_7 et par la question précédente, \/11_7 < n d’ou
@) <n .

e Dans les autres cas, x n’est pas racine de T;,. Par inégalité triangulaire en utilisant 1’expression de P
obtenue en II.A.5.b), on obtient :

n_

s Sy [

_xnj

T, .
n(2) = Z —— tous les termes sont négatifs si x < x, 1 et positifs si
T,(x) T — T j '

T > Iy n. Dol la valeur absolue de la somme est la somme des valeurs absolues et :

\T’x _n
T " 2]

Dans 'expression de

l’ml

n—1

Ainsi |P(x)] <

|77 (2)]. En utilisant le maximum de T, trouvé en question II.A.2, on obtient alors

n—1

2
|P(x)] < 21=nn2 = n.
Les différents cas traités recouvrant bien [—1,1] :
¥z € [-1,1],|P(z)| < n]

Si P est nul, c’est trivial et si P est non nul; en posant & = sup /1 — z?|P(x)| nombre non nul
xE[ 1,1]

(borne supérieure d’une fonction continue non nulle sur un segment) on applique la question précédente

au polynéme —P.
@

Plusieurs méthodes sont possibles notamment faire le lien avec ce qui précéde ou exhiber By. (On peut
prouver son existence par récurrence mais c’est plus long).
e En dérivant la relation cos(k#) = F(cos#) on obtient ksin(kf) = FY(cos ) sin(6) ainsi

1
By, = EF,Q convient

F}. étant de degré k, il est immédiat que By est de degré k — 1.
e Par la formule de Moivre et la formule du binéme de Newton :
k

cos(k0) + isin(k0) = Z <I;) (cos 0)K=7(4)7 (sin )7

j=0

En prenant la partie imaginaire (donc en ne conservant que les termes impairs de la somme j = 2p+1)
et en remplacant sin?(#) par 1 — cos?(6), on obtient aprés avoir posé ¢ = F(¥51) -

sin(kf) = <Z(—1)p (2p]i 1) (cosB)k=2P=1(1 — C082<9))p> sin 0

p=0
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q
Si on pose | By, = Z <2p]j— 1> (X)k=2=1(X2 — 1)P |, on obtient bien un polynoéme, somme de poly-
p=0

nomes de degré k — 1 : c’est donc un polynome de degré au plus k — 1; le coefficient de X1 est

q
k . .
z;) (2]9 " 1) > 0 donc le degré de By, est bien k — 1.
—

b) Lorsque 6 décrit R, x = cos(f) décrit [—1,1] donc |v/1 — 22P(z)| = |sinf||P(cosf)|. En utilisant le

résultat de I1.B.2), on a :

sup |P(z)] <n sup +/1—2a2?|P(z)| =nsup|sin()||P(cosb)|
ze[—1,1] ze[—1,1] 0€R

Or 2|P(cos0)||sin(0)| = |T'(6g + 0) — T'(6p — 6)| < 2sup|T(8)| d’ou le résultat :
0cR

sup |P(z)] < nsup |T(0)]
z€[—1,1] R

¢) Lorsque sin est non nul, on peut poser :

T(0o +6) —T(0o) T(60—6)—T(6o) 0
7 9 Sin(0)
'—)T’(Go) »—>—T’(90)

= 2P(cos(h))

En faisant tendre 6 vers 0, comme P est continue, on trouve alors 277 (6y) = 2P(1).
Dou |T'(6p)| = |P(1)| < sup |P(z)| < nsup|T(6)]. Ceci étant vrai pour tout réel 6y, on a bien :
] 9eR

ze[—1,

sup |T"(0)| < nsup |T(9)]
0cR 0cR

II.C- Comme le suggére le texte on pose T'(0) = P(cos(f). T est de la forme donnée en I1.B.3 par linéarisation des termes

k
trigonométrique de degré k). Par dérivation de la relation définissant T, on obtient : T(0) = — sin(0) P’(cos(6)
soit |T'(6)] = | sin(0)]| P’ (cos(f)|. Le résultat de 11.B3.d donne alors

Vo e [-1,1], V1—22P/(2)] <nsup|(0)| =n sup |P(a)]
OeR

z€[—1,1]

1 . .
cos®(0) ( pour k < n, en développant par la formule du binéme cos”(6) = 2—(e“9 +e7®)* est donc un polynéme

Or P’ est élément de E,,_1 d’ou par I1.B.2.b :

sup |P'(z)] <n sup V1—2a2|P'(z)] <n?® sup |P(x)]
z€[—1,1] z€[—1,1] z€[—1,1]

IIT Approximation polynomiale

ITI.A-
II1.A.1) Par définition de S, la suite (n/™2a,,),, est bornée; ainsi il existe un nombre M tel que :

~ M
Vn € N*, [n’ a,| < 3

Par comparaison & une série de Riemann convergente,

la série E n’ a,, est absolument convergente donc convergente.

n

III.A.2) La suite (R, (j))n est bornée comme suite convergeant vers 0 (reste d’une suite convergente).

) . M
Soit k > 1. La suite (p?T**1q,,), étant bornée, il existe M tel que pour pour tout p > 1, p?|ay,| < —i7- La
p
P

1 1
I ¢tant décroissante, par comparaison série et intégrale —— < ——dt. La fonction
PRl L o1

fonction ¢+ t=*
t +» t~*~1 étant intégrable sur [1, +o0o[, on obtient alors par sommation :

, T M M1
Vn > 1, |Rn(])| < /n tkﬁdt = Tk
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II11.B-
IT1.B.1)

I11.B.2)

I11.B.3)

II1.C-
I11.C.1)

IIL.C.2)

soit n*| R, (4)| < M;.
Cette relation étant encore vérifiée pour n = 0, on a bien vérifié que :

’ Pour tout j, (Rn(j))n est élément de S. ‘

Pour z € [-1,1], on a |F,,(z)| = | cos(narccosz)| < 1 d’ou
Vo € [-1, 1) lan Fa(2)] < Janl

La série Zan étant absolument convergente (question ITI.A.1) avec j = 0), la série ZanFn est donc
normalement convergente sur [—1, 1] ainsi

la série Z a, F, (x) est convergente pour tout = élément de [—1,1].

On cherche a utiliser le théoréme de dérivation terme & terme d’une série de fonctions. Les fonctions F),

sont de classe C* sur [—1,1]. De plus comme F,, est élément de E,,,pour tout entier naturel k < n, F,(Lk)
est élément de F,_j; donc par 'inégalité de Markov démontrée en partie II.,

sup |F,(lk+1)| <(n- k)2 sup |F7(Lk)\ <n? sup |F,(lk)|
ze[—1,1] ze[—1,1] ze[—1,1]

ainsi en utilisant ce résultat p fois, on obtient que pour p < n,

sup |F,(Lp)| <n® sup |E,| = n?p
z€e[—1,1] z€e[—1,1]

Cette derniére relation est encore vraie pour n < p puisqu’alors F,(Lp ) = 0. Ainsi
Ve e [-1,1], |anFP) (2)] < |an|n?

La suite majorante étant convergente, pour tout p, la série E oan,(L”) est normalement convergente sur

n
[—1,1]. Par théoréme,

et ses dérivées sont obtenues par dérivation terme & terme.

n

Comme Z apF), est élément de V;,, par définition d’une borne inférieure :

p=0
n —+o0
d(f, V) <|| f*ZO‘pr o=l Z 0 Fp oo
p=0 p=n+1
Or |F,,| étant majorée par 1 sur [—1, 1], on obtient :
—+o00 —+o0
| Z apkp o< Z |ap| = un
p=n+1 p=n+1

Comme la suite (o), est élément de S équivaut a (|ay,|), est élément de S, par la question ITI.A.2 pour
j =0, la suite (uy,), est élément de S. Comme pour tout entier k, n*d(f,V,) < n*u,,

’ la suite (d(f, Vi))n est & décroissance rapide. ‘

fest C*> comme composée de fonctions indéfiniment dérivables et par relation sur les coefficients de Fou-
rier a, (f)) = (=1)'n%a,(f). Comme la suite a, (f*) est bornée (coefficient de Fourier d’une fonction
continue 27-périodique), on obtient bien que :

(an(f))n est & décroissance rapide.

f étant paire, les coefficients by, (f) sont nuls.

Par théoréme de convergence normale des séries de Fourier, f étant de classe C! :

la série de Fourier de f converge normalement vers f.
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111.C.3)

I11.D-
I11.D.1)

111.D.2)

Le résultat précédent s’écrivant

F(0) = f(cos(0)) = an(f) cos(nf)
n=0
en appliquant a 6 = arccos(z) on a alors :

Vo€ [-11], () = 3 an(F)Eale)
n=0

D’aprés la question II1.C.1, la suite o, (f) = a,(f) convient donc :

1 [ 1 ("
pour n > 1, a,(f) = — (cos(0)) cos(nh)db et ag = o f(cos(6))do
™) _x L
Soit v, = e~ suite de réels est élément de S par croissance comparée de ’exponentielle et des puissances

en linfini. Par définition de d(f,V,,), on a :
3pn € Vo, d(£, V) < £ = P [loo< d(f, Vi) + v

La somme de deux suites a décroissance rapide étant a décroissance rapide (la somme de deux suites bornées
est bornée), la suite (|| f — pn |loo)n €st & décroissance rapide et p,, étant élément de V,, , p,, est de degré
inférieur ou égal a n.

= —(PITy)

a) Pour k > 1 et P polynomiale, on remarque ay(P) = — par le changement de variables vu en fin

de partie II & savoir 6 = arccos(z). Comme T} appartient & E;- | si P est élément de Ex_; a,(P) = 0.

Par linéarité de f — a,(f), on a alors :

Peb,  — ak(f) = ak(ﬁ)

b) En utilisant la suite p,, construite en III.D.1, on obtient que ax(f) = ak(f:_;;l). Or par Iinégalité
de la moyenne, on a donc

lar(f)] = |ak(ff;;1)| < 27 || f = pr—1 llo

™

=2 f = pr-1 lloo

Comme pour tout entier j , il existe M; tel que Vn, n? || f — pp |lcc< Mj, on a alors pour n > 2

J
") =2 S = pas s 2
-

a7 < (

donc en posant M} = max(2/"'Mj,|| f ||s), on obtient un majorant de la suite (07 an(f)))n ce qui
prouve que

la suite (an(f))n est & décroissance rapide

“+o0
c) Soit g = Z an(f)T,, fonction bien définie et de classe C>°d’aprés la question III.B.1. En introduisant
n=0

une fonction g comme en II1.C, on obtient alors par le résultat de la question I11.C.3 que

Vi, an(f) = an(g) et ba(f) = ba(3) =0

Les fonctions étant continues et I’application qui 4 une fonction continue associe la suite de ses coeffi-
cients de Fourier étant injective, f = g et donc leur restrictions a [—1, 1] sont égales d’on f = g ce qui
prouve bien que

’ f est de classe C™ ‘

page 8/ 8



