Centrale -Supélec

CONCOURS 2011 FILIERE PC

MATHEMATIQUE 1
Corrigé

Partie I : intervention de séries entiéres

I.LA Résultat du cours concernant les séries entiéres sur 'ouvert de convergence.
+00

VEeN, Vzel-6,60 fF@)=> nn-1)..(n—k+1a,z""*

n=~k
F®(0) = klag

[.B Exemples

. . Unp, 2m
[.LB 1) Si f existe, pour tout n, a, = — = —.
n! n!
X ongn
Sur un ouvert a déterminer f(z) = Z - = e?®. Le rayon de convergence
n!
n=0
est R = 400 et la fonction trouvée est solution sur n’importe quel intervalle
| —0,0[ avec 6 > 0.
400 2 400
R (G Ve ) [ AP
I.B 2) Idem : f(z) = ZW = (2% = T
p=0 p=0
Ici R =1, on choisit ¢ €]0, 1].
+oo
2n)lz"
1.C La solution éventuelle est la somme de la série entiére Z ( n)'a: .
L
2n)lz"
Pour x # 0, notons v, = ( n)'x ; pour tout n, v, # 0 et
n!
v
| ’n+’1 =2(2n + 1)|z| — +oo. La série diverge et R = 0.
Un

On ne peut trouver de § > 0.

Partie II : le théoréme de Borel

II.A Une fonction en cloche.

II. A. 1) a) Notons F' : z — . g = ef'. La restriction de g & ]0, 1[ est composée

z(z—1)
de deux fonctions de classe ¢™ sur des intervalles correspondants. On a une
fonction de classe ¢ sur |0, 1[.

Montrons la formule demandée par récurrence sur p.

(@)
WQO(@ avec Qo(x) = 1.

Supposons la formule vraie pour un entier p donné : Vz €]0, 1] :

p=0:Vz€0,1], ¢O) =g(z) =

| Q@)= 1) - Q@)2pla(e — )P 2 1) 4,
(e — 1)P

g7 (@) = (9" (2) +R(z)
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Qp(z)
(z(x —1))%

—(2z-1)

F@F (z) on F'(z) = @ =1)?

avec R(r) =
En regroupant :

S ) — oo )~ D)~ 29Qy()(22 ~ el — 1) — (22— 1Q,2)

(oe = )"

On obtient bien :

Qp+1(2) v
g ) = (@(@ f+11))9;(p+1>€F( :

ot Qp+1 est la fonction polynéme définie par :

Qp+1(z) = Q;,(x)acQ(x — 1) — (22 — 1)Qp(x) 2px(z —1) +1)

On obtient donc pour p entier p > 1 :

Qp(z) = Q)1 (2)a*(z = 1)* = (22 = 1)Qp-1(2) (2(p — Da(z —1) +1)

b)Montrons par récurrence sur p que @, est de degré 3p — 2 si p > 1.
e p=1par calcul Qi(z) = —(2z —1) deg(Q1) =1=3x1-2.
e Supposons @), de degré 3p — 2.
Notons C), son coefficient dominant, C, # 0.
Qp+1 apparait comme la somme de deux polynémes de degré
(3p—2) —1+4 =3p+1 pour le premier et 3p —2+ 3 = 3p + 1 pour le
deuxiéme. Le terme dominant de la somme est :
Cp(3p — 2 — 4p)a3Ptt = Cp(—p — 2)23PTL £ 0.
deg(Qp+1) =3p+1=3(p+1) — 2. La formule est vraie au rang p + 1.
¢) Une procédure peut étre :
Calcul :=proc(n)
local E;
if n=0 then 1 else
E :=1;
for k from 1 to n do
E=diff(B,X)*X?+(X -1)2 -2+ X - D*E+2x(k—1)*X* (X —-1)+1);
od;
simplify(E) ;
fi;

end ;

1
II. A. 2) La fonction F': z — oY) est croissante sur |0, 1/2], décroissante sur [1/2, 1]
x(x —
de limite égale & —oo en 0T et 17,
a)Par composition de limites :
vreN, lim "@F(@)" = lim eXX" =0
z—01 X——o00
Comme @), est une fonction polynéme, elle a une limite finie en 0. En utilisant
la formule définissant ¢ on a

lim ¢®(2) =0 méme étude en 1~
z—0t
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b) On dispose du théoréme de prolongement du caractére dérivable d’une fonc-
tion : si f est continue sur [a, ], de classe ¢! sur ]a, b] et si f’ admet une limite
en a alors f et de classe ¢! sur [a, b].

On applique ce théoréme a la restriction de g a [0, 1/2]. g est continue sur [0, 1/2]
car limy_,o+ g(z) = 0 et g(0) =0, g est ¢! sur ]0,1/2] et lim,_,q+ ¢'(z) = 0.
Comme g est nulle a gauche de 0, g est continue en 0, est dérivable & droite et
a gauche en 0 avec g, (0) = g;;(0) = 0. g est dérivable en 0 avec ¢'(0) = 0. g est
bien de classe ¢! sur | — 0o, 1/2].

Ce méme théoréme et la méme démarche s’appliquent successivement a ¢’, ¢”,...,
g et on montre ainsi que g est classe ¢> sur | — o0, 1/2]. Méme étude en 1.
g est de classe ¢> sur R et nulle en dehors de [0,1]. g € W.

II.B Une fonction en plateau

I1.B 1)

I1.B 2)

La fonction g est continue positive et non égale a la fonction nulle sur [0, 1]. Son
1

intégrale sur [0, 1] est strictement positive. Notons K = / g(t)dt. g de classe
0
c® sur R admet une primitive G sur R qui est de classe ¢*°.

G(1) - G(z — 1)
K

Vr € R, h(z) =

Ceci montre que h est de classe ¢* sur R (par composition).

T

Prenons G : x — / g(t)dt. Comme g est nulle a l'extérieur de [0, 1],
0
1 T
six <0,G(z)=0etsiz>1G(x) :/ g(t)dt+/ gt)ydt=K+0=K.
0 1

Siz<1l,z—1<0et h(z)=K/K=1.
Siz>22-1>1eth(z)= (K- K)/K =0.
Comme pour tout x, h'(z) = —g(x — 1), h est strictement décroissante sur [0, 1].
o(z) = h(2z)h(—22).
a) o est de classe ¢> sur R par composition et produit.
En utilisant la formule de Leibniz :

n
VneNVreR, pM(z) =3 (Z) 2 B(4) (20) (—2) K ) ()
k=0

h est constante sur | — 0o, 1]. Toutes ses dérivées successives sont égales a 0 sur
cet intervalle. En particulier : ¥n € N*, (") (0) = 0. Il vient :

vn € N*, o™ (0) = h(0)(—2)"h™(0) = 0
b) Par construction ¢ est paire. Pour z > 1, 2z > 2 et h(2z) = 0 d’ott p(z) = 0.
Par parité si z < —1, p(z) = 0.

On étudie h sur [0,1] : siz >0, =2z < 0 et h(—2z) =1 d’ou ¢(x) = h(2x).
¢ est constante, égale & 1 sur [0,1/2] , décroissante sur [1/2,1].
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c) ‘<p(k’)’ est continue sur le compact [0, 1] a valeurs dans R.
Elle est donc bornée sur ce segment et les bornes sont atteintes.

D’ou l'existence de max [ = sup go ‘
z€[0,1] [0,1]

Ap est le plus grand de p réels.
I1.C Le théoréme de Borel. u € CN.

n

Ve € R,go(x) =p(z) etsi n>1, go(z)= x—'@(ﬁna}) avec [y, = max(1,4"|up|An)
n!

II.C 1) a) gy, est produit et composée de fonctions de classe ¢* sur R. Elle est donc de
classe ¢ sur R.
b) Si | X| > 1, p(X) =0 donc si |Bpz| > 1, gn(z) = 0.

I.C2) neN,jeNavecj<n
a) On peut appliquer la formule de Leibniz. Notons f1 :  — ¢(B,x) et fo: z —
z". Pourt<j<mnona:

vz € R, f1"(z) = BipD(Baz) £ (@) =n(n —1)...(n = (j i) + 1)2" 0D
En appliquant la formule de Leibniz et en divisant par n! il vient :

J .
Yz ER, g(z) =) (‘7> ne(Bn) o

=0

—J+i)!
b) Pour tout entier p > 1, ¢(?)(0) = 0. Par suite :
, on—J
() (0) = 82%(0 =0carn—j7>0.
(0 = B0 j
¢) Si |z| > 1/By, la fonction g, est nulle sur un intervalle ouvert de centre z.
Toutes ses dérivées sont égales a 0 en ce point. Le résultat reste vrai en +1/4,

par continuité de toutes les dérivées.
d) Si |Bpz| <1, comme (n—j+i)!>1letj<n-—1lona:

Pale |<Z( )i 01/ < 23 (1)

[0,1] i—0

Deplusn—j>1letl1<pg,doncl<g,< Bﬁfj et Bﬁf” < Bgl.
Enfin, par définition de £,,, 4™|up|An, < B,. On obtient :

1 21 _on—t
[ung? (@)] < fun|An FW <ES

“n—1
= 4n — 92n =2
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I1.C 3)

I1.C 4)

La formule de Leibniz s’applique encore mais pour j > n la dérivée d’ordre j de
x +— " est nulle. On a alors :

j . o
. ; i (i gt
WiznveeR o= 3 (1)ael T

1=j—n

avec la convention , pour tout z, z° = 1.

Pour j = n, ¢ (0) = @(O)I = 1. Pour j > n tous les termes de la somme sont

nuls.

Notons pour cette question f, :  + u,gn(x). Ces fonctions sont de classe ¢
sur R & valeurs dans C. Fixons j dans N et prenons n > j. En utilisant les
majorations précédentes :

1 .
St et donc s%p\fr(ﬂ)] < St

Ve eR, |f7(x)] < pour tout n > j

Toutes les séries de fonctions Z f,(f ) convergent normalement sur R. On dispose
du théoréme suivant : si Z F, est une série de fonctions de classe ¢! qui converge
simplement sur un intervalle I de R et telle que Z F) converge normalement sur
I, alors la somme F' de Z F, est ¢! sur I de dérivée la somme de la série Z F.

On applique ce théoréme a g fn et & toutes les séries dérivées successives. La
fonction o ainsi définie est de classe ¢ sur R et

Vj e N,Vx € R, 0] Zungn

En particulier :

VjeN, 0] Zungn ) =u; x1

Partie II1 : un autre élément de W

(an)nen est une suite de réels strictement positifs, de limite 0 telle que > a,, converge.

LA fo(z) =

ITL.A.1)

%02 (|z + aol + |z — ao| — 2|z[).
Etudlons les différents cas :
1
Siz < —ag, f(z)= ﬁ (—x —ap —x+ap — 2(—x)) = 0.
a
. T+ a
Siz € [—ao,0], f(x)= 2(m+ao—x+a0+2x) g Q.
Qg 0
. —T +a
Siz € [0,a0], f(z) = 2(m—l—ao—x—l-ao—Qa:):TO
ay 0
Siz>ag, f(x) = -5 (x+ao+zx—ay—2v) =0.
2ag
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La fonction x — |z| est continue sur R. fj est somme de composée de fonctions
continues.Un exemple de graphe :

III.A.2) L’étude précédente montre que fy est positive, croissante sur R, décroissante
sur RT.

QVxeRJanSmeﬂ=;,

fo(y) — fo(z)

b) Pour z # v ,

joint les points My(z, f(z)) et Mi(y, f(y)). On constate que la valeur absolue
de ce coefficient est majorée par 1/ a% = k, obtenu par exemple pour x = —ag
et y = 0.. Il est également possible d’étudier tous les cas possibles suivant les
valeurs de x et y ...!

Y(z,y) € R, |fo(x)

est le coefficient directeur (pente) de la droite qui

— fo(y)| < klz —y).

1 T+aq
LB fi(z) = — / fo(t)dt
2&1 T—aq
III. B. 1) fo continue sur R admet sur R une primitive Fy de classe ¢! sur R.
E — Fo(x — — —
Vo € R, fi(z) = o(z +al)2a o(z —a1) et fl(z) = folz + a1)2a fo(z —a1)
! 1

I1I. B. 2) Etudions deux cas :

six < —ag — aq, alors £ 4+ a1 <

filz) =

siz > ap+ay, alors x—aj > ag et fy est nulle sur [z —ay, x+aq]

III. B. 3) Ve € R, z — a3 < = + a; donc

xr+aq r+a1 1 1
|fi(z)] < / | fo(t)|dt < <3 / *dt
2|as ag

Comme fy est lipschitzienne sur R la formule de dérivation donne :

—ag et fo est nulle sur [z — aj,z 4 a1] d’ou

d’ou fi(z) = 0.

1
¥z € R, |fi(2)] < 5—kl2a1] = k
2(11

Comme la suite des a,, est décroissante on a
0<a1§a0=>0<a0a1§a%:>k:—2<

< . D’otu le résultat demandé.
ag (21(1
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III. B. 4) Application de I'inégalité des accroissements finis & f; entre x et y, (f1 de classe
1
¢ sur R)

V(a,y) € B2, [fi(z) = fily)] < [SUI?\fH X | —y| < klz—yl
T,y

HLC fu(x) = o /%M"ﬁlmwm

2ap, Jy—q,

III.C 1) Par récurrence. Avec n > 1 : f,,_1 est supposé de classe ¢"~!, posséde une pri-
mitive Fj,_1 de classe " sur R.

anl(x + an) - Fn71($ - an)l
2a,

. fnfl(:f + an) - fnfl(x - an)
N 2a,

falz) =

fn est ¢" par composition.

()

[I1.C.2) Par récurrence, f,,—1 nulle en dehors de [—S,,_1, S,,—1] entraine f,, nulle en dehors
de [=Sn—1 — an, Sn—1 + an).

II1.C.3) Montrons déja par récurrence sur n que la fonction fén) est toujours lipschit-

zienne de rapport k,, avec kg = k et pour tout n > 0, k, = n-t
anp,
On 'a démontré pour n =0 .
Supposons que pour n > 1 , ff;:l) soit k,_1-lipschitzienne. Par dérivations

successives :

n—1 n—1
f0g) Dt en) = 175 — an)

2a,

P @ tan) - V@ —an) £+ an) = £ (= an)

F (@)= (y) = - -

2ap, 2ay,
n— n— K

Or £, (@ 4 an) = 57 (0 + an)| < o =y 5
Avec deux inégalités on a bien

2| ) (n) Fn1

V(z,y) e R%, | (2) = f2V (y)] < [z —yl
1

D’ot le résultat avec kp = ——.

agai...an

Démontrons alors le résultat demandé dans la question par récurrence toujours.
Vrai pour n = 0, supposé vrai pour n — 1

1ot ] 1
Ve e R, |fu(z)] < / ;dt ==
0

T 2an Jy—q, agp

On calcule facilement les dérivées successives et on utilise I'inégalité des accrois-
sements finis jusqu’a la dérivée d’ordre n — 1 : :

1 1
Vo € R,W¥p,0 <p <n—1, [fP(z)] < ms%plfé@ll < [2anl < o
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Pour la derniére dérivée on utilise le fait que fg:l) est lipschitzienne.
On obtient comme dans le calcul du début de cette question, mais en regroupant
les termes en x + @y, T — ap et Y+ an, Yy — an :

1 1

2
() O ()] < 2k o | = <
" (@) = i ()l < 2a, tlen| atay...an—1 = apai...an

car la suite (ay) est décroissante et donc 0 < a,, < ag
III1.C.4) Récurrence encore avec accroissements finis.

II1.C.5) On a pour tout n, S, = > ;_gar < S < 400. f, est nulle & Pextérieur de
[—Sh, Sp] donc :

1 S, n

/_ i Fult)dt = Z Fu(t)dt = (

t+an 1 Sn an
= — / fnl(u)du> dt = — frn—1(t+v)dvdt
2an —Sn t

—an 2an —Sp

—an

Utilisons le théoréme de Fubini :

S 1 an Sn
I, = /S fn(t)dt = 2an ) (/Sn fn—l(t+v)dt> dv

Soit alors v tel que |v| < a,. Par changement de variable :

Sn Sn+v

foo (t + v)dt = / fua (t)dt

—Sh —Sn+v

Comme —a, <v<ay,:
—Spt+v<-S,+a,=-S,_1¢et S, +v>85,—a, =5,_1.
Comme f,,_1 est nulle & 'extérieur de [—S,_1,Sp—1] on a :

Sn Sn+v Sn—_1
frn1(t+v)dt = / frno1(t)dt = /

7Sn 7Sn+’U Snfl

S
fua®yat = | ()t = 1y

En reportant :
1 an

In = — Infldv = In,1
2a, —an,
a0 1 1
Les intégrales sont toutes égales a Iy = fo(t)dt = 2ap x — X 3 =1.
—ag ag

(aire d’un triangle)
III. D La limite
[IL.D.1) kp = fo — fu1
a)On remarque que : Vo € R, ky(z) = ! /w+an (fn=1(t) — fo—1(x))dt

2an Jy—aq,

1 [ztan 1 an ka
ky, < — t —xlkdt < —k t|dt = —=
(o) < g [ e—alkde < gk [ el = 5

2an —an —an

k
b) sup |k, | < %. Par majoration la série Y supp |k, | converge. La série Z kn,
R

converge normalement sur R.
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I11.D.2) s(z)= lim Zk

n—-+oo
n—1
a) Pour tout n, tout z, Z kp(x) = fu(z) — fo(z) (somme télescopique). D’oit
p=0

I'existence de la limite et, par passage a la limite :
s@)= lm_fu(a) — o)

b) Pour tout n, tout z, |f,(z)| < 1/ag. Par passage a la limite : |w(z)| < 1/ap.
c) Id V(x,y) € R2, |fu(z) — fuly)| < K|z — y|. On fait tendre n vers 4+oc et on
obtient : |w(z) — w(y)| < |z — y|.
d) Si|z| >8>S, folzr) =0, donc w(x) = 0.
Sn
I11.D.3) Pour tout n, / faltdt = [ fult )dt: 1.

a) Pour tout n, tout z € [-S, S] | fn(x)| < =, fonction constante intégrable sur
[—S,S]. Le théoréme de convergence domlnee s’applique sans probléme.

S
[ o= i, [ o=

b) La fonction w n’est donc pas nulle sur R.

II1.D.4) a) Pour n > 2 et x réel on peut écrire :

K(z) = fi(z) — fiy(z) = L2t H On) = Jua (2 o)

2any,

S (froa®) = i (@) dt
2a,

— fro1(®)

ki (x) =

Pour n >3, f/_; est ¢! sur R, la valeur absolue de sa dérivée est majorée par
d’ apres 1I1. C3) Le théoréme des accroissements finis permet de dire que

aoa
/

1 Ttan 1 an
K, (2)] < / t— 2| dt =
" 2ap, J,

n

[e7%

On a donc pour n > 3, sup |kl | <
2a0a1

La série E k! converge normalement sur R. E ky, est une série de fonctions
n>2
de classe ¢' qui converge simplement sur R et telle que la série g k! converge

n>2
normalement sur R. La somme est donc de classe ¢! sur R.
+oo oo
b)) w—fo=5=3 (fu— fa-1)+fi— fodoncw=> (fo— fa1)+ f1 est
n=2 n=2
¢! comme somme de deui fonctions de classe ¢!.
oo
d) Pour tout z, w'(x) = 22<f,§<x> — fooa(@) + fi(2) = lim f ().
n=

Or pour tout z, | f)(z)] <

TR Résultat obtenu par passage a la limite.
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II1.D.5) Démarche entiérement identique a la question précédente en utilisant 1’expres-
sion de la dérivée d’ordre p et les majorations de I11.C.3)..

Partie IV : classes quasi-analytiques

IV.A Quelques propriétés d’une classe

IV.A. 1) Soit f € C(M) et A, B les constantes associées. Soit (a,b) € R? et g;z
f(ax +b). g est de classe ¢ sur R et

vn e N,Vz € R, [¢™(z)| = |a"f™ (az + b)| < |a|"AB"M,, = A(|a|B)"M,

ce qui montre que g € C'(M).

IV.A. 2) Si fi, fo sont deux éléments de C'(M) et a € C, f1 + a.f2 est de classe ¢> sur R
et, en notant Ay, By, As, Bs les constantes associées on a :

¥n € N,Va € R, |(fitaf)™(@)| = | (@) +afs" (@) < ALBY My+|a| A By M,
Soit B = maX(Bl, Bg)
vn e N,Vz € R, |(fi + afs)™(z)| =< (A1 + |a|A)B" M,

fi+afe(M). C(M) est un sev de C*(R, C).
IV.A.3) Pour tout n € N*, Mﬁ < My—1 My et comme les termes sont tous strictement

n—1 n—1

M
positifs, < . La suite de terme général w, =
n+1 Mn n
croissante.
M,

M,_,
v M M, _ M My
mtl il ~P = < n+1> /( ntl p) = wn—i—l/wn-‘rl—P >1
Un Mn+1—p Mn Mn Mn—p
d’aprés la décroissance de la suite (w,,). Comme v,, > 0 on obtient vy,41 > v,.
Cette suite est croissante et tous les termes sont supérieurs au premier terme
M, n
vp = — = M,. D’ou
P MO Mn —p
b) Si f, g sont deux éléments de C(M), fg est de classe ¢> sur R et , en utilisant
la formule de Leibniz et en notant A, B, A’, B’ les constantes associées & f et g

on a pour tout n de N, tout x de R :

est donc dé-

a) Soit p fixé et pour n > p, v, =

> M, ce qui est le résultat demandé.

n

(f9) ™ (2)] < Z( ) 2) x g P (@) <Y (Z)ABkMkA’B’"kMM

k=0

Notons B” = max(B, B') > 0; les réels sont tous positifs et MM, < M,
(f9) ™)) <> <Z> AA'B" M, = AA' (2B")"M,,

fg e C(M).
IV.B un exemple de classe quasi-analytique. U,, = n!
IVB1) U,=n!>Uy=0'=1,U, 1Upy1 = (n—1)n(n+1)>n? =02 .
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IV.B.2) feC(U).
a) On applique la formule de Taylor avec reste intégrale a ordre n entre « et
x et on obtient directement :

x(w

f(x) =0 —I—/ 2 ;!t)nf(n-i-l)(t)dt

b) La majoration du reste (cf. cours) donne :

|z — |t aup |FO)] < |z — |t

= = n+1 o _ n+1
4+ 1) o] S T AFT Unn=Allz = alB)

|[f ()] <

Pour tout n et tout z tel que |z — af < 75, |f(z)] < SIESE

En faisant tendre n vers U'infini, on obtient par encadrement f(z) = 0.

¢) Soit f € C(U) dont toutes les dérivées s’annulent en 0. D’apreés la question
précédente f est nulle sur [—1/2B,1/2B]. Toutes les dérivées de f s’annulent en
1/2B et —1/2B. On applique le résultat précédent en o = +1/2B. On montre
ainsi de proche en proche que f est nulle sur tous les intervalles [—k/2B, k/2B],
ke N. f=0. C(U) est quasi-analytique.

IV.C Caractérisation

IV.C.1) Supposons C(M) quasi-analytique. Soit f € C(M)NW. f est nulle en dehors
d’un segment [—a, a]. Prenons a = a+1. Soit g :  — f(x+a). D’aprés IV.A.1),
g € C(M). g est nulle sur un intervalle de centre 0, donc g et toutes ses dérivées
s’annulent en 0. Comme la classe est quasi-analytique, g = 0 et par conséquent
f=0.

IV.C.2) Supposons que la classe C'(M) ne soit pas quasi-analytique. Il existe donc une
fonction f de cette classe non-nulle et dont toutes les dérivées s’annulent en 0.
Quitte a considérer f; : x — f(—x) (f1 € C(M)), on peut supposer qu'il existe
un réel strictement positif « tel que f(a) # 0.
Considérons alors g définie par g(z) = 0si x < 0 et g(x) = f(z) sinon. On
vérifie facilement que g € C(M) : le raccord en 0 est ¢ et sur R~ toutes les
dérivées sont nulles. Soit alors h : x — ¢g(z)g(2c — ). h est un produit de deux
fonctions de C(M), donc h € C(M).
Siz <0, g(x) =0donc h(x) =0etsiz>2a, g2a—z) =0et h(z) =0.
h € W. hia) = g(a)? = f(a)? # 0 donc h # 0.
Par contraposition C(M)NW = {0} = C(M) quasi-analytique.

IV.D Autour du théoréme de Denjoy-Carleman.

Moy X M- X .. X My Mo _ 1 Comme la suite (o)
Mn Mn—l My Mn Mn "

est décroissante on a :

IV.D.1) a3 X ... X oy =

1 M,,_ 1 \n»
Vn € N*,0 < oy Sal...an:ﬁn et donc 0 < ]\an < (Mz)

Le critére de majoration des séries de réels positifs permet d’affirmer que (IV.4)
entraine (IV.5).
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IV. D.2) Définissons la suite (a) par ap = a; et pour n > 1, a,, = MJ\’/}‘l.

Supposons (IV.5) vérifié. La suite (a,,) est une suite décroissante de réels stric-
tement positifs. De plus la série } a,, converge donc lim a,, = 0.

On peut définir comme en partie 111, une fonction w de classe ¢*°, élément de
W. Cette fonction vérifie :

1 M,
Vn e N,Vz € R, [w™(z)| < ——— ===

apai...ay a

Cette fonction est élément de C'(M) NV et elle est non nulle. D’apreés IV.C.2),
la classe C'(M) n’est pas quasi-analytique..

Fin du probléme

Corrigé proposé pour I’UPS par H. Demongeot
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