ENS 1995 Epreuve commune de Mathématiques
Option P’

Dans la partie I, on démontre le théoreme de Stone-Weierstrass au moyen des polynomes de Bernstein. Dans
la partie II, on établit deux résultats techniques (calcul d’intégrales et analyticité d’un taux d’accroissement
de fonction analytique) pour aboutir, dans la partie III, & une démonstration abrégée du théoréeme de Miintz
(généralisation du théoréme de Stone- Weierstrass) relatif & la densité de fonctions puissances.

Dans tout le probleme, on note || f [|oo= sup,cpo1] | f(x)| pour tout f € E out E = C°([0,1], R).

1)

Pour f € E et n € N, on note B,,(f) le polynéme de Bernstein de f défini par

VreR By(f)r) = Y Clad(1l -2 f(2).

Jj=0

2)

Pour z € [0,1] et n € N, on pose ¢(t) = (ze' +1 — )" alors

o) = 32 Ciad (1 — a)r—ieit, /(1) = 37 Clad(1 — o) =ijedt, (1) = 3 Caad (1 — 2y e,
j=0 j=0 j=0
En notant u, v, w les fonctions définies sur [0, 1] par u(z) = 1,v(x) = z et w(z) = 22, on peut écrire

(0) = By(u) (), ¢'(0) = nB,(v)(x), ¢”(0) = n’By(w)(x).
Un calcul direct donne
O (t) =n(ze! +1— )" tze’ et @ (t) = ¢ (t) +n(n —1)(ze’ +1 — )" 222,
2

Il en résulte que ¢(0) = 1,¢'(0) = nx, ¢’ (0) = nz + n(n — 1)z
On en déduit alors les polynémes de Bernstein de u, v et w :

b)
La convergence uniforme sur [0,1] de la suite (B, (w) vers w résulte de
T — 2 1
| w—=Bn(w) |lo=sup | | < =
z€0,1] M n

2)
a)

Soit A un endomorphisme positif de F et f € E alors

0<I|fl-f 0=A(0) < A(f]) — A(f)
{HSf|+f - {02A(0)§A(|f)+A(f) = [AN < A(fD-

b)
D’apres le théoreme de Heine, toute fonction f € E est uniformément continue sur [0, 1]

Ve>0 In>0 Vo,ye(0,1] |z—y|<n = [f(z)-fy)]<e

2| f lloo
2

Choisissons un réel a tel que a > , alors



Va,y € [0,1] |z —yl>n = |f(2) = f@)] <2 £ llo< o < alz —y)*.

En regroupant les deux résultats, on obtient

VFEE Ye>0 3Ja>0 Vr,yc0,1] |f(x)—f(y)] <e+alr—y) (1)

¢)
En appliquant un endomorphisme positif A de E aux diverses fonctions en z de la relation (1), on obtient
successivement, avec le résultat de 2)a)

vy € 0.1 A(f — fy)ul) < eAu) + aA(w — 2yv +y*u) = eA(u) + a(A(w) — 2yA(v) + y*A(u)),

vy € [0,1] |A(f) = F(n)A®)] < eA(u) + a(A(w) - 2yA(v) + y*A(u)). (2)
3)
a)
On pose Vn € N ¢, = A, (w) — 20A4,(v) + wA, (u). De I'égalité 0 = w — 2vv + wu, il vient
on — 0= (Ap(w) —w) — 2v(A,(v) —v) + w(A,(u) — u).
Les suites (An(w)),(An(v)), (An(w)) convergent uniformément sur [0,1] respectivement vers u,v,w et les
fonctions v et w sont bornées sur [0,1]. II en résulte que la suite (¢,,) converge uniformément sur [0,1] vers
6.
b)
On exclut le cas trivial f = 6. En appliquant (2) au point y avec A, on obtient
Yy €[0,1]  [An(f)(y) = f(y) An(u)(y)]
< eAn(u)(y) + a(An(w)(y) — 2yAn(v)(y) + y* An(u)(y)) = €An(u)(y) + apn(y).
Une inégalité triangulaire, en sachant que f(y) = f(y)u(y), donne
[An(F) (W) = F )] < [An(F) () = F (@) An(u)(@)] + | f ()| An(u)(y) — u(y)]-
donc
Vy € [0,1] [An(f) () = FW)] < €An(u)(y) + apn(y) + [f W) An(u)(y) — uly)]
donc
| An(f) = f o< €]l An(u) lloo +a [l on lloo + [ f llooll An(u) —u [loo -
Etablissons alors que la suite (A4, (f)) converge uniformément sur [0, 1] vers f.
La suite convergente (A, (u)) est bornée, notons M = sup || 4, () ||co-
neN
Soit €5 > 0. Pour € = 36—]\14, il existe oo > 0 tel qu’on ait (1) et (2).
D’apres 3)a), pour ;—1,i1 existe n1 € N tel que Vn > n; || ¢n [|eo< ;—1
! !
D’apres 'hypothese (ii), pour ] existe ny € N tel que Vn > na || Ap(u) — u |00 < 9
3 oo 3 oo
On en déduit la relation suivante qui permet de conclure
Ver >0 Ing € N (ng =max(ni,n2)) Vn>ng || An(f) = f [leo< €.
4)

Il est clair que B,, est un endomorphisme positif de E. D’apres 1)b) et les égalités B, (u) = u et B, (v) = v, il
possede la propriété (ii). Alors, d’apres la question 3), la suite de polynémes (B, (f)) converge uniformément
sur [0,1] vers f.



1)

Pour a € R tel que |a| # 1, la propriété, Vo € [0,7] = 1 —2acosz + a® > 0, permet de considérer l'intégrale
de Riemann

I(a) = / In(1 — 2acosx + a?)dz.
0

a)

Avec le changement de variable z — 7m — x et un calcul direct, on obtient successivement
1
I(—a)=1I(a), I(=)=1I(a)—2nIn]al.
a
Avec le changement de variable z — 2z dans I(a) + I(—a), on obtient
T 1 27
I(a) + I(—a) = / In(1 — 242 cos 2z + a*)dx = 3 / In(1 — 2a® cos x + at)dz.
0 0
Avec le changement de variable x — 27 — x, on établit que
2m g
/ In(1 — 2a®cos z + a*)dx = / In(1 — 2a% cos = + a*)dx.
™ 0

Il en résulte que 21(a) = I(a?).

b)
1 n
A T'aide de ce dernier résultat, on a I'égalité I(a) = —1 (a*") vérifibe pour n = 1 et on établit que si elle est
vérifiée pour n alors elle vérifiée pour n + 1. Il en résulte, par récurrence sur n, que
* 1 2"
Yn € N I(a):Q—nI(a ).

c)

La continuité sur (R\{—1,1}) x [0, 7] de la fonction (a,z) — In(1 — 2a cosz + a?) entraine la continuité de la

fonction I sur R\{—1,1}.

Si |a| < 1 alors 11111 a?" =0et hf}rl I(a*") = I(0) = 0. Tl en résulte, d’aprés b), que I(a) = 0.

1
Si |a| > 1 alors I(—) = 0. Il en résulte, d’apres a), que I(a) = 27 ln|al.
a
d)
2m .
Pour deux réels A et p tels que A > 0 et |u| # A, on note J(\, p) = / In g — Ae'|d.
0
27
En partant de J(\, u) = 3 / In|u— )\ei9|2d9, on établit les égalités suivantes
0
LT 2y 10 L[ z P2y o p
Jp) == In(A* — 2pAcos @ + p°)df = 2rIn A + = In(l1 —2=cos@+ (=)“)dd =2rIn A+ I(=).
2 Jo 2 Jo A A A
On en déduit, d’apres c), que
_f2rln A st |u| < A
T ) = {27rln|u si|p|>A"
2)
+oo
Soit f(2) = Z cn 2" une série entiere complexe de rayon de convergence Ry au moins égal & R > 0, s’annulant
n=0

en xo un réel non nul tel que |zg| < R.

a)



La fonction g est égale au produit de f par la fonction z — qui admet un développement en série entiere

zZ— X
au voisinage de 0, de rayon de convergence |z|.

Vze C |z| < |xo|

—Z <
n+1

11 en résulte que g admet un développement en série entiere S(z) au voisinage de 0, de rayon de convergence
RS > min(Rf, ‘l’ol) = |.’170|

—+oo

Zd (0)2™ ol dp(z0) Zcpxo n=l
n=0
N
Pour N € N et z € D(0, R), on pose Sy(z) = Zdn(xo)z".
n=0
—+o00
En utilisant f(xq) Zcpxo = 0, on obtient d,(xg) Z cpah " L
p=0 p=n-+1

Ainsi Sy (z) apparait comme la somme d’un nombre fini de séries (convergentes), d’ou l'interversion possible
des sommations

+oo inf(p—1,N)

N “+o00
Sn(z) = Z( Z cpxg_"_l)z" = Z( Z cpxg_"_lz").

n=0 p=n-+1 p=1 n=0

si p<N

i p>N . On en déduit I'écriture Sy (z Z’yp

Onainf(p—1,N) = {le
CPZ m]g*n*lz" si p< N

p—n—1_n __ p—N—-1 N—n_n :
Cp E T 2" = cpry E ry 2" st p>N

Soit r tel que |zg] < r < R et z € C tel que |z| < r alors

inf(p—1,N)
VpeN* YNeN |V <ol Y JaolP ™ Yzl" < lep|(1 +inf(p — 1,N))rP " < pleylr?
n=0

On a donc une majoration ”uniforme” en N des 7, que I'on va pouvoir exploiter lors du passage & la limite
—+oo

N — +oo dans la série de fonctions Z’yp.
p=1
p—1
Pour p € N*, on note ¢, = CPZ xg_"_lz”. On a donc ,(N) = £, pour tout N > p. Il en résulte que
n=0
lim N)=1¢,.
N Yp(IV) P
+oo
La série entiere ”dérivée” Zp|cp|7"p ~1 a son rayon de convergence égal A Ry. Pour » < R, elle est donc
p=1

convergente et vérifie ainsi le critere de Cauchy

p2
Ve >0 dpo € N* Vpip2 € N* p2>p1 > po Z pleplr?™! <.
pP=p1

En utilisant I'inégalité établie au début de ¢), on en déduit

4



D2
Ve>0 dpo e N* Vpipo e N° pa>pr>py VNeN th )| <e.
P=p1

En considérant les limites lorsque N tend vers 400, on obtient

Ve>0 Jpo € N* Vpipa €N* pp>pi>po Y || <e
p=p1
Il en résulte que la série complexe Y ¢, vérifie le critére de Cauchy, et donc converge.
En considérant les limites lorsque po tend vers 400, on obtient

+oo
Ve>0 dpoeN* VpreN" py>py VNeN Zh’p ) <e

p=p1

On a l'inégalité triangulaire

|Z£ —Sn(z \—|Z€ —Z%
Po Po 00
S|Z£p_zep|+|Z£p_Z'YP(N>|+|ZVP(N)_Z'YP<N

+oo
Z ¢ |+|Zf —Z% W+ Y W@l
p=po+1 p=po+1
Do
Le calcul d’une somme de limites pour Z ~p(IN) donne
p=1
Po po
Ve>0 ANgeN VYN >Ny [D £, =) 7(N)|<e
p=1 p=1
En regroupant les résultats, on en déduit
+oo
Ve>0 INo €N VN >Ny |[Y £, —Sn(2) < 3e,
p=1
+oo
ce qui signifie hm Sn(z ZE et établit ainsi 1’égalité demandée
p=1

“+oo
z) = Z L.
p=1

La série entiere S(z) étant convergente pour tout z € C tel que |z| < 7, a donc un rayon de convergence vérifiant
Rs > r. Cette propriété étant valable pour tout 7 tel que |zg| < 7 < R, il en résulte que

Rs > R.
1 f( - i
On a g(xg) = Zcppxo et pour z € D(0,R)\{zo}, ¢g(z)= P Z .
Dans les deux cas, on obtlent
9(2) = 5(2)

—+oo —+oo
Nota : les séries entiéres Zcpzp et Z dpn(z0)z" ont le méme rayon de convergence.

p=0 n=0



1)

Partie III

On admet que la non densité de F' dans E, pour la norme || ||2, assure 'existence d’une fonction v € E\{6}
telle que

1
Vk € N* / e u(t)dt = 0.
0

1
On note ¢ la fonction réelle définie par () = / tAu(t)dt.
0

La continuité sur ]0, +oo[x [0, 1] de la fonction (\,t) — t u(t) entraine la continuité de la fonction ¢ sur ]0, +oo|.

1
On a ¢(0) = / u(t)dt, alors la continuité de ¢ en 0 résulte de
0

1
A
YA>0 t)dt| < - 1—tNdt = . < o
o) 01 =1 [~ Du@t <l o [ (-2 =] oo 725 <l
Supposons que u soit une fonction polynome.
12
7 T+
g a;t' = o(A / g a; t"dt = E +>\+1 XE_O

On en déduit que ¢(X) tend vers 0 quand A tend vers +oo.
Dans le cas général ot u € F, il existe, d’apres le théoreme de Stone-Weierstrass, une suite de polynomes (u,,)
qui converge uniformément sur [0, 1] vers u.

Ye>0 dngeN VYneN n>ng [[u—u,|<e

On a les inégalités suivantes

1 1 1
NEY / 2 (ut) — 11 ()] + | / Pty (£)H]) < 1 — timg [loe +] / Py (£)dH]

On applique & uy,, le résultat obtenu ci-dessus quand A tend vers +oo.

1
Ve>0 N eRT VA€RT A> )\ |/ My, (t)dt| < €.
0

En regroupant les résultats, on établit que p(A) tend vers 0 quand A tend vers +oo.

Supposons que ¢ soit identiquement nulle sur [0, +o0].
Sachant que ¢ est nulle sur N, on en déduit, a I'aide de combinaisons linéaires, que

Vp € E p polynoéme = / p(t)u(t)dt = 0.
0

D’apres le théoréme de Stone-Weierstrass, il existe une suite de polyndmes (u,) qui converge uniformément sur
[0,1] vers u.

Ve>0 dngeN VneN n>ny ||u—u,||o<e

On a les inégalités suivantes

Ye> 0 oS/O u2(t)dt:/0(u(t)—un0()) w(t)dt <|| u — tn ||oo/\ \dt<e/| #)|dt.

On en déduit que
1
/ u?(t)dt =0,
0

6



ce qui est en contradiction avec le fait que u? est une fonction continue, positive, non identiquement nulle sur

[0,1].

2)
N . , 142
On pose ¥ = @ o h ou h est la fonction réelle z — 1

a)
h est un homéomorphisme strictement croissant de [-1,1] sur [0, +00[. On en déduit que ¢ est définie, continue
et non identiquement nulle sur [-1,1[. Les limites suivantes permettent, en posant (1) = 0, de prolonger ¢ en
une fonction continue sur [—1, 1]

p— Z !

li = li =0.
Jm h(z) =+oo,  lim () =0
b)
La fonction ¢ s’annule sur la suite (Ag). On a h(—1) = 0 et h(0) = 1, donc quitte & supprimer A; 8l est nul et

éventuellement le \g, égal & 1, la suite (h=1()\)) éventuellement réindicée est une suite ()ren* strictement
croissante de zéros non nuls de ¢ appartenant a | — 1, 1].

3)
On admet que v se prolonge en une fonction bornée sur D(0,1) telle que

+oo
Vz € D(0,1) (z) = Z 02" ol ayy, # 0.

n=noqo

¥(2)

La fonction f : z — —y De s’annule pas en 0 et est définie par une série entiere de rayon de convergence au
z

moins égal & 1. Comme on a 0 < |z1| < 1 et f(z1) =0, la fonction g; définie par

Vz2eD(0,1) z#x1 gi(z) = Zf_(zx)17 g1(z1) = f'(x1)

est, d’apres II-2), égale sur D(0,1) & une série entiere de rayon de convergence au moins égal & 1. Comme on
a0 < |xa] <1et gi(x2) =0, on peut & nouveau appliquer le résultat a la fonction go définie par

V2eDO1) z#m ga(z) = L g(m) = gl(an).

z — Tg

Apres N étapes, on en déduit que la fonction ¢y telle que

Un(z) = —Nw(z)

20 H (z — xg)

k=1

est définie sur D(0, 1), non nulle en 0, et égale sur D(0,1) a une série entiere de rayon de convergence au moins
égal a 1.
On peut donc appliquer la formule (4) (inégalité de Jensen) & ¥y et r €lmpy, 1]

2m
/ In yhy (re??)|df > 27 In |1 (0)].
0

Le calcul donne

N N

2
/ In [y (re')|df — 27ngInr — Z J(ryzy) > 2w ln o, | — Zlen |-
0 k=1 k=1

D’apres I1-1)d), 'inégalité |x| < r entraine J(r,xzx) = 2w lnr.

La fonction v étant bornée sur D(0, 1), posons M = sup |(z)]. Ona M > 0 et
2€D(0,1)

2m
vr €]0,1] V6 € [0, 27] / In [¢(re'®)|df < 27 In M.
0

7



b)

)

1)

11 suffit alors de considérer la constante C' = 27 In m—]&”‘ pour obtenir

N
YN e N* Vrelmy,1[ 27 Inlag| > C +2m(ng + N)lnr.
k=1

En considérant la limite lorsque r tend vers 1, on obtient

o C
VN € N* Zln|xk| > o
i

k=1
+oo
La série, a termes négatifs, E In |z)| a ses sommes partielles minorées, elle est donc convergente.
k=1
1 1—xp

1
On a Ap > 0 pour tout £ > 2 et — =

= . La suite (z1) étant strictement croissante, on en déduit,
e h(zk) 14z

+oo
d’aprés b), qu’elle tend vers 1 lorsque k tend vers 4oco. La convergence de la série Z — résulte alors des
k
k=2
équivalences suivantes lorsque k£ tend vers +oo
1 1—ay In |z
Ak 2 2
—+o0o
On a donc établi que, si la série Z oW est divergente alors F' est dense dans F (pour la norme | ||2). En
particulier, en considérant pour suite (Ak), la suite des entiers naturels, on en déduit que l'ensemble F' des
polynoémes est dense dans E (pour la norme || ||2), ce qui, en apparence, est plus faible que le théoréme de
Stone-Weierstrass qui assure que F' est dense dans E (pour la norme || ||o), puisque les normes vérifient

Iinégalité || [|2<]| |loo-

Nota : Le théoréme de Miintz assure également que la réciproque est vraie : si F' est dense dans (E, || ||2) alors
+oo

la série E — est divergente.
Ak
k=2
Si A =0, Uéquivalence précédente est également vérifiée avec la norme uniforme || ||oo -

Parmi les ouvrages récents dédiés aux Classes Préparatoires, on pourra consulter, pour une démonstration du
théoréme de Miintz a laide de déterminants de Gram, soit lexercice 18 p. 69 du Cours de Mathématiques (tome
4) de J.M. Arnaudiés et H.Fraysse (Ed. Dunod), soit le probléme 21 p. 286 du livre Analyse de X. Gourdon
(Ed. Ellipses).

—— FIN ——



