Corrigé 97-21 ; octobre 14, 2000

97-21 Math. II PSI

CORRIGE

[-1°) a. Considérer leercle de centre A dayon AM. Il coupe lediaméetre AB en un
point M*. Il suffit de considérer leercle de centre B et aayon BM*. Il coupe le
demi-cercle C en N.

N

0 0
AH I K B

Considérons donc les angleg = (AB, AM), ¢ = (BN, BA).
Il vient: AM = co$, BN =co® .
Donc:

_1 _1 1
Al =5 (AH + AK) =5 (AH + 1 —BK) =5 (co£0 + 1 — co50)
Or: AM+BN=1,ilvient:
cod + cog = 1.
Donc :
1
Al= 5(co£8 +1—(1-coB)?) = co$.

Donc :

b. Posons 6, = (AB, AMp) ;



Corrigé ; octobre 14, 2000

—

A H | H B

Démontrons que les points ApHHn+1 et B sont dans l'ordre A,jHHp+1, B :

AHp+s1—AHR =1 - CO§(9n+]) — Cog(en) =1- Cog(en) — (1 _ COSan))Z .
Donc :
1 1

AHn+]_—AHn =2 Cog(en) + 2 Cosen) +1=2 ( Coﬂn) +§ )2 +§ >0.
De plus :

AB — AHp+1=1—c08(6n+1) 20 .
Par définition :

Xn = AHp = AMp, cos@) = co$(6))
La suite x = co£(6y), n=0, est donc monotone croissante et majorée paallé est

par suite convergente. Recherchons sa limite.
Puisque lgpoint I est lemilieu du sgment M\Mp+1 et que les longueurs Alet
AMp sont égales, il vient :

Xn

cos@n)

Xn+1+ Xn = 2

Par suite :

Xn+1 + Xn = 24/Xp
La limite de la suite x n>0, est donc égale a 1.
Par suite la longueur du segmeng Alpour limite 1. Or :

ZapzAln.
=

La série de terme général, a1, est donc convergente et de somme égale a 1.
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[-2° Puisque la série de terme générgak't n>1, est convergente powr1, lerayon de
convergence R est supérieur ou égal a 1.

o]

C.N. : supposons Z c=1.
n=

Pour tout réel x du segment [0, 1], ¥f| < ¢, . La série de terme générahd®, n>1,
est donc uniformément convergerster l'intervallefermé [0, 1]. Lafonction x—

[oe]

Z C,, XN est continue sur [0, 1]. Par suite :

n=

im C(x) =1

X<1,x-1

C.S.:Supposons IimC(x)=1.

X<l,X-1
i/ R >1:la restriction de la fonction C, défirdar |-R, R[, au segent[0, 1] est
continue. En patrticulier, la fonction C est continue a gauche en 1 :

Jim e =cq) :Z G .

i’ R =1 : soient XI[0, 1] et n entier, Bl; puisque tous legéels @, n>1, sont

n n n
Zcpxp < Zcp , Zcpxp < C(X) .
p= p= p=

n n

Cp = Iim CoXP < Iim C(x) .
X<1,Xx-1 X<1,Xx-1
p= p=
n n
Zcpxp < Zcp < XJ{TAC(X) .
p= p=

Faisons tendre n vers l'infini, il vient :

positifs, il vient :
Remarquons :

Il vient :

[ee]

C(X) < chs im C(x) .

X<1,x-1

Faisons tendre x vers 1 par valeurs inférieures :

[oe]

lim C(x)schs im C(x) =1

x<l,x-1 x<l,x-1




Corrigé ; octobre 14, 2000

D'ou le résultat annoncé.
Deuxieme partie

[I-1°) a. & =1;0k=>2, & =0. Par suite I k=1, b¢ = 1. Il vient :
X
Rypestinfini; R=1;AX)=X;B(X) =T —x -

b. Evidemment:p=g 0 0<b;<1.
Soitn= 2 ; supposonsll k, 1< k<n-1,0< b < 1. Il vient :

n+l n+l
b = a + Zakbn_kzoetb\sah+ Zaksl.
=1 =1
Donc : | 0<bp< 1]
Il vient :
Onz1,[ax"< [xP; | x| < |xP;
Par suite : |R21, R 21|
c. llvient:

ntl n+l

Pour n= 2 ; hx" =g, x"+ Zakbn_kx”: ahx“+Zakxkbn_kx”—k.
=1 =1

Donc:
n+l

B(x) = anxn=b1x+ Z b, X1 =61X+Z(aqx”+2akxkbn_kx”—k).
n=1 n=2 =1

n=2

(o]

ntl
La somme de la série de terme génezl « XKdop_k xn—K | r=2, est la somme du
=1
produit de Cauchy des deux sérigsx'g n>1 et b, x", n>1 ; le premier terme du
produit est obtenu pour n=2, par suite :
B(x) = A(x) + A(x) B(X) .
Donc :

B(x) (1 - A(x)) = A(x)
La fonction A est continue sur l'intervalle [0, 1] et tend vers 1 lorsque x tend vers 1
par valeurs inférieures. Or :

AX)
O x OJ-1, 1], B(X) T AX) -
B(x) croit indéfinimentiorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures ; le rayon de
convergence Rne peut étre strictement supérieur a 1 ; dons R

En résumé :
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[Ri =21, Ry = 1|

d. Par hypothéselln=>1, g = (1 —a)an-1 Le rayon deconvergence de la série en-

| - 1 :
tiére de terme général a1 n> 1, esla . Ilvient :

X
AN =Q-07T "

Par suite :
A(X) X
-1<x<1, B(X)‘l——A(x) =1l-0)1T—% -
Par unicité du développement en série enti@ine fonction dans l'intervalle de
convergence, il vient :
Onz1,bh=(01-0a).
Vérification directe:
b1 =a =1-a. Supposons :
Ok,IXkk<sn-1, h=1-a.

Il vient :
nl nl

bn= &+ Z a bn_k= (1 —a)a"-1+ (1 —a)? Z okl
=1 -

Par suite :
_an—l

l1-a

b = (1 —0)an-1+ (1 —a)2 =1-a.

[I-2° a. Soit x un nombre complexe de module strictement inférieur a 1 ; il vient :

p p
ARIs S a k< a=1.

Les racines de I'équation E ont donc un module supérieur ou égal a 1.

La dérivée du polyndme A(x) — 1 est le polynémie A

p
A'xX)= Y nagxn-1,
p
Donc : A1) = ng> 0

Le réell estracinesimple

Supposons que le réel —1 soit racine de I'équation E ; il viendrait : A(-1) = 1 ; c'est-
a-dire :
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—qt+tp-ayt..t (-1Pxp=1,
Or: g+ttt tp=1,
Par soustraction de ces équations, il vient :
yt+axytat... =0,
Donc : a=xy=a-=...=0,
Or a # 0.Donc—1n'estpasracine

Plus généralement 180<0<2r, est racine dE :
169 + ape?i0 + 336310 +. .+ gyePi0 =1,
La partie réelle est nulle ; donc :
a1 coPH + g cos(P)+ a3 cos(I)+...+ g cos(®) = 1,
Or: gttt tdp=1,
Donc :

0 20 30 0
a1 Sire(3 ) + @ Sirt(7- )+ & Sirk(5 ) +...+ g sir12(p7): 1,
Il vient :

y=x3=8-=...=0,
Or g # 0. Donc &, 0<B<2m, n'est pas racine.

D'apres la questiolt-1° c il vient :
__AK)

B(X) =1 = A(X) .

Puisque A est un polynéme B est une fraction rationnelle. 1l vient :
1
B(x)=-1 A -1 -

Par hypothése les racines de I'équai@ont simples ; par suite :
p

1
B = -1 -
) 2 A (e xg

Pour |x| < 1, il vient :

1 Z "

X=Xk ~ V4 (Xk)n+l'

oo p 1
Bx)=—1+Y X —
& = A'(Xk) (%)

D'ou :
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B(0) = 0 car A(0) = 0. Par suite :
p

-1+ ’;:O
o A(Xi) Xk

Pour tout entier n,>1 :
p

1
b = .
" ;A%xk) (%)™

Il vient :
SURESEE :
TAW ;Axxk) ()™
Donc :
i 1
AP = A

Troisieme partie.

[1I-1°) a. La question-1° a a donné les résultats :

- 1 1 X
Y =10y =1 R=E AN = (16) T
n=1
Il vient :
On=0,nm=a", %—i ; R(X) = :
AL Y T 1-a x

b. Puisque leséels a, n>1, sont positifs ou nuls et puisquesmme de la série de
terme généralan>1, estégale a 1, leested'ordre n, y, est positif ou nul et ma-
jorépar1:

O<mp<1l.

Le rayon de convergence est minoré par 1 :

c. Par définition de la suitg,m=0, ilvient: &g =rm-1 — K ; donc:

A=Y ax1= (=) X"

Par suite :

A(X) = X z Mg XN—1— Z X" =x R(X) — (R(X) —¢) .

n=1 n=1
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Or rp =1;donc:
AX)=(Xx—-1R(X) +1.
Pour xJ]-1, 1[, il vient :

A(x) -1
R(X) =~ =1
[1I-2° a Manifestement :
[ XN <M [X] .

Le rayon de convergengeest par suite supérieur ou égal a 1.

b. Considérons l'expression :

] (o]

Ux) — 2 Zx”: Z(un—,E) xn

Soite un réel positif donné .
ON:On>N, |th—2|<¢€ .
Donc pour x compris entre 0 et 1, il vient :

00

0 N
|U(x)—,EZx“|s Z|un—,€|xn+ lu,— 2] X0 .
n= n= n=N+1

N
U(X) -2 T < Z|un—)z| X+ T |
£
Par suite :
N
JU(X) (1=x) =2 x| < (1 = X) Z ly— 2| + €.
&

Il existen : 1 —n < x < 1 implique :
[U(X) (1-x) —£|< 3 &.
Le produit (1 — x)U(x) tend ver$ ; donc :

A
Ux) ~ 1=

[11-3° a Par hypothése la suite dels b, n=1, est convergente et de ilien£ (£ >0).

D'aprés la questiotl-2° , il vient :

A
B(X) ~T—x

D'apres la questiolt-1° c il vient :
B(x)
AX) = T+B(X)
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Par suite :
1
AX)-1= T+ B(X)
Puisque B(x)croit indéfinimentlorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures, il
vient :

1 X -1
AX) -1~ =B~ "4

. . Ax) -1
Utilisons la relation : R(X) =—~——71—

1
Il vient : lim R(x) =7
X<1,X-1

D'aprés laguestionl-2°, la série dderme général; n=0, est convergente et sa
somme est la limite de R(X) lorsque le réel x tend vers 1 par valeurs inférieures :

2 1
= L= lim R(X)=—.
83 ZO K X<1,X-1 ( ) P

FIN



