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Etant donnée une suite de réels positifs ou nuls ap, n31, tels que la série de terme géné-

ral ap, n1, soit convergente et de somme égale a | :

Zan= l,

n=|
I'objet du probléme est d'étudier les suites (bp)ny1 €t (rn)nyo définies par les conditions ci-
dessous :

e Lesréels by, n1, sont donnés par les relations suivantes :
n-1

by =aj;pourn)2, by=ap+ Zak bnk -
k=1
* Les réels rp, n0, sont définis pour tout entier naturel n par les relations suivantes :

oo

In= Eak.

k=n+l
Premiere partie.
L'objet de cette partie est de donner un exemple, tiré de la géométrie, de suite (an)ny1

dont tous les termes sont positifs ou nuls et dont la somme de la série de terme général ay,

n21, est égale A 1 et d'établir un résultat sur la continuité de la somme d'une série enticre.
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I-1°) Un exemple tiré de la géométrie :
Soit P un plan affine euclidien ; soient A et B deux points dont la distance est égale
a 1. Soit C un demi-cercle de diameétre AB (voir la figure ci-dessous).

a.  Soit M un point du demi-cercle C distinct des points A et B. Au point M est as-
socié le point N défini par la condition suivante : la somme des longueurs des
segments AM et BN est égale a 1. Donner une construction géométrique du point
N. Soient H et K les projections orthogonales des points M et N sur le segment
AB. Soit I le milieu du segment HK. Comparer les longueurs des segments AM
et Al (considérer par exemple les angles 0 et @, angles respectifs des droites AB,

AM et BN, BA).
N

e ?
A H I K B

b.  Soit la suite de points My, ne N, du demi-cercle C définis par un premier point
My, différent des points A et B, situé sur le demi-cercle C et par la relation de ré-
currence suivante : au point My, est associé le point My tel que la somme des
longueurs des segments AMy et BMp,1 soit égale 4 1. Soit Hy, la projection or-
thogonale du point My sur le diamétre AB. Soit I le milieu du segment
HpHp41. Etudier la convergence de la suite des points Hy, ne N (désigner par xp,

la longueur du segment AHp).

Soit (an)ny la suite des réels définis par les relations :
* a1 est la longueur du segment Aly ,
* pour tout n > 2, aj est la longueur du segment I;,_iI,.

Etudier la convergence de la série de terme général ap, n1 ; quelle est sa somme ?

[-2°) Rayon de convergence d'une série entiére ciée A une série convergente :

Soit (cp)ny1 une suite de nombres réels positifs tels que la série de terme général cp,
n¥l, soit convergente. Soit R le rayon de convergence de la série entiére de terme
général ¢y x1, n21. Démontrer que le rayon de convergence R est supérieur ou égal a

I (R>1). Soit C(x) la somme de cette série entiére dans l'intervalle de convergence :

oo

C(x) = ch x".

n=1
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Démontrer que, pour que la somme de la série de terme général cp, n31, soit égale a
1, il faut et il suffit que la limite de C(x), lorsque x tend vers 1 par valeurs infé-

oo

rieures, soit égale a 1 : E =1 lim Cx)=1.
x<1l,x—>1
n=}

Deuxieme partie.

Soient (ap)ny1 et (by)ny1 deux suites vérifiant les propriétés énoncées au début du
probléme. A chacune de ces suites sont associées des séries entiéres de termes généraux
respectifs : ap xP, n31, et by xB, n1. Soient Ry et R les rayons de convergence respectifs
de ces séries entires, A(x) et B(x) les sommes correspondantes dans les intervalles ou-

oo

verts de convergence : Ax) = Zan x", B(x) = an X0,
n=1

n=|

[I-1°) Rayons de convergence :

a. Exemple : Les réels ap, n1, sont tous nuls sauf le réel aj qui est égal a 1.
Déterminer la suite (by)ny1. Quels sont les rayons de convergence Ry, R; et les
sommes A(x), B(x) a l'intérieur des intervalles ouverts de convergence ?

b. Démontrer que les réels by, n31, sont tous positifs ou nuls et inférieurs ou égaux
a1 (0< by 1). Démontrer que les rayons de convergence Ry et Ry des deux sé-
ries entiéres de termes généraux ap X1, n31, et by X0, 01, sont strictement positifs

(préciser un minorant commun).

c.  Etablir la relation ci-dessous entre les sommes A(x) et B(x) lorsque le réel x est
compris strictement entre —1 et 1 (xl < 1) :
B(x) = A(x) + A(x) B(x) .
En déduire la valeur du rayon de convergence Rj.

d.  Application : soit o un réel donné strictement compris entre O et 1 ; soit (ap)ny1.
la suite définie par la relation : ap = (1-ot) a?~1. Déterminer, dans son intervalle
de convergence, la somme A(x). En déduire, pour x appartenant a l'intervalle

ouvert J~1, 1, 'expression de B(x) puis la suite des réels by, n>1.

Dans la question suivante, la suite des réels positifs ou nuls ay, n21, est stationnaire
a partir d'un certain rang ; plus précisément :
*a1#0 ;
« il existe un rang p pour lequel ap n'est pas nul et au dela duquel tous les réels ap sont
nuls tap 20 ;Vn2p+l,a=0.
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La somme de la série enti¢re de terme général a XU, n31, est un polyndme de degré p.
Dans ces conditions soient X1, X2,...,Xp les p racines complexes, distinctes ou confon-
dues, de I'équation algébrique E :

E: Ax)=1.

Le réel 1 est racine de cette équation ; c'est par convention la racine x.

I1-2°) Convergence de la suite (by)nyi :
a.  Démontrer que les racines de I'équation E ont un module supérieur ou égal a 1.

Démontrer que la racine x1 = 1 est simple. Démontrer que 1'équation E n'admet
pas la racine —1 ni plus généralement les racines complexes de module égal a 1
qui s'écrivent : x = eif, 0<6<2m.

b.  Toutes les racines de 1'équation E sont supposées simples. Puisque la fonction
x> A(x) est une fonction polynomiale, d'aprés la question II-1° ¢, la somme
B(x) de la série enti¢re de terme général byx™, n>1, dans l'intervalle de conver-
gence, est égale & une fraction rationnelle. Déterminer la décomposition en élé-
ments simples sur le corps des complexes de cette fraction rationnelle notée en-
core B(x). En déduire 1'expression de chaque réel by, n>1, en fonction des ra-
cines xk, | € k€ p, de I'équation E et de valeurs prises par la fonction dérivée
A’. Quelle est la limite de la suite (by)py1 ?

Troisiéme partie.

Etant donnée une suite de réels ay, n¥1, vérifiant les hypothéses exposées dans l'in-

troduction, soit (rp)n>0 la suite définie par la relation suivante :

k=n+l
Le but de cette partie est d'étudier la série de terme général ry, n0. A la suite (tn)n0 est
associée la série entiere de terme général ry xP, n20. Soit R3 son rayon de convergence et

soit R(x) la somme de la série entiére dans l'intervalle ouvert de convergence.

oo

R(x) = Zrn X0 |

n=0

MI-1°) Rayon de convergence R3 :
a. Exemple : soit & un réel donné strictement compris entre O et 1 ; soit (ap)ny] la

suite définie par la relation : a, = (1-a) a"=1. Les réels Rq et A(x) ont été dé-

terminés A la question II-1° a ; déterminer les réels ry, n20, R3 et R(x).
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b.  Démontrer que la suite des réels rp, nX0, est une suite de termes positifs ou nuls.
Démontrer que le rayon de convergence R3 est strictement positif (préciser un

minorant).

c.  Exprimer, pour x compris entre —1 et 1 (Ixl < 1), la somme R(x) en fonction de
A(x).

1I1-2°) Un résuitat intermédiaire :
Soit (up)n>1 une suite de nombres réels positifs ou nuls bornés ; soit M un réel tel

que pour tout entier n supérieur ou égal A 1, uy € M. Soit p le rayon de convergence

de la série entiére de terme général uy xP, n)1.
a. Démontrer que le réel p est supérieur ou égal a 1.

Soit U(x) la somme de cette série entiere dans l'intervalle de convergence :

oo

Ux) = zun x" .

n=l

b.  Etablir que, si la suite des réels uy, n31, est convergente et de limite le réel stricte-
ment positif £, le réel U(x) est équivalent a 1—5; lorsque le réel x tend vers | par
valeurs inférieures :

Ux) ~ I—J_Z—X .

Dans la question suivante, la suite (by)py1 est supposée convergente et sa limite £
est strictement positive. Lorsque la série de terme général ry, nX0, est convergente, soit S3

S3 = Zrk .
k=0

sa somme :

II-3°) Calcul de la somme S3 :
a.  Donner un équivalent simple de la quantité A(x)-1 oit A(x) est la somme de la
série enti¢re de terme général a, x1, )1, lorsque x tend vers 1 par valeurs infé-

rieures.

b.  Démontrer que la série de terme général rp, n20, est convergente. Calculer sa

somme S3.



