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MINISTÈRE DE L'ÉQCrIPEhlENT. DL' LOGEMENT 
DES TRANSPORTS E T  DU TOURISME 

CONCOURS COhlMUN 1997 
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Banque de notes polir le concoiirs EIVP 

COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 

Filière MP 

2ème épreuve 

DurCe : 4 heures - Coefficient : 12 

Notations 

0 E = R \ Z- = { J  E W 1 z # -n. n E Y}: 

0 La constante d'Euler -; est la limite de la suite dC.fixiie pour n 2 1 par : 

Les théorèmes utilisés devront être énoncés et les hypothèses explicitées. 

Question préliminaire 

Soit ( u n )  une suite à termes strictement positifs b partir d'un certain rang. On 
Un+ 1 O 1 

suppose quïl  existe a E w tel que - = 1 - - + O (2) - 'un n-x: n 
Montrer qu'il existe K E W; tel que : un ,'yx K.n-". 
On youna étudier lu &rie de  terme girtéml Un où. à partir d 'un  certain rang? 
b, = In ( nn'un) et an = bn+ 1 - bn - 
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Première partie 

1. a) Montrer que la série ( c g )  converge uniformément sur tout segment inclus 
n)O 

x 

dans E. En déduire que la fonction y : x ++ est continue sur E 
n + x  

n = O  

converge uniformément sur tout segment 
n 2 l  

b) Montrer que la série 

est continue 
1 

inclus dans E. En déduire que la fonction f : x - --( - - ' x  
n= 1 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

sur E 
Pour la suite on notera h la fonction de W; dans W. t - h(c) - f(z). 
Si x E E.  vérifier les relations : 

Montrer que f est de classe Cx sur E et préciser f(')(z) pour x E E et r 2 1. Déterminer 
la limite de f(')(x) quand x tend vers +x. 

h/lontrer que : ~x E IR;. h ( x )  = C x 1  [- - ~n (1 i : ')]. 
z + n  n + x  

n=O 

1 
ln(l+-) SUT 

1 
Étudier la convergence normale de la série de fonctions x H - - 
] O ; + x j .  Prouver que lim(h) = O. 

a) À l'aide de la question précédente. montrer que pour tout x €11. +xi : 

x + n  n - t x  
+z 

h ( x )  = c ff("-')(z) 
n. 

n= 1 

On pourra montrer que la suite double est sommable. 
1 

b) Étudier la convergence uniforme sur 11. +x [ de la série de fonctions x - -fn-') ( x ) -  n! 
a) Montrer que : V x  E W;. h ( x )  - h(2x) = g ( 2 z ) .  

b) En déduire. en utilisant la question 4. que : V x  E W;:h(x)  = Cg(2"2) .  

Étudier la convergence normale de la série de fonctions x - 9(2"x) sur les intervalles 

x: 

n=l 

[a. +x[. où a €]O, +30[. 
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Deuxième partie 

1 - t2 
1. a) Montrer qiie pour I E E tel que x > -1. la fonction t c+ - 1 - t  est intégrable sur )O. 1 !. 

On pose alors : J (x)  = 1' -dt. 

1 
b) Montrer que l'on a : Vx E ] - 1. + x [ \ { O } .  J(x) = f(z) - - z + 

si J tJ  < 1. 
1 

On p o u r m  utiliser un "développement " de - 1 - t  

2. a) Montrer que la suite double est sommable si /xi < 1. 

X 

b) En déduire que Vs E] - l . l [ . J ( z )  = x ( - l ) k + l < ( k  + l ) x k  OÙ < désigne la fonction 

&éta de Riemann : 11. +x[- W. Q H 1 n ~ -  

k = l  

* 1  

n= 1 

3. a) En remplaçant t* par exp (xln(t)) pour t ~10.13 dans J ( x ) .  montrer que : 

On p o u r m  procéder comme a la question 1. de cette partie. 
b) Montrer que : Vn E N*. In = ( - l ) n n ! < ( n t  1). 

4. a) Vérifier que pour x > -1. J ( z )  - du. 

( - 1 y  ( z )  
n b) En déduire que : Vx > -1. J(z) = 

où (;) = n! 

n= 1 

x(z - 1). . . (z - n + 1) s i n > l e t z f W .  
. I  

On p o u m  utiliser les résultats de lu question préliminaire. 

et, a(n. k) = O si k > n. 

est sommable pour lzl < 1. ((-')*-' a(n. k)zk) n ) l . k ) l  
Montrer que la suite double n. n! 

F (-1)n-l 
a( n: k). d)  En déduire que : V k  >/ 1 ,  ( - l )k+l<(k + 1 )  = n. n! 

n= 1 

FIN 


