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Exercice 1
Je note que, par hypothese, les a,, — et donc les p,, — sont tous non nuls.

Premiere partie

1° Pour (a,,) constante, (p,) est une suite géométrique : si Vk € N a = 1/2, alors Vn € N p, =1/2™.

’ En choisissant a; = 1/2 pour tout k, (p,) converge vers p = 0. ‘

2° Je suppose que (py,) converge vers p # 0; les p,, étant non nuls, j’ai

Pn p
_

- =1
Pn—1 oo p

Vne N* a,=

[ Si (pn) converge vers p différent de 0, alors (a,) converge vers 1.

3° a) Soit n > ng; avec les notations de 1’énoncé, j’ai :

ng n
pn:Hak' H Ak = Png * 4n,

k=1 k=no+1

d’ol, pp, étant non nul,

Pour n > ng, ¢, = p—n.

nq

b) Je suppose que la série > Ina,, converge (Ina, étant défini au moins pour n > ng). Je remarque que

n
Vn>ng Ing, = Z Ina,
k=no+1

et j'en déduis que la suite (In g,,) converge ; soit £ sa limite. Par continuité de la fonction exponentielle,
il en résulte que la suite (g, ) converge vers e’ et donc, d’apres a), la suite (p,,) converge vers p = py,, €.
Or cette derniére limite est non nulle, puisque p,, est non nul et ¢’ > 0.

| Sila série Y- Ina, converge, alors la suite (p,) converge vers un réel p non nul. |

¢) Je suppose que la suite des sommes partielles de la série Y Ina,, diverge vers +o0o (resp. —o0). Alors,
comme ci-dessus, la suite (Ing,,) admet pour limite +oco (resp. —c0) et donc la suite (g,,) admet pour
limite 4+o00 (resp. 0). Par conséquent :

Si la suite des sommes partielles de la série Y Ina, diverge vers +oo, alors (p,,) diverge,
vers +00 si pp, > 0 et vers —oo si py, < 0, tandis que,
si la suite des sommes partielles de la série Y Ina,, diverge vers —oo, alors (p,,) converge vers 0.

n
4° Tci, pour tout n, u, >0, a, > 1 et Inp, = Zlnak;
k=1

— je suppose dans un premier temps que (p,) converge vers p > 0. Alors, par continuité de la fonction
In, (Inp,) converge (vers Inp) et d’apres la relation précédente la série > Ina,, converge. De plus, (a,)
converge vers 1 (¢f. 1°), donc (u,) converge vers 0; il en résulte Ina,, ~ u,. Par conséquent, les deux
séries & termes positifs > lna, et Y u, sont de méme nature, d’ou la convergence de Y u,.

— réciproquement, je suppose que la série Y u, converge. Alors la suite (u,) converge vers 0, donc In a,, ~
un et > Ina, converge. J'en déduis que la suite (Inp,) converge vers un réel £ et donc (p,) converge
vers p = ¢! > 0.

En conclusion,

| (pn) converge vers p > 0 si et seulement si la série Y u,, converge. |

5° Puisqu’ici Y u, converge, en particulier (u,) converge vers 0 et donc

2
Ina, =In(1+u,) =u, +v, ou wv,~ —%.
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a) Si Y u? converge, alors Ina,, apparait comme la somme des termes généraux de deux séries conver-
gentes, donc Y Ina, converge, d’ott d’apreés 3° b) :

’ Si Y u? converge, alors (p,) converge vers p # 0. ‘

b) Si maintenant > u? diverge, la suite des sommes partielles de > v,, diverge vers —oo, donc, puisque
> u, converge, la suite des sommes partielles de Y Ina,, diverge vers —oo, d’ott d’apres 3° ¢) :

[ Si )" w diverge, alors (p,) converge vers p = 0. |

6° Si > u, est absolument convergente, alors en particulier > w, converge et (u,) converge vers 0, donc
u? = o (|uy,]|). Des théorémes sur la comparaison des séries & termes positifs, je déduis que > u? converge.
n ? n

Je peux donc appliquer le résultat du 5° a) :

’ Si > u, est absolument convergente, alors (p,) converge vers p # 0. ‘

Deuxieme partie

1° a) Ici, > Ina, diverge vers +oo (par comparaison & la série harmonique), donc le 1.3° ¢) s’applique :

1
Pour a, =14 —, (p,) diverge vers +o0.
n

Inn Inn)?
b) Ici, u, = (-1)" —, u2 = (Inn) . Il est clair que > u? diverge, par comparaison a la série harmo-
n n

nique. Quant & Y u,, il s’agit d’une série alternée, dont la valeur absolue du terme général tend vers

p . . c 1 . nzr .

0 (Inn = o(y/n)); pour montrer que c’est en décroissant, je considere la fonction ¢ : z — Nk qui
x

est de classe C* sur RT*, avec

1 Inx 2—Inx

T 53/2 9g3/2 T 9p3/2

Vo >0 ¢ ()

Ainsi ¢ décroit sur [62, 400 [ et la série Z u, vérifie le critere spécial des séries alternées. Donc Y uy,
n>8
converge et Y u2 diverge, j’applique le 1.5° b) :

nnn

Pour a, =1+ (-1)" —,
Vvn

(pn) converge vers 0.

2° Ici,

Up = Gp — 1 e et dt,

en remarquant que 1 < ¢/n pour tout ¢t > n (!), jobtiens :

X X 2 _x2
t e " —e

VX >n / e*t2dt < / fe*tzdt =
n n N 2n

d’ou, en faisant tendre X vers +oo,

2
e—n

Il en résulte, compte tenu des croissances comparées des fonctions puissances et exponentielles, que

lun| = 0(1/n2). Ainsi, Y u, est absolument convergente, par comparaison & une série de Riemann
(2> 1!). Donc le 1.6° s’applique :

lun| <

| (pn) converge vers p non nul.
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3° D’apres 'hypothese, les p,, sont tous non nuls.

a) Soit n > 1; j’ai par définition

1 1
1+u, = P dou — +w, = .
Pn—1 Pn Pn—1
I I
Pourn > 1, v, = - —
Pn—1 Pn
- 1 1
J’ai donc — apres I'hécatombe — pour n > 1, Z vy =V — — —.
D1 Dn

k=1
b) i) Si Y wu, converge, comme > u? converge également par hypothese, le 1.5° a) s’applique : (p,)
converge vers p non nul, donc (1/p,) converge vers 1/p; alors d’apres la relation précédente la

suite des sommes partielles de ) v, converge :

[ Si > u, converge, alors > v, converge également. |

ii) Par contre, avec par exemple u,, = 1/n, on a vu au 1° a) que (p,,) diverge vers +o0, donc (1/py,)
converge vers 0 et Y v, converge, alors que la série harmonique Y u,, diverge :

’ La convergence de Y v, n’implique pas la convergence de >_ . ‘

1
¢) Avec u, = (—1)" 2T comme au 1° b), j’ai vu que (p,) converge vers 0 et donc (1/p,,) diverge et il
n

en est de méme de ) v,, d’apres la relation du a).

w1
Pour u,, = (—1) nn > uy, converge et v, diverge.

N

o . . C c .
4° a) Comme « > 0, j’ai u, = sin — ~ —. Pour a > 1, la série ) u,, est absolument convergente, par
e (o3

comparaison & une série de Riemann et donc (p,) converge vers p non nul, d’apres 1.6°. Pour « < 1,
la suite des sommes partielles de Y 1/n® diverge vers +o00 et donc la suite des sommes partielles de
> uy, admet pour limite sgn (c) - co. Or les a,, sont strictement positifs & partir d’un certain rang et
lna, ~ u,; ainsi le 1.3° s’applique et (p,) converge vers 0 si et seulement si ¢ < 0. En conclusion

| (pn) converge vers 0 si et seulement si o <1 et ¢ <O0. |

b) Ici @ = 1; d’apres ce qui précede,

’ Si ¢ > 0, alors Y p,, diverge grossiérement. ‘

Je suppose donc ¢ = —b, ou b > 0 et j’écris, pour n > 1 :
- b - b b "1
Inp, = In{1—-sin-—- | = In{l—sin—-]+—|—0> — —Inn | —blnn.
=S (1) =S (1)« £] o (5 -)

Or, grace aux développements limités en 0 de In (1 — z) et de sinz :

) b . b 1 b 1
ln(1—81nk)+k——smk—i—O(kz)—&—k— (kQ)’

qui est donc le terme général d’une série absolument convergente. D’apres le rappel de ’énoncé, j’en
déduis que la suite (In p,, + bInn) converge. Soit ¢ sa limite. Par continuité de Pexponentielle, la suite
(pn . nb) converge vers e, qui est non nul, d’ott

e[

P

Par comparaison & une série de Riemann, ) p,, converge si et seulement si b > 1. En conclusion :

| > pn converge si et seulement si ¢ < —1. |
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Concours Polytechniques 93 Epreuve spécifique Math2
Partie I

I-1

[-1-1 C’est une question de cours.

La suite a,, = ﬁ est décroissante vers 0 donc, la condition suffisante des séries alternées assure
="

que la série converge.
n>1 \/ﬁ
1-1-2
1 Un développement de u,, au voisinage de +o0o donne u,, = (772 + QJTI/Q + 0(#).

donc la série E u, est la somme de trois séries convergentes, par suite elle est convergente.
n>2

2 La méme méthode donne u,, = % -4 (;31/); + o n:sl/z )-

et par suite la série Z u, est divergente .

n>2
I-2
I-2-1
Si n € [pg, pq + p — 1] alors E(%) =q.
n=pq+p—1
Par suite vy = (—1)¢ Z an = (—1)%b, ol by a le signe commun & tous les a,, (et donc la
n=pq

suite (by), & un signe constant).

I-2-2

n q
Notons S,, = Zuk et T, = Z v, alors Ty = Spgtp—1-
0 0

Donc (Tq> est une suite extraite de (Sn>

qgeEN neN
La convergence de Y u,, implique donc la convergence de . vy.

Réciproquement , supposons que la suite (Tq) N converge . Soit n € N et ¢ = E(%) alors
qe
n
Sn = Ty—1 = (=1)° Z ak

k=pq
n

n
Donc |S,, — Ty—1| = | Z a| = Z |ax| car les a, ont méme signe.
k=pq k=pq
Par suite |S,, — Ty—1| < |bg| = |v4]- Ceci prouve que lim S, existe et est égale & lim T, =
n—-+o0o g—+oo

o0
> v
0
En effet qLH-Eoo vy =0 car Y v, converge.

m u, = 0 est surabondante.

Remarque : dans ce cas particulier I’hypothése 1i+
n—-—1+0oo

[-2-3
lim wu, =0 implique lim v, = 0. (somme de p termes consécutifs).
n—-+4oo n—-+4oo

De plus pour tout ¢ > nq on a :



n=pq+p—1 n=pq+p—1 n=pq+p—1
lvg| = | § Up| = § un| < § [Untp| = |vg+1]
n=pq n=pq n=pq
du fait que |up| < [Unypl-
Ainsi la suite |v, | est décroissante a partir du rang n;,. Comme on sait déja que la série de terme
vy, est alternée, > v, converge d’apres I-1-1.

1-2-4
vg=v1 =0 . Pour g > 2
( 1)qpq§):_1 1 (=1)p
v — (— _
! o Va+ (DT Vet (=)

D’apres 1-1-2-1 3 v, converge et de plus u, tend clairement vers 0 donc , d’apres I-2-2 Y u,
converge.

1-2-5
Par un calcul analogue : vg = vy =0 . Pour ¢ > 2
( 1)qpq§:—1 1 (=1
Vg = |— =
! = Va+ (=D Vgt (=1)e

et par le méme argument Y u, diverge.

Partie 11
II-1
I1-1-1
f1 est manifestement de classe C* sur R.
1I-1-2
Pour tout n a,, = 0 ,(fonction impaire) et
2 [T 4
by, = —/ z(m —z)sinnrdr = — (1 - (71)">
T Jo ™
D’oul
bar, =0 pour tout n >0
. __ 8
LT r(2n 4+ 1)3
I1-1-3

f1 est somme de sa série de Fourier sur R. ( théoréme de convergence normale).

11-2

I1-2-1

f2 est de classe C! sur tout intervalle ne contenant pas de points de la forme +b + 2k7 et C*
par morceaux sur R.

11-2-2

Pour tout n > 1 ,b, = 0.
2 b

an = —/ cosntdt D’ou :
™ Jo

2b 2sinnb
ag=— et a, =
s

pour n > 1
™



