ENSAE MP 92 MATHS 1

PROBLEME II

1. Supposons n composé, il existe d,n’ tel que n =dn’ et d ¢ {1,n}

n'—1

ap=2"—1=2" —1=(2-1) ) 2%
k=0

2¢ — 1 est un diviseur de a,, différent de 1 et de ay, a, est donc composé. Par contraposée on a donc :

Vn € N*\{1},  a, est premier = n est premier

2.
a1 = 2047 = 23 % 89
a11 n’est donc pas premier. L’implication réciproque de la précédente est donc fausse.
3. (a)
g k g )
Sy = > witent = | Dot | =11 2w
0<B;<a; 8:;=0 i=1 \j=0
(b) Sin n’est pas premier alors il admet un diviseur d différent de 1 et de n et donc
Sn)>1+d+n>n+1
Par contraposée :
S(n) =n+ 1= (n premier)
4.
a+1

« 4 1_p
S o p— = —-—-—
(") = v —
j=0
S(p*) > 2p* e 1—p*tt > 2p*(1-p)
S(p*) > W% = 2% < ptt 41

Or
2pa S pa+1 < p(x+1 + 1

Donc p® est abondant.

S(p™ I e, 1
w=TE = =3
P = =P

(e}
p iz
donc la suite u, est croissante.
. 1 p
lim wu, = T=——
a—> 00 1— = D — 1
P
(a)
S6)=1+2+3+6=12

6 est donc un nombre parfait.
(b) Soit & un entier pair, si n’a pas de diviseur premier implair alors x est de la forme 2% et est un

nombre abondant.
Donc si x est un entier parfait pair, il a au moins un facteur premier impair et

Ja € N*, 3k > 3, impair, = = 2%

Sm)= > dd=[>"d Y d | =8m)Sim)
d|n

0<d|n,0<d’|m o<d'|m



5. (a) Or S(m) > m donc S(nm) > mS(n)
et si m > 2 alors S(m) > m + 1 donc

S(nm) > (m+1)S(n) >mS(n) +1

(b)
S(z) = 2=z
S(2%)8(k) = 2°Tk
(et —1)S(k) = 20tk

donc (29F! — 1) divise 291k et est premier avec 2%t donc
(22T — 1) divise k

(c) En remplagant k par (2*F1 — 1)k; on obtient

(2o —1)S((2*T —1)ky) = 20T (22T — 1)k,
S((2°M —1)ky) = 22k
Orsik; >2
S((2°M —1)ky) > kS22 —1) +1

donc

20Tk > B S22t —1) +1

20k > k20t —141)+1

20T ke > k2ot 41

on arrive a une contradiction. Donc k1 = 1 et
S(2a+l _ 1) < 2a+1

donc
S(2a+1 _ 1) _ 2a+1
et 201! — 1 est un nombre premier.

(d) Supposons que x = 2""1(2" —1) ot n > 2 et (2" — 1) premier

S(z) = SE2Hs@e2"-1)
S = 2"-12"-1+1)
S(x) = (2"-1)(2")

S(x) = 2z

et donc x est un nombre parfait pair.

(e) L’ensemble des nombres parfaits pairs est donc I'’ensemble des nombres de la forme 27~1(2" — 1) ou
n > 2 et (2" — 1) premier

6. (a)



