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PROBLEME II

1. Supposons n composé, il existe d, n′ tel que n = dn′ et d /∈ {1, n}

an = 2n − 1 = 2dn
′
− 1 = (2d − 1)

n′−1∑
k=0

2dk

2d − 1 est un diviseur de an différent de 1 et de an, an est donc composé. Par contraposée on a donc :

∀n ∈ N∗\{1}, an est premier⇒ n est premier

2.
a11 = 2047 = 23 ∗ 89

a11 n’est donc pas premier. L’implication réciproque de la précédente est donc fausse.

3. (a)

S(n) =
∑

0≤βi≤αi

pβ1

1 ....p
βk

k =

 αi∑
βi=0

pβi

i

 =

k∏
i=1

 αi∑
j=0

pji


(b) Si n n’est pas premier alors il admet un diviseur d différent de 1 et de n et donc

S(n) ≥ 1 + d+ n > n+ 1

Par contraposée :
S(n) = n+ 1⇒ (n premier)

4.

S(pα) =

α∑
j=0

pj =
1− pα+1

1− p

S(pα) > 2pα ⇔ 1− pα+1 > 2pα(1− p)
S(pα) > 2pα ⇔ 2pα < pα+1 + 1

Or
2pα ≤ pα+1 < pα+1 + 1

Donc pα est abondant.

uα =
S(pα)

pα
=

1

pα

α∑
j=0

pj =

α∑
j=0

1

pj

donc la suite uα est croissante.

lim
α−→∞

uα =
1

1− 1
p

=
p

p− 1

(a)
S(6) = 1 + 2 + 3 + 6 = 12

6 est donc un nombre parfait.

(b) Soit x un entier pair, si n’a pas de diviseur premier implair alors x est de la forme 2α et est un
nombre abondant.
Donc si x est un entier parfait pair, il a au moins un facteur premier impair et

∃α ∈ N∗, ∃k ≥ 3, impair, x = 2αk

(c)

S(nm) =
∑

0<d|n,0<d′|m

dd′ =

∑
d|n

d

 ∑
0<d′|m

d
′

 = S(n)S(m)

1



5. (a) Or S(m) ≥ m donc S(nm) ≥ mS(n)
et si m ≥ 2 alors S(m) ≥ m+ 1 donc

S(nm) ≥ (m+ 1)S(n) ≥ mS(n) + 1

(b)

S(x) = 2x

S(2α)S(k) = 2α+1k

(2α+1 − 1)S(k) = 2α+1k

donc (2α+1 − 1) divise 2α+1k et est premier avec 2α+1 donc

(2α+1 − 1) divise k

(c) En remplaçant k par (2α+1 − 1)k1 on obtient

(2α+1 − 1)S((2α+1 − 1)k1) = 2α+1(2α+1 − 1)k1

S((2α+1 − 1)k1) = 2α+1k1

Or si k1 ≥ 2
S((2α+1 − 1)k1) ≥ k1S(2α+1 − 1) + 1

donc

2α+1k1 ≥ k1S(2α+1 − 1) + 1

2α+1k1 ≥ k1(2α+1 − 1 + 1) + 1

2α+1k1 ≥ k12α+1 + 1

on arrive à une contradiction. Donc k1 = 1 et

S(2α+1 − 1) ≤ 2α+1

donc
S(2α+1 − 1) = 2α+1

et 2α+1 − 1 est un nombre premier.

(d) Supposons que x = 2n−1(2n − 1) où n ≥ 2 et (2n − 1) premier

S(x) = S(2n−1)S(2n − 1)

S(x) = (2n − 1)(2n − 1 + 1)

S(x) = (2n − 1)(2n)

S(x) = 2x

et donc x est un nombre parfait pair.

(e) L’ensemble des nombres parfaits pairs est donc l’ensemble des nombres de la forme 2n−1(2n − 1) où
n ≥ 2 et (2n − 1) premier

6. (a)

2


