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DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Corrigé de M. Quercia (michel.quercia@prepas.org)
Premiére partie

Si L est discret alors 0 € L est isolé. Si 0 est isolé, soit V' un voisinage de 0 tel que VN L = {0} et z € L : alors
V + x est un voisinage de z et (V+z)NL=(V4+2z)N(L+z)=(VNL)+z={z} donc x est isolé.

Soit L un sous-groupe discret et (x) une suite d’éléments de L convergeant vers € E. Alors (41 — xy) est
une suite d’éléments de L convergeant vers 0, donc puisque 0 est isolé on a ;41 — x = 0 a partir d’un certain
rang, soit k > K, et la suite (x)r>k est constante donc x = zx € L.

aZ est bien un sous-groupe de R et il est discret car 0 est isolé : | — a,a[NaZ = {0} sia > 0et ] —1,1[N0Z = {0}.

Réciproquement, soit L un sous-groupe discret de R. Si L = {0} alors L = 0Z ; sinon soit r > 0 tel que
]—r,r[NL={0} et @ =min(LN[r,+o0[). a existe car L N [r, +oo[ est non vide (sinon L C R~ et L = —L donc
L = {0}), fermé et minoré. On a a € L par construction donc aZ C L et a = min(L NR™*). Soit alors z € L :
il existe ¢ € Z unique tel que ga < z < (¢+ 1)a doty =z —ga € L et 0 < y < a ce qui implique y = 0 par
définition de a d’ou = ga € aZ. Ceci prouve que L = aZ.

L est bien un sous-groupe de R, c’est le sous-groupe engendré par 1 et . Supposons L discret, soit L = aZ pour
un certain a € [0, +oo[. Alors il existe p,q € Z tels que 1 = qa et « = pa d’ott ¢ # 0 et o = p/q est rationnel.

Réciproquement, si « est rationnel, a = p/q avec p,q € Z, alors L C (1/q)Z qui est discret donc L est lui aussi
discret.

On prend L = {(m + nm,m), m,n € Z}, le groupe engendré par (1,1) et (m,0). La premiére projection de L
est L1 = {m + nm, m,n € Z} non discret car m est irrationnel. Par contre L est discret car (0,0) est isolé :
LN]—1,1[2={(0,0)}.

Supposons P infini : il existe alors une suite () d’éléments de P deux & deux distincts, et P est borné donc
cette suite admet une sous-suite (z,(x)) convergente dans E.
On a alors Ty(p41) — Tpk) € L\ {0} et Tyri1) — T — 0 ce qui contredit le fait que 0 est isolé.

Comme 2z € L C F, z admet une décomposition : z = Y A\a; avec \; € R. Alors (y,2) = (> [Nias, D {Ai}aq)
i=1 i=1 i=1
convient.

K2

m m
Soit (y', z’) un autre couple de L' x P tel que x =4’ + 2, et ¢y = > wia;, 2/ = Y via; avec u; € Z et v; € [0, 1].
=1 =1

K2
m m
Onazxz=> MNa;=y +2 = (u; +vi)a; soit p; + v; = A; par indépendance linéaire des a; ce qui implique

=1 =1
i = [Ai] et v; ={\;} puisque p; €Z et 0< 1; < 1,dony =yet 2 =z
La suite (zx) est a valeurs dans P fini, donc il existe k < k' tels que 2z, = zp soit (k' —k)z = ypr —yr € L.
Onnote P = {z1,...,2p}, d; € N* tel que d;x; € L' et d = ppem(dy, ...,d,). Alors pour tout z € Pon adx € L'

dou PC (1/d)L/ et L=L"+ P C (1/d)L’. Soit alors :

{ zr — (1L
PP O A N Anan)/d.

0 est un morphisme de groupes, injectif car les a; sont linéairement indépendants, et surjectif par définition de L.
L’image réciproque, ¢~ (L), est un sous groupe de Z™ isomorphe a L.

Remarquons déja que 7 est un morphisme de groupes. (L) est un sous-groupe de Z, donc de la forme kZ avec
k € N. On choisit 2° € L tel que 7(2°) = k.

7(z) € w(2®)L donc il existe p € Z tel que w(z) = pr(z?). Alors x = pa° + (v — pa2®) = pa® + 7 et par
construction : ¥ € L, &, = m(Z) = 0. Unicité de (p, %) : si # = qz° +y avec ¢ € Z, y € L et y,, = 0 alors
7(x) = pr(2°) = qn(2°) d’ott ¢ = p car w(z°) # 0, puisy = 2 — qz° = v — p2° = 7.
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On montre par récurrence sur m que si L est un sous-groupe de Z™ alors il existe € N tel que L est isomorphe
a Z". Ceci suffira a conclure puisque tout sous-groupe discret de F est isomorphe & un sous-groupe d’un groupe
7.

Pour m = 0 I’énoncé est trivial, et pour m = 1 c’est un fait connu (les sous-groupes de Z sont monogenes).
Supposons m > 2 et soit L un sous groupe de Z™. Si w(L) = {0} alors L C Z™~! x {0} donc I’application
(1, ..o, Tm) — (21, ..., Tsy—1) induit un isomorphisme de L sur un sous-groupe L’ de Z™~!. L’ est isomorphe
a un groupe Z" par hypothese de récurrence et L est aussi isomorphe a Z".

Si m(L) # {0} soit 2° € L tel que n(L) = n(2°)Z et L' = LN(Z™* x {0}). L’ est un sous-groupe de Z™~! x {0}
donc est isomorphe & un Z" et L = Zxo ® L’ (question précédente) est isomorphe & Z" 1.

Soient A, A’ ces aires, B une base orthonormale de E et P la matrice de passage de (u,us2) & (v1,v2). On a :
A" = |detp(vi,ve)| = | detg(u1,uz) det P| = Al det P.

Les coefficients de P sont les coordonnées de v; et ve dans (u1,us), ce sont des entiers donc det P € Z. De

méme, P! matrice de passage de (vi,v2) & (u1,uz), est a coefficietns entiers d’ott det(P~!) = ﬁ € Z ce qui

entraine det P € {—1,1} et A= A’

Deuxiéme partie

L(GB) est le groupe engendré par les colonnes des matrices de G et L(B) est I’ensemble des vecteurs & coordonnées
entieres donc d = ppem{dénominateurs des coefficients des éléments de G} convient.

On a G(GB) = {gy(x), g € G, x € GB} ={goh(y), g € G, h € G, y € B} = GB donc L(GB) est stable
par toutes les applications g € G. De plus c’est un sous groupe de (1/d)L(B) = (1/d)Z™ donc il est isomorphe
dun Z" et r < n (ceci se démontre par récurrence en reprenant la question 5c¢). Soit (ey,...,e,) une Z-base
de L(GB) : le sous-espace vectoriel engendré par GB est le sous-espace engendré par (e, ...,e,) donc est de
dimension au plus r et B = id.B C GB donc il contient le sous-espace engendré par B c’est-a-dire E. On en
déduit r = n puis r = n et B’ = (e1,...,€e,) est une base de E. Alors pour g € G on a g(e;) € L(GB) donc
g(e;) est une combinaison linéaire & coefficients entiers des e; ce qui prouve que la matrice de g dans B’ est &
coefficients entiers.

Soit a I'endomorphisme de E de matrice A dans la base canonique de E et G le sous-groupe de GL(FE) engendré
par a. G = {a¥, 0 <k < r} est fini et les matrices dans B des éléments de G sont & coefficients rationnels donc
il existe une base B’ de E dans laquelle les matrices des éléments de G sont a coefficients entiers. En particulier
A est semblable a une matrice & coefficients entiers et son polyndéme caractéristique est a coefficients entiers.

A annule le polynéme X" — 1 qui est scindé a racines simples dans C, donc A est C-diagonalisable et ses valeurs
propres, A, i, sont des racines d’ordre r de 1. Distinguons plusieurs cas :

DA=p=1. Alors A=1Tetr=1.

ii)A=—1,u==41. Alors A#Tet A2=1,r=2.

iii) A = e, p=e"" avec 0 < @ < 7. Alors tr(A) = 2cos@ est un entier compris strictement entre —2 et 2, d’out
0e€{r/3,7/2,2r/3} et r € {6,4,3}.

Il n’y a pas d’autre cas car A et p sont soit tous deux réels soit tous deux non réels conjugués.

0 -1 0 -1 0 -1
E les. r=1:1.r=2:—-1. r=3: ( ) =4: ( ) =6: ( )
xemples. r r r=3 1 1 r 1 0 r==06 11

Troisiéme partie
C’est un fermé borné de L(E), ev de dimension finie.
(u,a) o (v,b) = (uowv,a+ ud)) donc AO(E) est stable par composition. La loi o est associative, (e,0) est

élément neutre et (u,a) o (u=!, —u=(a)) = (u=!, —u=1(a)) o (u,a) = (e,0) donc (u,a) admet pour symétrique
(ua a)_l = (u_la _u_l(a))'

10b. (u, a)(e, b)(u,a) =t = (e, u(b)).
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1la.Siu(L)+a=Lalorsa=u(0)+a€ L dou L+a=Let u(L) =L —a= L cest-a-dire (e,a) € G et (u,0) € G.
11b. Soit (eq, ...,e,) une Z-base de L et M = max(|le||, ..., |len|]). L’ensemble K = {z € L, ||z|| < M} est fini car

1lc.

L est discret et si (u,a) € G alors (u,0) € G donc u(e;) € K pour tout 4. Ainsi la restriction de u & (eq, ..., ep)
ne peut prendre d’un nombre fini de valeurs et cette restriction détermine u par linéarité, donc I’ensemble des u

est fini.
L admet (2e1,e2) = ((2,0), (0,1)) pour Z-base, M = 2 et :

K = {(£2,0), (0,42), (0, +1), (0,0)}.

Considérons (u,0) € G. On a u(2ey) € {(£2,0),(0,+2)} et u(ez) € {(0,41)} par conservation de la norme et
u(e1) L u(ez) ce qui donne quatre matrices éventuelles pour u dans la base orthonormale (eq, e3) :

(1 O) (—1 O) (1 O) (—1 O)

0o 1/ 0o 1/ 0 —-1)° 0 -1/

Ces quatre matrices sont effectivement orthogonales et en composant avec une translation (e,a) avec a € L
arbitraire on obtient quatre familles de transformations éléments de G :

(z,y) — (£2 + 20, £y + ), a,BEL.
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