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Convergence de séries entieres sur le cercle de convergence. ‘

Partie I : Calculs préliminaires

I-A) La premiere inégalité est standard ; la seconde tient & la concavité de la fonction sinus sur [0..7/2].

I-B) La restriction sur x permet de sommer comme suite géométrique :
P (1 — ¢lla—p)r)

q kx| _
‘Zk:pel :):’_| 1 —¢e®

I-C) Cette question porte sur la transformation d’Abel

q—1 q—1 q
1) Z (uk — uk+1).Vk = Z (uka) — Z (uk.Vk_l)
k=p+1 k=p+1 k=p+2
q—1
= upr1.Vpy1 + Z upv — (uq.Vy — uq.vq) car Vi —Vi_1 =y

k=p+2

q
= Upy1.Vp + Z Uk Vg — Uq-Vy car Vo1 =V, + v,
k=p+1

N —1
d’ou : Db (o) = 300 (wk = wiep 1) Vie + ug. Vo — up.Vy

2) Erreur grossiére dans le texte : il faut ajouter ’hypothése : u, — 0!
Montrer que ), - unvy, converge revient a prouver que | EZZerl upvg| = 0 (p,q — o0) .

N 7 z . . . P . —1 .
Les hypotheses de 1’énoncé entrainent par majoration élémentaire que | EZ:p (g —upg1) Vil = 0 et siu, —0
alors ug.Vg —upy1.V, = 0 (p — 00) . La convergence de ) uy,.v, est alors conséquence de 1'égalité obtenue dans
la question précédente.
3) Si (up) est décroissante et convergente, alors Y p_; |up — Ugt1| = U1 — Upy1 — w1 — lim(uy,) , et u, — 0 permet
de conclure, comme au-dessus, & la convergence de >~ |ug — ug+1] -

s . 7 . 7 . . . eka )
I-D) Les séries proposées sont les parties réelle et imaginaire de ), = posant up = 1/k et v, = €

ikx
conditions d’application de I-C-3) sont réunies (au vu de la majoration I-B) ) , donc la série ;-4 eT converge

sans utiliser I-C)-2) .

bz les

Siz€2nZ ,alors ) o, % =D k>1 % qui diverge .

Partie II : quelques exemples d’ensembles C,

II-A) o Si |z| < 1 alors |2.R,| < Ry donc ) bp2"™ = ) an(2.R,)" est absolument convergente
e Si |z| > 1 alors |2.R,| > R, donc > bp2" = > an(2R,)" diverge grossiérement .
o 2 €y & (2| = Ry et ) anz" converge) < (|z/Rq| =1 et > b,(z/Rs)" converge) < RL ey
a

II-B) 1) Si |z| = R, = 1 alors |ap2™| = |ay| donc z € Cy : Cy est le cercle unité .
2) Vo € I, |e™®] = 1 donc |fu(z)] = an et Y. |fn(x)] = 3 |a, qui converge : il y a convergence normale donc
uniforme de > f,, sur I, et la fonction somme est par conséquent continue sur I.
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3) On prend a, = 1/n?
II-C) Prendre a,, = 1.

II-D) 1) e Ry, > 1 = ) a,z" est absolument convergente pour |z| < R, donc en particulier pour zp, ce qui est
faux. Donc R, < 1.
e R, < 1= > a,z" diverge grossierement pour |z| > R, , donc en particulier pour zy , ce qui est faux : R, > 1.
On conclut R,=1.
2) @ Siz=¢, alors Y anz™ =) 1/n est divergente.
e Si|z|=1et z#& alors % = e avec v ¢ 2k7Z et Ean(é)” converge par application de I-C-3) et I-B).
On conclut C est le cercle unité privé de & .
3) an = n Sy f" convient évidemment.

4) Prenant ¢ = e~ dans II-D-2) on trouve cosn(n) comme partie réelle du facteur %5” considéré , donc, dans

II-D-4) , R, = 1, C, est le cercle unité privé de e’ (invariance par conjugaison par parité de cos ), et > |a,|
diverge car dans le cas contraire C, serait le cercle unité complet.

Partie IIT : C, est le cercle unité et Y |a,| diverge

Les questions III-A) et III-B) sont des variations sur le critére spécial de séries alternées et la sommation par
paquets.
ITI-A) 11 est clair que |ay,| ~ 1/n donc > |a,| diverge.

N +1)2-1 2p+1
1LB)1) [Ry| < N ]% <y }% = =05

2) Onpose by =3 20 <(pi1)2—1 @n; alors by = 3 3(—1)P. K avec K > 0 et K < 2p —QF 1

vu la question précédente.

La série ) b, est convergente d’apres le critére spécial des séries alternées. Les sommes partielles de cette série

forment une suite convergente et la différence entre une somme partielle de la série Y a,, et la somme partielle

2p+1
2

correspondante suivant ’encadrement de ’énoncé de la série ) b, est (III-B1)) inférieure & , qui tend vers

zéro . On conclut que la suite des sommes partielles de ) a, converge, i.e. que la série > a, converge.

ITI-C) 1) Dans le cas d’indice n le plus général, an+1 — a, = 0 . Le cas "particulier” se produit lorsque
% - 1 = 2p +1 3 , donc

P (p+1)? p(p+1)

n=@p+1)2—-1letn+1=(p+1)2 Dans ce cas : |a,11 — an| =

Zn21 |an+1 — ap| converge .
2) Siz € I\{0} =] —m, 0[]0, 7[ , posant (un) = (an) et (vn) = (™) = (2") , on peut appliquer (I-B)) et (I-C-2)),
donc ) anz™ converge.

Partie IV : Un dernier exemple

Comme dans la partie III, la série entiére considérée converge sur le cercle unité , mais cette fois Y a, est

grossierement divergente, alors que dans III elle était semi-convergente.

IV-A) 1) La somme est par définition de k; & termes > 0, donc > }_, w >0.
sin(k.x) sin(k.x)
" kax k

sin(k.x)
k

Par ailleurs <z <z donc Yy <nzr<ky,r<m.

315 _1 — pikx . _ . FATE 1
2) On utilise I-C-1) avec ug = 7 et v = €™ avec 1 B) : |Vil| , |V,| et |V,| sont majorées par sin(z/2) °
; 22 _ T poy L s
Or (cfI-A)) sm(;r/2) > .5 =7 dou sin(z/2) < 2. En utilisant 'inégalité triangulaire dans I-C-1) on obtient :

ikx
n 1 2
DI 10 kx+1(E*k+ )+ T +1) ok 7r+1)
) =

mdol: | 30y k |<2

Il reste a prendre la partie imaginaire pour obtenir : | > 0, | m| <2.

Or, par définition de k; : z.(k;y + 1



3) 1>y sm( )| < |Z M| 1Y k41 m| < m+2 = C (ceci lorsque n > k, ; cette inégalité

est évidemment Vrale sin<k )
Remarque : on a supposé ici x €]0, 7| mais, pour = 0 , tous les termes sont nuls et on peut toujours se ramener
au cas x € [0, 7| par périodicité de |sin(k.x)| .

IV-B) 1) En mettant XV en facteur et en remplacant X par e on obtient :

. . _ ikx —ikx o sin(kx

Quv(e) = Ve (Sp_y ZE e = _gjeite g SRD)
2) Trivialement Cy = 2.C1 = 27 + 4 convient, vu IV-A-3).

IV-C) Notons que Nj = 2.n; d’ott I; = [|27°,3.273||. Il suffit alors de vérifier que 20+D° > 3.27°

IV-D)D’apres TV-B-2) , |Pj(e!®t1/9))| < Cy . (By(z)) est donc la suite des sommes partielles d’une série de
fonctions majorée en module par Y =2 , par conséquent normalement convergente. Il en résulte que la suite

J

(Bn(z)) est une suite de fonctions continues uniformément convergente sur I, donc de limite F'(x) continue sur I.

IV-E) Les intervalles I; sont disjoints (cf IV-C)) et le plus "grand” d’entre eux, obtenu pour j=n , a comme

ik que pour k < 3.27° . Si un tel k

appartient a un intervalle I; donné , il est obtenu dans P; avec le coefficient N.l_ k.e““/ J (cf calcul de IV-B-1) et
J

. . 3 , N
entier maximal 3.2" . On ne récupere donc dans B, (z) des termes en e
n

le fait que la variable dans P; est '@ +1/3) et non € ).
ikx

On obtient donc €™ avec le coeflicient aj = %'N»l k.ei'k/j , d’ou, globalement, By (z) = A, ,.3(7) .
f .

j -
IV-F) 1) N; — k parcourt les entiers de (—n;) & (—1) et de 1 a n; , en excluant 0 .
On a donc : Y {_ \ak —ag] <2.(1+4 anl(l. _ 1 ) <4 (par télescopage).

v 1+1 '
2) A laide de I- C 1) , on procede exactement comme dans IV-A-2) , avec ici uy = oy et vy = eth®
On obtient ainsi la majoration : | Zzzp ek < (4+1+1).2 Te] =] 3| avec C3 = 67 .
3) @ Si x=0, j > 1 convient; si z = :l:% , 7 > n convient ; sinon on prend j > E(ﬁ) +1.

e VulV-E) , |A,(z) — Bj(z)| = | ZZ:p ape*®| avec 2° <p<q=2327"°
soit : [An(z) — By(z)| = j%.| S aget et | = j%.| S apel @]

Pour j (donc n) suffisamment grand onazx-+ % € I\{0} et on applique IV-F-2) : |4, (z) — Bj(z)| < 216—;21/] .
T J
oSix=malors,Vj >1,x— = 7é 0etx— % € I ; on peut ainsi reprendre le méme calcul sous la forme :

|An(x) - Bn($)| = |An($) - Bn(x)| = ?’ Zk:p O‘ke_z'k/Je_lkﬂ

Or z = 7 donc e ™% = ¢k gt on obtient comme au-dessus :

i O
|An(x) — Bp(x )!— A, ape” M| <
! h=p j*|m = 1/j]
4) Ve >0 ,Ve el ,|Ay(z) — F(z)| < |An(z ) Bj(x)| + |Bj(x) — F(z)| < €, ceci pour n assez grand, et donc j
assez grand pour respecter IV-D) | j étant lié & n par les conventions de IV—F—3) .
Noter qu’on perd la convergence uniforme sur I mais qu’on peut la conserver sur les segments inclus dans | —

m, 0[]0, 7] .

IV-G) On montre effectivement dans cette question qu’il n’y a pas convergence uniforme au voisinage de 0.
1) La différence a effectuer permet de ne conserver que les termes de la somme correspondant a la ”moitié gauche”
de I'intervalle I; , soit :

AN]-(_%) AN,y (— ) Zk N e—ik/i — j%'zk;Nj—nj le_ Zk " k (en changeant
d’indice)
~ In(27°) = §3.In(2) donc Pexpression précédente équivaut a i.In(2): en particulier elle ne tend pas
2) Thsi f ( j p p q j ; en p p

vers 0 lorsque j — 400 , ce qui contredit le critére de Cauchy uniforme au voisinage de 0 : il n’y a pas convergence
uniforme de ) f,, au voisinage de 0.

IV-H) Si k, > 1, il y a convergence uniforme de ) f, sur le cercle unité , ce qui est faux par IV-G-2) (pas de
convergence uniforme sur le cercle au voisinage de z=1). Donc R, < 1. Or on a vu en IV-F-4) que ) f,, converge
simplement sur le cercle unité , donc R, > 1 et C, est extérieur -au sens large- au cercle unté .

Conclusion : R, = 1 et C, est le cercle unité .



