MINES-PONTS 2004 Maths

i Probleme 1 :
Etude des fonctions harmoniques du plan.

Quelques exemples de fonctions harmoniques :

1. (a) Fonction exponentielle : La fonction f : (x,y) — expz (cosy + isiny) est de classe C* sur le plan R2.
sz = fet gy’; =i2f. Donc Af =0, i.e. f est harmonique sur R?.
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(b) Fonctions puissances : La fonction g, est de classe C* sur R%. Si n < 1, alors 88 I = 88 23 = 0. Sinon,
aafz" =n(n—1)gn_o et 92” =1i%n(n — 1)g,_o. Dans tous les cas, Ag, = 0, i.e. g, est harmonique sur R2.

2. Fonctions radiales : Si u est de classe C? sur |0, +-oc[, alors h : (z,y) — u(\/22 + y2) est de classe C? sur 'ouvert
R2\ {O}. En posant r = /22 + 42, on a gZ(a: y) = k: Zu (2) puis gTh(a: y) =+ ’(7’) o 4 TZUN( r), enfin par
symétrie, y(as y) = Zu/(r) et & h(:c y) = L/ (r) — & + Lu”(r). Donc Ah(z,y) = Lu/(r )—|—u”( ).

Alors h est harmomque sur ]RQ \ {O} si et seulement si u’ est solution sur R™* de 'équation différentielle
2+ %z =0, i.e. si et seulement s’il existe k € R tel que v’ : r — %, i.e. si et seulement s’il existe k,c € R tels
que u:r — klnr+ec.

3. Si v est de classe C? sur R, alors k : (x,y) — v(¥) est de classe C? sur 'ouvert R? \ y'Oy. En posant t = g,

2 2
on a Gi(e) = ~dhold), hlr.y) = 200+ G0, Giey) = O et Ghy) = H0"(0). Done

Ak(z,y) = 5 [2t0'(t) + (82 + 1" (t).
Alors la fonction k est harmonique sur R? \ {O} si et seulement si V¢t € R, (£ + 1)v”(t) + 2tv'(t) = 0, i.e. si
et seulement s'il existe k € R tel que V¢t € R, (2 + 1)v/(t) = k, i.e. si et seulement sil existe k € R tel que
Vi e R,V (1) = %, i.e. si et seulement s’il existe k,c € R tel que Vt € R,v(t) = karctant + c.

4. Soit K un fermé borné du plan, i. e un compact du plan. Il existe C' € R tel que V(z,y) € K, |z + iy| < C. Alors
Vn e N,V(x,y) € K, |un(z,y)] <1 ) << ~ = a,,. Comme la série 3" @, est une série convergente indépendante

de (x,y), la série Y u, converge normalement, donc converge uniformément sur K.

On en déduit la convergence simple sur le plan. De plus comme pour tout n € N, la fonction u,, est continue sur
le plan, la convergence uniforme sur tout compact du plan prouve la continuité de la somme ¢ = ioz U, sur le
plan. =

5. On va montrer que ¢ admet des dérivées partielles jusqu’a 'ordre 2 continues sur le plan.

Existence des dérivées partielles : on fixe y € R et on étudie la série de fonctions > uy ., ol Uy p 1 & — up(x,y).

~ Pour tout n € N, la fonction u,,, est de classe C* sur R et Va € R, v, ,(z) = (—1)" % et uy ,(v) =

(~1)rn(n — 1)t

- L ¢ t simplement et bsolument sur R : = W
es séries Z Uy n, Y Uy, €6 D uy , convergent simplement et méme absolument sur |u! Uy, n(@)] = n g —

(2n)! —
[22 4 y2)" [a2Fy2)n 2 /22 4 42)"—2
: n y1))| et ‘“Z,n(x)‘ =n(n— 1)( (2{?)!) <! (nsz))x :
— La série ) uy , converge uniformément sur tout segment [~a,a] C R : Vn > 2,Vz € [~a,a], u;/'n(m)f <

n—2 n—2
W) ot 1a série > (v a2+y2))

(n—2)!

=) est indépendante de x et converge.

On déduit du théoréme de dérivation terme a terme que la somme de la série Y uy », i.e. la fonction ¢, : x —

(o] o0
@(z,y) est de classe C* sur R et que @) () = Z u;n(x) et py(v) = Zo ty (7).
n=0 n=

. 2 . o0 oo 2
Finalement 92 et 9-% existent sur R?, §2 = 3 %o ot T8 = Y~ Tt
2 2
On obtient de méme ’existence et la valeur de ?—“’ et 6 2 ¢et, de maniere presque identique, de ot 22
Gxay Oyox
o _ 2o _ %o _ .@
On remarque que oy = 81:2 et awy ayaz =i55-

Continuité des dérivées partielles secondes : il suffit de la prouver pour g On procéde comme a la ques-

n—2 Cn2

tion 4. Avec les notations de la question 4 : Vn > 2,V(z,y) € K, ‘ T )‘ n(n 1)% < ooy = B, et
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s . s . 2 . ’ .
> Bn est une série convergente. La série > 88;‘2" converge uniformément sur K. La convergence uniforme de la

. 2 . . 7 7 7’ . . 7z
série > 68;2“ sur tout compact du plan et la continuité de son terme général sur le plan assure la continuité de
9%

Ox2 "
Finalement ¢ est de classe C? sur le plan.

L’égalité Ap = 0 a déja été vérifiée. La fonction ¢ est donc harmonique sur le plan.

Principe du maximum :

D est un fermé borné du plan donc un compact du plan et f, est continue. Donc f, admet un maximum sur D,
en un point M, = (ay, by).

Si M, est a l'intérieur de D : en notant g : R 3>  — f,(x,b,), ¢ admet un maximum local en a, ; or g est de classe
i
2

C?; donc ¢'(ap) = 0 et, au voisinage de a,, g(z) = g(ap) + 2 (z — ap)?g” (ap) + o((z — a,)?) ; donc ¢”(a,) < 0.
Comme ¢’ (z) = %1’;” (x,b,), on obtient %zzfz” (ap,by) <0.

2
On obtient, en intervertissant les variables, %—Zf;’(ap, by) < 0.

Or Af,=Af+ % = % > 0. Donc la situation décrite a la question précédente est impossible. On en déduit que
fp atteint son maximum sur D uniquement sur son bord C.

. Le cercle C est compact. On peut donc extraire de la suite (Mp>peN une sous-suite (M¢(p)) convergeant vers M =

7‘2
(a,b) € C. Comme Y(z,y) € D,Vp € N, fyp)(2,y) = f(2,y) + 505727 +4%) < fo) (Mo) = F(Mop) + 5555
on obtient, en faisant tendre p vers +o0 & (x,y) fixé, V(z,y) € D, f(z,y) < f(M) = f(a,b).
On note f1 et fo les deux fonctions harmoniques du plan égales sur C et f = f; — fo leur différence. f est
harmonique sur le plan et nulle sur C, donc f est négative sur D. Le méme raisonnement s’applique a —f : —f
est négative sur D. Finalement f est nulle sur D, i.e. f1 et fy sont égales sur D.

Propriété de la moyenne :

La fonction 1 : (p,0) — f(zo+ pcosb,yo+ psinh) est continue sur le domaine R* x [0, 27]. Donc F est continue
sur RT.

Comme f est de classe C! sur le plan, la fonction ¥ admet une dérivée partielle par rapport a la variable p :
% (p,0) = cos 0% (zo+pcosb,yo+psinf)+sin 9% (zo+pcosb,yo+psinb) et cette dérivée partielle est continue
sur le domaine RT x [0, 27]. On déduit du théoréme de dérivation sous l'intégrale que F est de classe C! sur R

et que F'(p) = 02” cos 9%(3:0 + pcosb,yo + psinf) + sin 9‘3—5(% + pcosh,yo + psin ) do.

En notant A = —%, B = % et la forme différentielle « = A da 4+ B dy, alors pF’(p) est I'intégrale curviligne
de « sur le cercle I' de centre My, de rayon p, parcouru une fois dans le sens positif.

La forme différentielle o est de classe C' sur le plan, qui est un ouvert étoilé, et elle est fermée : ‘?)—f — % =Af=0.

D’apres le théoréme de Poincaré, elle est donc exacte et son intégrale sur le cercle est nulle. Donc pF’(p) = 0.
Donc F’ est nulle sur |0, +oo[ et, par continuité, sur [0,+oc[. On en déduit que F est constante sur RT :
F =F(0) =2nf(xo,yo0)-

On calcule I'intégrale double par passage en polaires d’origine My :

I = for { 02” f(zo + pcosb,yo + psinb) dH} pdp = fOT F(6)pdp = fo’" 27 f (20, yo)pdp = 712 f (20, yo)-

Fonctions harmoniques bornées dans le plan :

Soit D le disque inclus dans D1 N Da, de centre le milieu de [O, M) et de rayon maximum. Son diamétre vaut
d+2(r —d) = 2r — d. On a aire(Ly) = aire(Dy) — aire(D; N Dy) < aire(Dy) — aire(D) = mr? — m(r — )2 =
mrd — w% < 7rd.

On note Ly ’ensemble des points de D; qui ne sont pas dans Do. Alors aire(L;) = aire(Ls).

7r2(f(O)—f(My)) = Mp, fdzdy—[[,, fdedy = [[, fdady—[[, fdady.Onendéduitque 72 | f(O) — f(Mp)| <
Mo, 1f] dady + [[, [f] dady < C.aire(L:1) + Caire(L) < 2C7rd. D’oit la majoration |f(0) — f(Mo)| < 2Cd/r
valable pour tout r > 0. Donc |f(O) — f(Mp)| < 0. Finalement f(My) = f(O), i.e. f est constante.
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Probléme 2 :
Difféomorphismes du plan transformant une suite de n points en une autre suite
de n points.

Un difféomorphisme de R de classe C* :

La fonction ¢ est la composée de l'exponentielle et d’une fonction rationnelle sans pole dans I, donc est de
classe C* sur I.

Soit n € N.
S’il existe un polynome P, tel que Vt € I, 4,05”)( t) = @ ”gt))% exp (tQ 1) alors Vt € I,

. Pt —on2t P,(t _9t 1
o () = <(t2_(1;2n + Pu(t) (12— 1)2n+1 T (2 _(1;%'(,52 _ 1)2) eXp (t2—1>

(2~ 1PPL(1) — dni(E — DPu(t) = APa(t) | ( : )
2-1)"

(£2 — 1)2(n+1)

Donc, avec le polynome P, (t) = (t> — 1)2 P/ (t) — 4nt(t> — 1) P, (t) — 2tP,(t), on obtient :

(n+1) Pria(®) .
Vte],gol ()7 (t2_1)2(n+1) exp 2_1)"

Comme Vt € 1,¢§0)( t) = or(t) = = %)20 exp <t21 1) avec Py =1:

n P,(t 1
La fonction ¢ est continue sur R. Ses restrictions & | — oo, —1[, ] — 1, 1] et ]1, +o0][ sont de classe C* et, pour tout

n € N*, la fonction ¢(™ a pour limite 0 en 1 et en -1 (en 1 & gauche et en -1 & droite par croissances comparées).
Donc ¢ est de classe C*° sur R.
Comme ¢ est continue sur R et nulle en dehors du compact [—1,1], elle est bornée sur R. Dot l'existence de
M = sup '],

R

Pour tout A € R, la fonction v est de classe C*® sur R et Vo € R, ¢} (z) = 1 + A¢’(z). Comme |[A¢'(z)| < |AM,
si |A| < 1/M, alors ¥\ (z) > 1 — [A\|M > 0 et la fonction ¢ est strictement croissante sur R. Mieux, c’est un
C°°-difféomorphisme de R sur ¢ (R) =] lim )y, Em (NP

De plus, si z & [—1,1],¥x(z) = . Donc Em 1y = +00. De méme que lim 1, = —oco. Donc la fonction 1, est un

C°°-difféomorphisme strictement croissant de R sur R.

Difféomorphismes de R? de classe C™® :

Par la fonction 9)137,, le point P est envoyé sur le point de coordonnées (p + %, q). En notant M = (z,y) et PM
2 2 2 2

la distance usuelle de P & M, on a =2 :;(y_q) = P%Z et p(lz=p) :;(y_q) ) = 0 dés que PM > r. Donc la

fonction 0/1\3’ ,» fixe tout point hors du disque ouvert de centre P et de rayon 7 ; en particulier les points du cercle

CF et de I'ouvert QF.

Existence de difféfomorphisme de R? de classe C*° :

Comme ¢ est de classe C* sur R, la fonction 05 . est de classe C* sur le plan R?. D’apres le théoréme d’inversion
globale, il suffit que la fonction 95 .. soit bijective de R? dans R? et que son jacobien ne s’annule pas sur R? pour
que ce soit un C*-difféomorphisme de R? sur R?.

Etude du jacobien : au point (z,y), il vaut :

2(x— r— 2 2
J(x’y):det< 1+)\ (T2p)50/ g( P) :;(y q) ) *j* > 1+)\2(r p) ((m—p)zr—l;(y—q)Q).

Si (x —p)?+ (y—q)? > r?, alors J(x,y) = 1; sinon |z — p| < r, donc ‘A“ﬁ;p) 4 <(17p)2:§(y7q)2>’ < 2‘);|M, donc
J(Iay) Z 1- w
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Finalement, sur tout le plan, J(x,y) > 1 — L’\'M_

2\/\|M

Donc, si on choisit A et 7 tels que 1 — >0, ie A <

Bijectivité de 9/1\977. sous cette condition en A :

Soit (X,Y) € R2. On cherche (x,y) € R? tel que (X,Y) = GQT(x,y). Or

577+ le jacobien J ne s’annule pas sur le plan.

(x—p)2‘2(y—Q)2) et Y =y

_ pP =
(X,Y) =05 .(z,y) @X—x—k)\w( (2)
Sy=Yet X=f(r)

ou f(z) =z + Ao (W). Il suffit donc de montrer que f est une bijection de R sur R pour obtenir
Pexistence et 'unicité de (x,y) tel que (X,Y) = Gir(m, Y).

La fonction f est de classe C*® et f'(z) = 1 + AQ(ﬁ;”) 74 ((x_p)it(y_q)z >1-— w Comme 1 — M est

une constante strictement positive, f est strictement croissante sur R; mieux, f est un C*°-difféomorphisme

2 2
strictement croissant de R sur f(R). Au voisinage de l'infini, w > 1, done f(z) = x et, comme & la

question 20, f(R) =R et f est un C*°-difféomorphisme strictement croissant de R sur R.

Finalement, sous la condition |A| < la fonction 6% -~ est bijective du plan sur lui-méme. Avec I'étude du

T
2M >
jacobien, HP est un C*°-difféomorphisme de R? sur R2.

L’application HET transforme B en B’ dés que b’ = b+ 7, ie. A = e/ —b). Cest un C*>°-difféomorphisme du
plan si [A| < 557. Elle laisse les points A; invariants des que Vi, BA; > r, ie. r < 1r<111£ BA;.
11 suffit donc de trouver un couple (A\,r) tel que A = e(t/ —b) et 2M|A| < r < 1r<mn BA;, ie. X = e(b —b)
min BA;
et 2Me|t/ — b| < r < min BA;. Clest possible dés que 2Me|b’ — b| < min BA;, ie. |V —b] < =5r—.
1<i<n 1<i<n
On pose alors A = e(b' —b); on choisit r dans lintervalle |2Me|b’ — b|, min BA;] : Papplication H/J\B)T est un

1<i<n
C*>-difféomorphisme du plan transformant B en B’ et conservant les points A;.

Remarque : on peut remplacer min BA; par min |y; — c| sans changement.
1<i<n 1<i<n

‘b/—b‘ 1r<n112 lyi—c|

k+1 2Me
coordonnées (b + jb=b o ,0) Les couples (B;, B;+1) vérifient les hypotheses de la question 23 : B;B;11 =

\Bin, lyi—cl (b’ —b) b =b| o
e Y ,1r<mn ly; — c|] : application

On partage le Segment [B, B’] en k + 1 sous-segments de sorte que . On note B; le point de

[b"—b|
e+l

<

. On pose alors A =

STTe ; on choisit r dans Uintervalle |2Met—"

0/1\9’; est un C*°-difféomorphisme du plan transformant B; en B;y1 et conservant les points A;. L’application

= 95 Fo...o 95 lo Qf % est alors un C*°-difféomorphisme du plan transformant B en B’ et conservant les points

A,
2 2

On échange le role des coordonnées : on utilise ’application nir définie par nf,r(x, y) = (1:, Y+ A (%)) .

Deux cas :

Cas particulier : aucun point A; n’appartient a la droite (BB’).

On se rameéne au cas étudié dans la question 24 par rotation. On note 6 'angle entre Paxe y = 0 et la droite (BB’)
et, pour 7 € R, on note R, la rotation d’angle 7 autour de l'origine. Les points B = R_ o(B) et B'=R_ 9(B")
et la suite finie constituée des points A; = R_g(A;) pour i € {1,. ,n} sont dans la configuration de la question
24. On considere un C*°-difféomorphisme du plan : F, transformant B en B’ et conservant les points A;. Soit
G = Ry o F o R_y. Comme les rotations sont des C*°-difféomorphismes du plan, G aussi et G transforme B en
B’ et conserve les points A;.

Cas général : on utilise un point A tel qu’aucun point A; n’appartienne aux droites (BA) et (AB’').

D’apres le cas particulier, il existe des C°°-difféomorphismes du plan F} et Fy conservant les points A; et
transformant respectivement B en A et A en B’. L’application F5 o I} est un C*°-difféomorphisme du plan
conservant les points A; et transformant B en B’.

Existence de A : il suffit de choisir A sur le cercle (C') de diametre [B, B’] autre que B, B’, et les points (en
nombre fini) d’intersection du cercle (C) et des droites (BA;) et (B’A4;).

Difféomorphisme transformant une suite de n points en une autre suite de n points :



27. On procede par récurrence sur n.

La propriété est évidente si n = 1 : on peut utiliser la translation de vecteur m .

On suppose la propriété vraie pour deux suites quelconques contituées chacune de n points distincts.

Soient deux suites quelconques contituées chacune de n 4 1 points distincts : Ay, ..., Appq et Af, ... A7 .
D’apres 'hypothese de récurrence, il existe un C*°-difféomorphisme du plan : f, tel que Vi < n, f(A;) = AL. Sile
point A = f(An41) est le point A7 ,;, c’est terminé. Sinon, A est distinct des points Aj avec i <n (f injective)
et, d’apreés la question 26, il existe un C°°-difféomorphisme du plan : g conservant les points A avec i < n et
transformant A en A;, ;. Alors go f est un C*-difféomorphisme du plan transformant la suite A;,..., 4,41 en
la suite Af,..., 4] ;. Ce qui acheve la récurrence.



