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e Partie I
1. % = (n;’{ 1) " 1, donc le rayon de convergence de Y . n~°z" est égal & 1, d’apres la regle

de d’Alembert pour les séries entieres.

2.1. Ici, In=%2"| =n~*, donc :
-si s >1, Y n~°2" converge absolument, d’apres la regle de Riemann.
-si s <0, > n%z" diverge grossiérement.

2.2. Pour 0 < s <1, > n* diverge, d’apres la régle de Riemann.

2. 50 = e ke o e e = Sty done 15, = FEEAA < by
S R = 3 R (Sh— Shit) = 3 kS S (k1) = 3 (K — (R 1)7%) Sp 4 nSp, car So = 0.
k=1 k=1 k=1 k=0 k=1
. Posons aj, = (k;_s —(k+ 1)_3) Sk. D’apres ce qui précede, |ay| < %
Par sommation et télescopage, il vient kZZ:I lax| < 1 rsfr?(;/%))[s < |sin(16‘/2)|’ qui est une constante.

On en déduit que la série > aj est absolument convergente, donc convergente.

n n—1
. On a vu plus haut que > k=%zF = ap, +n~%5,. On vient de montrer que la somme du membre de droite
k=1 k=1
—S ., N

converge, et le terme n~%S,, tend vers 0 car s > 0 et (S,) est bornée. La série Y n~°2" est donc convergente.

—+o0
3.1. On sait que la fonction somme ¢ — (¢, s+1) = 3. n=+) " est de classe O sur I et que sa dérivée se calcule
n=1
terme & terme. Comme ©(0,s+ 1) =0, on en déduit, pour tout = € I :
+oo

x x t
o(z,s+1) :/ ( n*St”*) dt :/ el s) dt.
0 n=1 0 ¢

+ n
3.2 0(x,0) = Y 2" = 75— et p(z,1) = ) L~ = —In(l —z) (développements de cours).

n=1 n=1

4.1. f,, est continue et positive sur [0, 400 et f(t) = 0 (1/t?), du fait de I'exponentielle. Par comparaison,
— 100

et d’apres la régle de Riemann, f,, est intégrable sur [0, +o00].

—+o0 —+o0
Le changement de variable u = nt donne directement / fa(t) dt = n_s/ et dt =n ().
0 0

4.2. Posons u,(t) = 2"f,(t) = t*7 1 (ze7")". Pour t > 0, |ze7?!| < 1, donc la série de fonctions Y u, converge
—t s 1
simplement sur ]0, +oo| et sa somme est la fonction U : t — 571 I ieze*t = ztti =

Chaque fonction u,, est intégrable sur |0, +o0[, puisque f,, Vest.

+oo +oo
/ |, ()] dt = |z|”/ fat) dt = |2|"n°L(s) < n~°I'(s), terme général d’une série convergente, car s > 1.
0 0

+oo +oo +oo
Par théoreme, on en déduit que U est intégrable sur |0, +o00[ et que / U= Z / Uy, ce qui s’écrit :
0 170

e — 2z e —z

“+o00 s—1 +00 “+o0 ts—l
_ n__—s _ z
Z/o ; dt = Elz n~°I'(s), ou encore ¢(z,s) = F(s)/o ; dt.
n—
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e Partie 11

1. Démontrons par récurrence sur p la propriété :
M, : C est p fois dérivable sur |1, +oo[ et (P)(s) = Jio(—lnn)p nos.
. Pour p =0, il n’y a rien & démontrer. "
. Supposons %, et posons u,(s) = (—Inn)? n=%. wu, est de classe C* sur |1,+o0o[ et ul,(s) = (—Inn)PTin=s.
(Inn)P+!

p+1
Soit a €]1, +00[. Pour s € [a, 400, on a |u,(s)| < “—p7— = (h:;% : n‘}§1 = O<n% )7 avec GTH > 1.

Cela montre que la série de fonctions ) u/ converge normalement sur [a, +00[, et a fortiori sur tout segment
de |1, +oo[. Par théoréme, il en résulte que ¢(P) est de classe C* sur |1, 4+o00|, donc que ¢ est p + 1 fois dérivable,
et que ¢PT1) peut se calculer par dérivation terme & terme. On a ainsi obtenu i1

+oo
2. En prenant p =1, le 1. donne : Vs €]1, +oo[, ¢'(s) = — >_ (Inn)n~* < 0. ( est donc strictement décroissante.
n=1

k+1
3. Par décroissance de t — ¢, on a pour tout k € N* : 0 < (k+1)7° < / t78dt < k75,
k

+o0
Par sommation de k =1 & 400, on obtient 0 < ((s) — 1< / t=% dt < ((s).
1

En explicitant I'intégrale, cela se réécrit : max (17 3 l T ) <((s) <1+ ﬁ =3 S T

Par encadrement, on en déduit | ((s) ——— 1 |et (s —1)((s) —— 1, c'est-a-dire| ((s) ~ ——=7-
s——+00 s—1 s—1S

e Partie III
1.1. . Pour montrer que g est paire, il suffit de montrer que sa restriction a [—m, 7] lest.

(= 2 2
Soit donc z €0, 7). —x + 27 € [, 2x], dou g(—z) = g(—z +27) = (M) = (%) = g(x).

us 1 T
. Par parité, les b,(g) sont nuls et a,(g) = 2/ g(x) cosnr de = — [ (7 —x)? cosna dx.
0

m 2 0

2
On en tire | ap(g) = % et, grace a deux intégrations par parties, | a,(g) = # pour n € N* |,

2 2
.g(2m)=g(0)= %a donc g(z) = (Lg—x) pour tout z € [0, 27], donc la restriction de g & [0, 27] est de classe C1,

donc g est continue et de classe C'' par morceaux. Par théoréme, g est somme de sa série de Fourier.

2 +oo
On en conclut que, pour tout = € R, |g(x) = 717;2 + ,2_:1 CoTsl;m;.
2 2 2
1.2.. En prenant x = 0 dans I'égalité précédente, on obtient | ((2) = T — J5 = %
4 +o0 m 1 0 4
. L’égalité de Parseval pour g s’écrit : I 6 7; & + %nzzjl # = %/0 g(x)Q dx = Ton ; y4 dy = %
. 4 4 4
On en déduit | ((4) =2 (g—o - 1%17{) = %
i0 X gind =X cosnb w2
2.1. 410(6 52) = ngl TL2 » donc R¢(0) = nzzzl 7 = g(@) - 1o
+oo +o0 0t —i
; ; t te'(e" —e ")
2.2. Daprés 14.2, p(e,2) = ew/ o qr e /
> ol ) 0 et — e 0 e? —2cosfel +1
t(cosfe —1) 2

+oo
En prenant la partie réelle et en appliquant 2.1, il vient / dt = R,(0) = g(0) — —=-
0

e —2cosfet +1

S



2.3. En prenant 6 =0, puis § = 7 dans 2.2, et en simplifiant dans l’intégrale par ¢! — 1 ou par e’ + 1, on obtient :

2

3

2 2 2
Ilzg(())—71T et —Igzg(ﬂ')—%v soit Ilz% et I, =

[\

1

. 1o 2et _(HDF( 1) 1 1 _ _
On remarque ensuite que ShE~ 21 (@) —1) -1 + g1 donc | Is =11+ 1 = T
oo ing . i0 Foe s 1 Foo s el (et — e7)
3.1. 1.4.2. donne £ —pe? s+1)= € / — dt = /
nZ::1 nstl ( ) I(s+1) J, et —¢? I'(s+1)Jy €*—2cosfe’ +1

Il suffit alors de séparer la partie réelle et la partie imaginaire pour obtenir les deux égalités demandées.
3.2. . On procede comme au 2.3. En prenant § =0 et § = 7 dans la premieére des égalités du 3.1, on obtient :
400 +5 +oo 1 oo y4s +oo (_1)n+1
/0 T A =T+ 1) ) et /0 T M=)

et +1

n=1 n=1

11 1
sht — el —1 el +1

que les termes d’indice impair, et on obtient ’ J(s) =2I(s+1)51(s). ‘

Comme on I’a vu au 2.3,

+

- En ajoutant les deux égalités ci-dessus, il ne reste dans la somme

t

. En prenant maintenant 6 = % dans la seconde égalité du 3.1 et en remarquant que 62t6+ 1=3 clh 7> on obtient
I(s) _ £ sin(nr/2) T (=1)k . —
O I EACEY Eo IEaEa soit | I(s) = 21'(s+1) Sa(s). |




