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I. Calculs préliminaires

Comme z et T sont positifs, Tx 'est également. On peut ensuite écrire, pour 6§ > 0:
el = Vie{l,...,n},0z; < (Tx);

Pour un i tel que x; = 0, fx; est nul et est toujours inférieur & (T'z);. Nous en déduisons donc:

Tzx);
el, <= Vie{l,...,n} t.q z; #0, 0 < Q
T
>0
s . . (TJU)L . .
Comme 'un au moins des x; est non nul, cela donne I', = |0,min< ——, 1 <i<netx; #0,| ce qui
Z;
prouve que I',, est non vide, fermé et borné, et que son plus grand élément est :
Tx),
G(x):min{(z)’, 1<i<net xi#O}
Z;

Tx); T i
Pour o > 0 et € B, nous avons z; # 0 si et seulement si (ax); # 0, et pour un tel i, (T'z) = ( ((aa;)) .

iz ax);
La relation précédente donne donc 6(z) = 0(«x).

n
Soit x € B et choisissons ig tel que z;, > 0. Nous avons alors (Pzx); = me‘l‘j > Di.ioTi, > 0 pour tout ¢

—
j >0

et donc Pz > 0: nous avons démontré que P(B) C BT.

Soit 8 € T',. Comme P est positive, x < Tz donne P(fz) < PTx, i.e. 0Pz < T(Pz) puisque P et T
commutent (P est un polynéme en 7'). On en déduit que I';, C I'p,, puis que 6(z) < 0(Px).

Notons y = Pz. Nous savons (question 4) que y est strictement positif. Comme 7" est positive et non nulle
(sinon, P serait égale & I,, et ne serait pas strictement positive), Ty est strictement positif. On en déduit
que 0(Px) > 0 d’apres la formule de la question 2).

Si Tx = Az, alors A = 0(z) > 0 et Pz = (1+X)""'z. On en déduit que §(Pz) = 0(z) d’apres la question 3).

Notons A = (z) et supposons que z ne soit pas un vecteur propre pour T associé & . Le vecteur y = Tz — \x
est alors élément de B. D’apres la question 4), Py est élément de BT, ce qui donne A\(Pz) < PTz = T(Px).
(T(Pz))

Ainsi, pour tout 4, nous avons (en remarquant que Px > 0), A < (P2) " et en particulier :
T)q

O(z) = A < min I(Pz)):

1<i<n  (Px);

= 6(Pzx)

Nous avons donc démontré par contraposée la propriété demandée.
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Pour tout i, l'application x — (T'z);/x; est continue sur BT (c’est le quotient de deux formes linéaires). On

Iy
en déduit que 'application ¢ : z — 1r<n‘i£1 (Tx)s est continue sur BT : comme P(C) C P(B) C BT, la
<i<n  I;

restriction de ¢ & P(C') est donc continue, i.e. que 6 est continue sur P(C).

C=YX¥nB=Xn{x eR", >0} est un fermé borné de R™ (intersection d’un fermé borné et d’un fermé):
il est donc compact. L’application 2 — Px étant continue, P(C) est une partie compacte. L’application 6

restreinte & ce compact non vide étant continue, elle est bornée et atteint ses bornes: il existe en particulier

xo dans P(C) tel que 0(xg) = sup 6(z).
z€P(C)

SizeC, Pre P(C)etO(x) <O(Pzx) < sup 0O(y). Ceci prouve I'inégalité demandée.
yeP(C)

Six € B,y = z/||x|]1 est élément de C et 0(x) = O(y) d’apres 3). Ceci prouve que sup 0(x) < sup 0(z).
rz€B zeC
L’inégalité inverse est évidente, puisque C' C B.

Comme P(C) C BT C B, nous avons directement sup §(z) < sup 6(z) < sup §(z) = sup 0(z), soit:

zeC zeP(C) €D zeC
supf(z) = sup 6(z)=0(xp).
zeC zeP(C)

Comme zg est élément de P(C), il est élément de BT et est donc strictement positif.

1l existe yo € B tel que xg = Pyo; la question 5) donne alors 6y = 6(Pyp) > 0.

Enfin, 0(xq) < 0(Pxo) < sup 0(x) = 0(xg), donc 0(xg) = 0(Pxg) et, d’apres la question 7), xo est un vecteur
r€B

propre pour 7T associé a la valeur propre 6.

I1. Une méthode d’approximation

n n

Pour tout ¢ compris entre 1 et n, nous avons fx; = Zti,jxj, et donc |0]]z;] < Zti’j|xj|, ce qui donne
j=1 j=1

0]zt < Tz™.

Comme 2+ € B, |0| < 0(z") < sup §(y) = 6.
yeEB

n n n n
11y = 16l = [Tl = 3> tigas| < 30 ti,j|xj|=2(zti,j) 250 = [lell = lla*]).

i=1 |j=1 1<i,j<n j=1 Ni=1
——
=1

Le vecteur x = (1,1,...,1) est un vecteur propre pour T, associé a la valeur propre 1. On en déduit que 1
est également valeur propre de T (T et ‘T" ont méme polynome caractéristique). La question 15) donne donc
1< 6.

D’autre part, la question 13) prouve que 6y est une valeur propre de T': on a donc 6y < 1 d’apres la question
16).
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Tout d’abord, les matrices TV et R; sont clairement positive. Ensuite, pour M € M,, ,,(R) la condition :

VjE{l,...7TL}, Z mi’j:].

1<i<n

signifie que le vecteur e = (1,...,1) est un vecteur propre pour ‘M associé & la valeur propre 1. Comme

tTe = e, on obtient ensuite facilement, par récurrence sur j, que '77e = e, puis que *R;e = e. Ceci achéve
9 ) Js ) ]

de prouver que les matrice 77 et R; sont stochastiques.

Si M est une matrice stochastique, le calcul fait & la question 16) montre que ||[Mz||; < ||z||1 pour tout
vecteur z. On en déduit que ||M]]; < 1, et en particulier ||T%||; <1 et ||Rg||1 < 1 pour tout k > 1.

(1T*|11 + [|Ta][1) < = (car ||L]s = 1).

1
Pour k > 1, TR, — Ry = E(T’“ —1I,,), donc ||[TRy, — Ri||1 <

| =
eI

Pour x € C", nous avons ||Ryz||1 < ||Rkll1]lz]l1 < |lz|l1 pour tout k& > 0. La suite (Rgx)r>0 est donc une
suite bornée de 'espace vectoriel normé (C7, || ||1). Comme cet espace est de dimension finie, le théoreme
de Bolzano-Welerstrass assure 1’existence d'une valeur d’adhérence.

Il existe donc une application o : N — N* strictement croissante telle que R, )z P On en déduit
— 400

que TRy )z — Ry tend vers Ty — y quand k tend vers P'infini.

2 .
D’autre part, ||TRyr — Rogyz||y < || TRy — Roeyll1 l|2]1 < o) [|lz]|1 PR 0, donc Ty = y, puis
=
Tiy =y pour tout j > 0, et enfin Ry = % ZTJy =y pour tout k > 1.
§=0

Soient m,l > 1. Comme R et R,, commutent (ce sont deux polynémes en T'), nous avons directement :

Ri(Rpx —2) — Rp(Rix —y) = RiRx — Riz — RiRpo+ Ry =y — 2

Supposons comme a la question précédente que y et z sont deux valeurs d’adhérence de la suite (Rpx). 11

existe alors 0,0’ : N — N* strictement croissantes telles que R,yx PR y et Ry PR z. Nous
— 400 —+o0

avons alors, pour tout k£ € N:

ly =zl = ||Rot)(Ror)® — 2) = Ror () (Roy — 9|,
< NBowylh 1Roryz — 2|1 + [|Ror iyl l1 [[(Roryz — v)l11
——— ———
<1 <1
< [Romyz — 2lli + [[Roryz — ylli —— 0

k—-+o0

Ceci prouve que y = z: la suite (Rgx) posséde donc une et une seule valeur d’adhérence.

On en déduit que pour tout z, la suite (Rgx) est convergente (une suite d’un compact qui ne possede qu’une
valeur d’adhérence est convergente). Notons donc f Papplication :

f. cr — Cc

r +—— limRgx
—+o00

f est clairement lindaire, puisque si z,y € C" et A\, u € C, on a Rp(Ax + py) = ARk (z) + uRg(y) pour tout
k, ce qui donne f(Ax+ py) = Af(x)+ puf(y) quand k tend vers Uinfini. En en déduit qu’il existe une matrice
R telle que Vo € C*, Rx = f(x) = klir+n Ryx.
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En choisissant pour z le i-eme vecteur de la base canonique de C", nous en déduisons que la i-eme colonne
de Ry converge vers la i-eéme colonne de R. Ceci prouve que la suite (Rj) converge vers R “terme a terme”,
i.e. pour || ||oo- Les normes étant équivalentes en dimension finie, on en déduit que Ry tend également vers
R au sens de la norme || ||; quand k tend vers l'infini.

Remarque : on peut évidemment se passer de 1’équivalence des normes en remarquant que || |1 < n|| ||co-
T commute avec chaque Ry, donc, par continuité du produit matriciel, 7' commute avec R = lim o, Rg.

En faisant tendre k vers l'infini dans 'inégalité de la question 20), nous obtenons ||TR — R||; = 0, soit
R =TR = RT. On en déduit que RT7 = R pour tout j € N, puis:

—1

RT’ =R

-

1k
Vk e N¥, RRk:E
J

Il
=]

ce qui donne enfin R? = R en faisant tendre k vers I'infini.

R est une projection: elle est donc caractérisée par ses espaces propres Ker (R) et Ker (R — I,,) = Im (R).

Comme (T'—1I,)R =0, on a Im (R) C Ker (T — I,). D’autre part, si z € Ker (T' — I,,), Ri(xz) = x pour tout
k > 1 et donc R(x) = x: ceci prouve que z € Im (R), ce qui donne Im (R) = Ker (T — I,,).

Enfin, R(T — I,,) = 0 donne Im (T — I,,) C Ker (R). Par la formule du rang, nous avons:
dim (Ker (R)) = n — dim (Im (R)) = n — dim (Ker (T — I,,)) = dim (Im (T — I,))
et donc Ker (R) =Im (T — I,,).
Ceci prouve que R est la projection sur U'espace propre Ker (T — I,) parallelement a lespace Im (T — I,)

(ces deux sous-espaces étant en particulier supplémentaires).

Comme Ker (T — I,,) est de dimension 1, il est engendré par le vecteur . D’autre part, T’ étant stochastique,
les vecteurs colonnes de la matrice T' — I,, sont contenus dans I’hyperplan d’équation x1 + --- + x, = 0.
Comme Im (T — I,) est un hyperplan, on en déduit que c’est exactement I'ensemble des vecteurs = vérifiant
r1+ -+ x, =0. Un élément x de B s’écrit alors d’une unique facon sous la forme:

r=Axo+Yy

avec Y1 + - - - + ¥y, = 0. On en déduit que Z T, = A Z(xo)i + Zyi =A Z(xo)l Comme les deux vecteurs

i=1 i=1 i=1 i=1
Zo et x sont élément de B, cela donne A = |||x||1 . Nous avons ainsi calculé le projeté de x sur Im (R)
Zoll1
parallélement & Ker (R):
x
Vz € B, R(x) = |jz]|i ——.
[0l |1

Ceci achéve de démontrer le théoréme de Perron-Froebenius: si y est élément de XN B, ||y||1 = 1 et I'égalité
précédente s’écrit :

1 : i)

hl Ti(y)) ——— =0

k 2;3 (y) k—+o00 ||$0||1

ce qui permet d’approximer le vecteur propre strictement positif unitaire associé a la valeur propre 1.

Remarque : I’énoncé du théoréme est incomplet, la condition dim (Ker (T'— I,,)) = 1 étant essentielle pour
obtenir la limite annoncée (sans elle, il n’y a pas a priori unicité du vecteur zo/||xo||1)-



