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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
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Premieére partie

1. Pour ¢ = 2, on constate que les séquences a = (1,1) et b = (1,—1) vérifient 'unique condition de
corrélation aga; + bpb; = 0 donc 2 appartient a L.

Supposons que 3 appartienne & £ et soient a = (ag,a1,a2) et b = (bg, b1, ba) deux séquences de longueur 3
complémentaires. On remarque que les conditions de corrélation sont insensibles a un changement de signe
simultané de tous les a; (ou de tous les b;) et qu’on peut donc supposer ag = by = 1. Les deux conditions &
vérifier sont alors

{a1(1+a2)+b1(1+b2):0

as + b2 =0
Il reste 1+ as + (1 —az) = 0 avec € € {—1,1} (en reportant by = —as et en simplifiant par aq) ce qui est
impossible si € = 1 et incompatible avec as € {—1,1} si e = —1. Donc 3 n’appartient pas a L.

’ 2 appartient a £ et 3 n’appartient pas a L.

2. Remarque préliminaire : Si p et ¢ sont deux entiers relatifs tels que p < g et A,,..., A, des réels avec
q

ApAq # 0, la fonction f définie sur |0, +-o0[ par = — Z \ez est équivalente en 07 & ApZ? et en +oo a Agxd.
k=p

En particulier elle est bornée sur ]0, +00[ si et seulement si p = ¢ = 0, c’est a dire si et seulement si elle est

constante.

2.a) Notons ¢, (resp. ¢2) la longueur de la séquence a (resp. b). On a :

l1—1 l1—1 l1—1 l’ﬂiﬂ(él—k—17€1—1)
Py(z)Py(zt) = g a;x’ g ajx”" = E zk g itk
7=0 i=0 k=—f1+41 i=max(—Fk,0)
L 1 aple, —1 -1 £—1
et en particulier Py(z)Pa(z™") ~ —; 75— et Py(z)Pa(z™") ~ apag 1277
- - o+ x*1T - - +oo

bobe, 1

Des calculs analogues montrent que P, (z)Py(z~1) ~ T
=TS T

0
que la fonction ¢qp @ = +— Pu(z)Pa(z™t) + Py(z)Py(x 1) ne peut pas étre bornée sur |0, +00] si £1 # {o.

et Pé(x)PQ(x_1> +';o bobequé"‘_l. On voit alors

a et b ne sont pas de méme longueur, la fonction @ — P, (2)Py(z™) + Py(x)Py(z~!) n’est pas bornée sur ]0, +-o0|.

Supposons désormais g et b de méme longueur £. On a donc :

-1 (min(e—kj—1,0-1) = = t—k—1
bap(x) = Z z’ Z (ai@ivk + bibivg) | = Z(a?+b?)+2(ﬂvk+x_k) ( (ai@itr + bibi-i-k))
k=—t+1 i=max(—F,0) i=0 k=1 i=0




et d’apres la remarque préliminaire cette fonction est constante si et seulement si :

/—

VeEell,e—-1], Y

k—1
=0

(@iaiyr +bibiyg) =0

K2

ce qui est exactement la définition de la propriété : «a et b forment une paire complémentaire». La valeur
-1

de la constante est alors Z(a? +b2) =20
i=0

Les séquences a et b de méme longueur ¢ forment une paire complémentaire si et seulement
si la fonction ¢, est constante. Cette constante vaut alors 2£.

2.b) Soient a et b deux séquences de méme longueur ¢. Comme pour tout entier i € [0, £ — 1] les éléments
-1

a; et b; valent +1, la différence a; — b; vaut —2, 0 ou 2 et en tous cas elle est paire. La somme Z(ai —b;)
i=0

est donc paire, or c’est précisément P, (1) — Py(1). Soit k I'entier tel que Py(1) = P,(1) + 2k.

On caleule 20 = ¢, (1) = [Pu(1)]* + [Po(1)]” = 2 [Pu(1)]” + 4k P, (1) + 4K = 2 ([PQ(U]2 +2kP, (1) + 2k2)

soit £ = [Py(1) + k:]2 + k2 qui est bien la somme de deux carrés d’entiers.

’ Tout élément de £ peut s’écrire comme somme de deux carrés d’entiers. ‘

2.c) Soit n? un carré d’entier. L’entier n est pair ou impair, donc de la forme 2k ou 2k + 1. On voit que n?

est de la forme 4k? ou 4k? + 4k + 1, donc de la forme 4m ou 4m + 1. On en déduit que la somme de deux
carrés d’entier est d’une des formes 4p+4q, 4p+ (4¢+1) ou (dp+1)+ (4g+1), et que le reste de la division
par quatre de la somme de deux carrés d’entiers ne peut valoir que 0, 1 ou 2. Un entier de la forme 4r + 3
ne peut pas s’écrire comme somme de deux carrés d’entiers, donc d’apres 2.b) n’est pas dans L.

Le complémentaire dans N de £ contient tous les entiers dont
le reste dans la division par 4 est 3. Il est en particulier infini.

1
3.a) On calcule U(z)U(z™1) + V(2)V(z™!) = §¢Q7Q(x). Cette fonction est donc constante si et seulement

si ¢qp 'est. La question 2.a) permet de conclure.

La fonction z +— U(z)U(z™1) + V(2)V(z~1)
est constante si et seulement si les séquences
a et b forment une paire complémentaire.

) i U@)=a"+2% -2+ +1
3.b) Pour les valeurs proposées des séquences a et b on a et on calcule

V(r) =2 42% -2 — 2% —2?

sans probleme U(z)U(z~ 1) + V(2)V(z~1) = 10.

(1,1,-1,1,-1,1,-1,-1, 1, 1

a =
- forment une paire complémentaire.
b=(1,1,-1,1, 1,1, 1, 1,—-1,-1)

Les séquences {




4. Soit v une séquence de longueur 2m — 1. Notons k le nombre de coordonnées de v égales & —1. Comme
les autres sont égales & 1 on voit que vg +v1 + -+ + V21 = 2m — k) x 1 + k x =1 = 2(m — k) et que
VUL -+ Va1 = 12 7F(—=1)F = (=1)*. Avec ces notations :

(i) s’écrit «4 divise 2(m — k) » soit «2 divise (m — k)».

(ii) s’écrit «k a la méme parité que m».

(iii) s’écrit « (—1)F = (=1)™».

’Les assertions (i), (ii) et (iil) sont équivalentes.

5.a) Soit j € [1,¢ —1]. Considérons la séquence v = (aga;, ..., ap—1—;ar—1,bobj, ..., be—1_;be—1) qui est
2m—1
de longueur 2m avec m = ¢ — j. La complémentarité de la paire a,b implique justement que Z v = 0.
k=0
2m—1 m—1
D’apres la question 4. ceci implique H v = (—=1)™ soit H VRV em = (—1)¢77. Comme d’autre part

k=0 k=0
VkVk4m = QkOk+jbibrt; = 2pxp4; le résultat s’écrit bien :

1—1—j

T seres = (-1
k=0

5.b) Raisonnons par récurrence. Soit 7. I’assertion «z,x¢_1_, = —1» pour un entier r € [0,¢ — 1].
£—1-(£—1)
s - .y o v o 1\e—(e-1) .
¢ La propriété précédente appliquée pour j = £ — 1 s’écrit H TpTpro—1 = (—1) solt
k=0
rore_1 = —1 c’est-a-dire J4).
r—1
o Soit r € [0,¢ — 1]. Supposons établie 74, pour k € [0, — 1] ; on a donc H Tpxe—1— = (—1)".
k=0

T

D’autre part la question a) pour j = £—1—r fournit H TpL gl —r = (—1)T+1 que ’on peut réécrire

k=0
T T T T T
(1)t = H T H Tsrf—1r = H Tk To—1-k (aveck =r—35) = H TrpTo—1—k. La confrontation
k=0  s=0 k=0 k=0 _ k=0
des deux résultats donne x,x,_1_, = —1 c’est-a-dire 7,
’Par récurrence on a bien établi la propriété : Vj € [0,¢ — 1], zjze—1—; = —1.

5.c) Soit £ = 2m + 1 un entier impair supérieur a 2. S’il existait une paire complémentaire a,b de longueur

2

¢ on aurait avec les notations précédentes pour j =m : z;, = —1 ce qui est exclu.

Tout élément ¢ de L supérieur & 2 est pair.




Deuxieme partie

6.a) Les formules fournissent sans difficulté :

(P=X+1, Qi=-X+1, P=-X4+X +X+1 et Q=X'-X+X+1.

6.b) Posons u, = P,(1) et v, = Q,(1). Appliquées pour X = 1, les formules de récurrence deviennent

U =Up +0
a " ou (u”+1> = A <u"> avec A = (1 1). La matrice A vérifie A2 = 21, donc
Un+1 = Up — Up Un+1 Un 1 -1

A%k = 9k, ot A2k+1 = 2k A En utilisant <Z"> = A" <ZO) = A" <1
n 0

1> on obtient :

’Pour tout entier naturel k, Poy(1) = 25, Popy1(1) = 2811 Qap(1) = 2% et Qapy1(1) = 0. ‘

! /
Posant u,, = P,(—1) et v/, = Q,(—1), on a encore (u}”l > =A <Z}7 >, mais seulement & partir de n = 1.
/ u/ O n+1 n
En utilisant ( 7) - (v’l) = A1 (2) on obtient cette fois :
Un 1

Pour tout entier naturel k, Py y1(—1) =0 et Qap41(—1) = ok+1,

Po(~1) = Qo(~1) =1

Pour tout entier naturel k au moins égal & 1, Pop(—1) = 2%, et Qop(—1) = —2*.

7. Raisonnons par récurrence. Soit .7, assertion « P, et @, sont des polynomes séquentiels de degré
2™ — 1.

o Py = Qo =1 montre que J7) est vraie.

o Soit n € N. Supposons 7, établie : P, et @), sont des polynomes de degré 2" — 1 dont tous

les coefficients sont dans {—1,1} et donc X2"Q,, est un polynéme de degré 2"t! — 1 dans lequel

nul pour k € [0,2" — 1]

dans {—1,1} pour k € [2",2" " —1]
P, +X?"Q, et P, — X2"Q,, sont séquentiels de degré 2"+ — 1 soit F11-

le coefficient de X* est . On en déduit immédiatement que

’ Les polynomes P,, et ), sont séquentiels de méme degré. ‘

On sait d’apres la premiere partie que deux polynémes P et (Q séquentiels de méme degré forment une
paire complémentaire si et seulement si la fonction z — P(z)P(z71) + Q(z)Q(z~1) est constante. Or le

calcul (facile) montre que Py, y1(2)Poi1(27) 4+ Qua1(2)Qpnir(z71) =2 (Pn(x)Pn(x’l) +Qn (m)Qn(xfl)) et

comme Py(z)Py(z71) + Qo(2)Qo(z™1) = 2 on voit que P, (z) Py (z71) + Qu(x)Qn(z~1) = 271, On conclut
par récurrence.

Pour tout entier naturel n les polynémes P, et @,, forment une paire complémentaire.
Tout entier de la forme 2* pour k € N est donc dans I’ensemble £.

8. Raisonnons par récurrence. Soit %, I'assertion «Q,(z) = (—1)"22" "1 P,(—2z~1) pour tout z € C*».

o S s’écrit 1=1, ce qui est vrai.



o Soit n € N. Supposons établie 7, ; on a donc Vz € C*, Q,(2) = (—1)"22""'P,(—2"1). En
remplagant z par —z~' dans %, on a aussi Vz € C*, P,(z) = (—=1)""122"71Q,,(=2z1). On peut alors
écrire :

Po(2) = 22" Qn(2)
1 n+122"—1Qn(_z—1) _22 ( )n 2" _1Pn( 5 )

(1)
(1 (P2 ) 2 Qu(2 )
)
)

Vz € C*, Quia(2)

()12 (P2 + (-2 Q=27

n+1l__ _ < .
(-1 ntl,2 an_H(fz 1) c’est-a~dire J4,11.

’Par récurrence on a montré : Vn € N, Vz € C*, Q,(2) = (=1)"22" 1P, (—z71). ‘

t:
9.a) Soit z une racine de 7. Notons M = max;c[o,4—1] ‘tl‘ On cherche & montrer la relation |z| < 1+ M.
d

Remarquons déja que si |z] < 1 c’est trivial. Supposons maintenant |z| > 1 On peut écrire la relation

d d
d:_tdflzd—l_ M|Z| — SM |Z|
ta |z| — 1 |z| — 1

T(z) = 0 sous la forme z +-- +

t
d0u||d< ol pd-1
tq t

ta

M
d’ou 1 < ——— clest-a-dire :
|z — 1

|z| <1+ M.

9.b) Soit n un entier naturel non nul. Les polynomes P, et ,, relevent de I'analyse précédente avec
t.

d = 2" — 1 et tous les rapports t—z sont égaux & 1 en module, donc M = 1. Ainsi toute racine de P, ou de

Q@ est majorée par 2 en module. Mais si z est une racine de P, (resp de @,,) elle est non nulle et la formule

1
établie en 8. montre que —z~! est racine de Q,, (resp de P,) donc que ‘—z_1| < 2 soit |z| > 5

|2~ 1 |2
—_ M
T !

La majoration de M si |z| > 1 est en fait stricte, on peut conclure plus précisément :

1
toute racine de P,Q,, vérifie 3 < |z] < 2.

10.a) On a vu en 7. que le polynéme P, 11 a les mémes coefficients que le polynome P, pour les termes de
degré inférieur ou égal & 2" — 1. Par récurrence il en va de méme de tous les P, pour k > n. Si I'on note wu,,
le coefficient de XP commun & tous les polynémes Py pour k > log,(p+ 1) on a :

271
Vn €N, P,( Z up2?.
Etant donné que tous les up valent 1 ou —1,
le rayon de convergence de la série entiere S(z Z upz? vaut 1.




. 1 >
10.b) Soit z = pe'® un zéro de S avec p < 3 On peut écrire 0 = S(z) =1+ Zupzp et par conséquent

p=1
oo
E : p
UpZ

p=1

oo
1=|-1]= < Z |up|pP = % donc 1 < 2p ce qui est contradictoire.

p=1

1
S n’a pas de zéro dans le disque ouvert de rayon 3 centré a l'origine.




