Epreuve de Maths II Concours Centrale -Supélec 2008 filiere MP

Partie I
I.A. 1) La matrice A est triangulaire supérieure. ses coefficients diagonaux sont non nuls
ay1Uy + ay 2Us2 + cQ1 pUp = W
az 2U2 —+ <o pUp = W2

QpnUn = Wy
Wy, .
donc u,, = —, puis
Qn,n,
Vk € [[L n— 1“’ Qp—kn—kUn—k + cOp—fnUn = Wn—k
donc

Up—k = ! (wnfk - Z?:n—k—&—l anfk,iuz)

An—k,n—k

Algorithme:

u[n]:=w[n]/a[n,n];

for k from 1 to n-1 do u[n-k]:=1/a[n-k,n-k]*(w[n-k]-sum(a[n-k,i]*u[i],i=n-k+1..n])

od;

I.A. 2) il faut pour le calcul de u[n — k] lorsque k& € [[0..n — 1]],k additions , k£ multiplications et 1
division

donc en tout additions et multiplications et n divisions

I.B.1) soit ¢ € [[1,n]]. L,(MA) est la ligne g de la matrice P = M A,c’est donc le vecteur

Ly(MA) = (Z Mgq,j0j1, - Z Mq,j@jn)
j=1 j=1

n(n—1)

= Z qu(&j’l, ceey ajm)
j=1
donc .
Ly(MA) = Z Mg, Lj(A)
j=1

1.B.2) a) On voit que la relation qui définit A en fonction de P est A = F'(k, 3)"' P correspond a
L; = L — B Ly ce qui caractérise F'(k, —f3)

1.B.2.b) D,(P) = det A,(F(k, 3)A) or puisque les k premieres lignes lignes de P sont identiques a
celle de A les matrices mineures A,(P) pourl < ¢ < k sontidentiques a A,(A) et les déterminants
sont donc égaux

LB.2.c) a I’aide de la question IB1 L = L,(F'(k, B)A) = > 7_, my;L;(A) donc:

siq < k,mg; =bg5etsiqe [[k+1,n]], myq=1,mgr = [, les autres sont nuls

donc
1

1
F(k,0) = By 1

toutes les places vide sont nulles.



I.B.3.a)

1
1
! ! 1
MF(k,B) = [C},..C!] =[Cy,...Col o 1
: 1
B 1
- I:CIJ”JC]C717C]€+ Z ﬁjOjJCk+17"JOn]

j=k+1
doncsii # k,C; = Ciet Oy, = Cp + 37, B;C;j
I.B.3.b) Soit g € [[1,n — 1]]. On note
Pq = F(Lﬁl) """ F<q7ﬁq) = HZ:lF(kvﬁk>

avec Vk € H]-a q”? ﬁk =* (ﬁk—&—l,ka seeey ﬁn,k)
Montrons par récurrence finie sur ¢ que ( en notant P, = [CY, ...., C])

[
vj S Hq + 17”]]7 qu =6 et vj S [[17 QHJ qu = bj ! (07 © 07 17ﬁj+1,j7
soit encore en notant matriciellement

1 0 0 . e 0
Baa :
B31 Bsa
P, = : 1
/B‘H-Lq O
: 0O 1 0
Bnl ﬁn,Q ﬁn,q 0 0 1
g =1:onadonc
1
Bop 1
P =F(1p,) = 1
: : 1
ﬁn,l 1

donc la proposition est vraie au rang 1
supposons la proposition vérifiée au rang ¢
ona Py = PF(q+1,8,,,) admet pour colonnes sii # g + 1,Cj = Cj et

Co1 = Corn + Z Biqr1Cj
J=q+1
(on anoté C; la colonne i de P, et C; la colonne i de F,
I’hypothese de récurrence nous dit que V5 € [[¢ + 1,n]], C; = e; donc

n
! o _
Com =ean1+ D Bignes =y
Jj=q+1
on en déduit que la propriété est vérifiée au rang q + 1



On en déduit que la matrice P, est triangulaire inférieure ( P, € 7Z,,)
En particulier pourg =n — 1 :

1 0 0 0
Baqr 1
Bs1 53,2
P,y = ) 1
ﬁq+17q 0
: 1 0

ﬁn,l 671,2 ﬁn,q ﬁn,n—l 1
= [bl, N, bn_l, en]

(Remarque : le vecteur (3,, n’est pas défini , il faut donc supposer ¢ < n — 1)

I.C.1) Ay (A) = (ay) estinversibledonc a;; #0.Ona A; = A

Ay = F(1,—3,)A; admet pour lignes L) = Ly et Vi > 2,L; = L; — (3;,L; avec les notations

précédentes (L; sont les lignes de A)

pour que la premiere colonne de A, soit proportionnelle a e il faut et il suffit que

Vi>2a;1 — (31011 =0

Dond 3; ; = Z;ll . enparticulier la premiére ligne de As est égale a la premiere ligne de A,

I.C.2) a) pour £ = 2 ,en posant F; = F(1,—(,) définie a la question précedente, on a bien
Ay = F1A; est une matrice telle que Vi € [[2,7]],a7, = 0 par construction de 3,

Soit k € [[2, n]]. Supposons construites les matrices F1, .., Fy_1 ,A1, .., Ax_1, A vérifiant pour tous
J € [2,k]] JA; = F;_1Ax_1 et Aj est une matrice telle que les coefficients d’indices (i, j) avec
Jj €1,k —1]]eti € [[j+ 1,n]] sont nuls et Vm € [[1,n]] D,,(Ax) # 0

On pose alors [y, = F'(k, —(3;,) ou By, =" (Byi1pr o Brg) € Apyr = FrAp

d’apres la question IB2) les lignes des Ay sont L; = L; pour i < ket L; = L; — (3, Ly pour
1> k+1

alil k % *
0
. "
Or la matrice Ay, se présente ainsi A;, = k—1k—1
0 aik *
: : a]Ierl,k
0 0 afhk *

On doit donc calculer 3y, =" (B4, 1 4, B, ) de telle sorte que

Vi € [[k+1,n], aﬁk - ﬁi,kallz,k =0
k
5k
& Bix= 7%
g i
cecl suppose a’,j,k # 0 ce qui est donné dans I’hypotheses de récurrence puisque
Di(Ag) = I5_ja% #0
La matrice Ay, est bien de la forme voulue , et de plus d’apres la question IB2 b)

Vm € [[L"Ha Dm(Ak+1) = Dm<Ak> 7£ 0



Ainsi par récurrence finie on aura bien obtenu une suite de matrices Fi, .., F, 1 ,A1, .., An_1, Ay
vérifiant les conditions demandées
I.C.2.b) On remarque au cours de notre construction que les lignes L de Ay, vérifient L, = L;
pouri < k
I.C.2.c) Le nombre de multiplications nécéssaires pour passer de Ay a Ay est donc égal au nombre
de multiplications nécéssaires pour effectuer les n — k transformations L} = L; + 3; ;. Ly pour
1> k+1
soit Ny = (n — k)? multiplications ( en tenant compte du fait que les k + 1 premiers coefficients
de L, sont nuls)
I.C.3) a)Posons P = F},_1.F,_......F} on obtient ainsi
An = n—lAn—l = Fn—an—QAn—Z = - = PAl

par construction la matrice A,, est triangulaire supérieure et d’apres la question IB3) la matrice P
est triangulaire inférieure inversible , de plus A; = A donc on obtient A = P~1A,,
d’autre part

Pl'=(F, 1 F . .. B '=F'"F!=FQ1p).Fn-10,,) =L
cette matrice L est bien triangulaire inférieure . En notant U = A,, qui est triangulaire supérieure,

on a bien obtenu la décomposition A = LU demandée.
I.C.3.b) F(1,5,)..F(n—1,0,_,) = L est en fait la matrice P,,_; de la question IB3 b) et elle est

1 0 0
Ba1 1
1 .
donc égale a L = [by,...,b,_1,€,] = ) avec les notations précé-
1 0
ﬁn,l ﬁn,n—l 1

j
. . . . . a .
dentes. Ainsisit > jfl;; =8, ; = —*

2 ) a’. .
753

de plus puisque A,, = U onadonc pour: < j,|u;; = a

n
,J

I.C.4 supposons I’existence de deux matrices de 7 Z,,, inversibles(dont les coefficients diagonaux
sont égaux a 1) L, L' et deux matrice U, U’ de 7S, telles que A = LU = L'U’

on peut alors en déduire que U est inversible puisque A, (A) = det(A) # 0

donc 'L =U'U € TZ, NTS, et ses coefficients diagonaux sont égaux a 1

donc ' 'L =U'U'=1,ainsiL=LetU =U"

I.C.5)

programme en langage Maple

LU:=proc(M)

A:=M;n:=rowdim(A);

for k from 1 ton do

for i from k+1 to n do

#on détermine les coefficients sous la diagonale qui donneront la matrice L#
AliLk]:=A[L,k)/AkK];

for j from k+1 to n do

#on remplace la ligne L[i]par L[i]=L[i]-A[i,k]/A[k.kK]L[k] pour former la matrice A[k] #
AlLjl=Al]-AlLKI*Ak,j];

od;od;od;



return(evalm(A));

end;

Pour récupérer la matrice U on conserve les coefficients a; ; de A qui sont tels que 7 < j

Pour récupérer la matrice L on conserve les coefficients a; ; de A qui sont tels que ¢ > j que ’on
complete par des 1 sur la diagonale.

I.C.6) Le nombre de multiplications nécéssaires a la factoriastion LU est donc ( sans compter les
divisions) égal a

zn:(n k)= (n—1)n(2n —1)

k=1 6
. On peut s’en convaincre en ajoutant un compteur dans le programme a 1’'unique ligne qui fait
intervenir une multiplication.
I1.A.1) pour résoudre le systeme Au = w mis sous la forme LUu = w on résoud successivement
Lv = w qui nécéssite ZZ;} k = n(n — 1)/2 multiplication( puisque le systéme est triangulaire on
av = 1,1)2 = —12,1’01,’02 = —l371U1 — 1372U2...€tC>
puis Uu = v qui nécéssite aussi Y p_; k = n(n — 1)/2 mais en remontant le sytéme triangulaire
depuis le calcul de u,, qui nécessite une division non comptabilisée , jusqu’a celui de w4
I1.A.2) Pour inverser la matrice A il suffit de résoudre formellement le syst¢eme Au = w en fonction
du second membre quelconque w , de puis d’exprimer le résultat sous la forme w = A~ 1u
ceci nécéssite a priori %6(2"71) +n(n—1) = n(n—1)(2n+5)/6 multiplications et n(n—1)/2+1
divisions , ce qui est équivalent a n3 /3 multiplications et n?/2 division lorsque n — oo
ILB.1)6g = 1,6, = by et pour k € [[2,n]], en développant ce détrminant selon la derniére colonne

Ok = bpbr—1 — Cr—1a50k—2
I1.B.2) utilisons la question IC4 (unicité de LU) et vérifions par récurrence 1’égalité demandée

1 2—; C1
I 2
posons L, = et U, =
Cn—1
bn_
ln,n—l 1 On_1
avec Vi € [[2, n]], 17;72',1 = algij
ainsi Ay = (by), L1 = (1) etU; = (g—;) onadonc A; = LU,
supposons Vvérifiée la formule A,, = L, U, jusqu’aurang n — 1
On remarque en introduisant des matrices blocs que
0
o Lnfl 0 Un—l 0 o LnflUnfl 0
LnUn - ( 0,0,0,lnm,l 1 ) Cn—1 - « ﬁ
0 o

(o, B, 0 sont des matrices respectivement 1 X (n —1),1x 1,(n—1) x 1

plus précisément on obtient les coefficients de L,,U,, avec les formules suivantes
6n71

(LnUn)n,i = 0Osis S n— ]-7 (LnUn)n,n—l - ln,n—lé—a (LnUn)n,n = ln,n—lcn—l +
n—2

bn
6n717

(LnUn)i,n = 0Oste<n— 27 (LnUn)n—l,n = Cp—1



or

I 6n71 6n72 6n71
nn—1g — — Qn = apn
e 6n72 6n71 6n72
6TL 6717 6n ntn— 6n7 6n
lpn—1Cn_1 + = ApCh_1 2 4 _ dnln19n-2 i = b,, ( formule obtenue au II B 1)
7 6n71 67171 67171 6n71

donc on en déduit que 1’égalité A,, = U, L,, est vraie au rang n. Ainsi par récurrence, la propriété
demandée en découle.

II.B.3)

En langage Maple:

res:=proc(a,b,c,w);

n:=nops(b);

# les variables de la procedure sont les vecteurs a,b,c,et le second membre w , le vecteur a est indexé
de 1 an-1etnon de 2 a n comme dans le texte #

# calcul des coefficients de L et de U #

delta[0]:=1;delta[1]:=b[1];

for i from 2 to n do delta[i]:=b[i]*delta[i-1]-a[i-1]*c[i-1]*delta[i-2];l[i-1]:=a[i-1]*delta[i-2]/delta[i-
1];0d;

#Résolution de Lv=w"

v[1]:=w][1];for 1 from 2 to n do v[i]:=w][i]-1[i1-1]*V[i-1];0d;

#Résolution de Uu=v”

u[n]:=v[n]*delta[n-1]/delta[n];for i fromn-1 to 1 by -1 do u[i]:=(v[i]-c[i]*u[i+1])*delta[i-1]/delta[i];od;
end;

nombre de multiplications nécéssaires: 7n — 10

nombre de divisions nécéssaires: 2n — 2

nombre d’additions nécéssaires: 3n — 5

II.C.1.a)
2 -1
-1 "-. U1
< Apv,v >= (vq,..,0,)
S— Un,
-1 2
< Av,v>= Z ZCLiJ’Ui'Uj =2 va -2 Zvivi_l
i=1 j=1 i=1 i=2
or

v? +v2 + i(vl —v;_1)? =2 ivf -2 ivivi_l
‘ i—1 i=2

=2 i=
I1.C.1.b) On en déduit que Vv € R", < A,v,v >>0
de plus < A,v,v >=0= v} =0,v2 =0,etVi € [[2,n]], (v; —v;_1)> =0
ce qui implique clairement v = (
donc la matrice symétrique A,, est définie positive.
II.C.1.c) 1l est clair que pour tout k la matrice Ay = Ag(A,) est symétrique définie positive , et
donc son déterminant ( produit des valeurs propres strictements positives) est strictement positif.
11 est donc possible d’appliquer 1’algorithme de décomposition LU pour A
II.C.2) Onaici 6g = 1,61 = 2 et 6, = 20,,_1 — 0,,_2 équation qui caractérise une suite récurrente



linéaire d’ordre 2 associé a 1’équation carctéristique X? — 2X + 1 = 0 qui admet 1 comme racine
double

donc: il existe «, 3 tels que ,, = o+ nB. Ontrouve a = 1l et § = 1 et donc 6,, = n

d’ou pour i€ [[2,71”, li,i—l = % etu;; = %aui,i—&-l =-1
1 Y1 0
_% 1
I1.C.3.a) on obtient L,y = —2 =1
e 1)\ 0

appligons la méthode du pivot de Gauss , en effectuant les transformations sur L,, pour la trans-
former en [,,, et simultanément sur 7,, les mémes transformations
on obtient ainsi

1 0 0
1
= 1
-1 T2
0
Lz o=l

etdoncy; =0sii <k—lety, =%sii>k
I1.C.3.b) on applique la méme méthode ( pivot de Gauss) pour calculer U, ! mais les opérations
vont se faire sur les colonnes

N |

e
A

n+1 U1

W =
[N SN

s x=Uly=

. 1 1 1
soit x; = z(myi + 2 Yit1 + ...+ n_ﬂyn)

En particulier si i > k,
1 k 1 1
Ty = 1 — =) =tk rir—
Oy =G

etsii < k



I1.C4)
ainsisi A e [bi k] 1<i k<n le calcul précédent donne la valeur de A, ek, c’est adire les coefficients
bi
donc b; j, =
PARTIE III
ITI.A.1.a) Remarquons tout d’abord que la matrice B = *AA est symétrique (B = B)

|Az||* =* (Az)Az =' 2! AAz =' 2Bz
en particulier Vz € R", ‘zBx > (O et

‘2Br = 0= ||Az|]| = 0= Az =0

or A est inversible donc = = 0. Ainsi B est définie positive
ITI.A.1.b) B est donc diagonalisable dans une base orthonormée (€)1 <;<n, avec Be, = \;(B)e}.
(0 < M(B) <. < M(B))
en particulier si z € R", z = 3.7 2;¢, ona ||z|* = S a2 et || Az||> = 37, X\i(B)z? donc

A " \(B)z2
T x;

F1-i)k . F1—k)i . -
("nﬂz) sii > keth = ("nﬂ Visii<k

I’égalité ayant lieu pour z = €/,
On en déduit que

A
14] = sup 1420 _ 1y
o ]

III.A.1.c) si A est symétrique réelle ( donc diagonalisable) , alors B = A2 et donc \;(B) = A\}(A)
d’ou \,(B) = max(|\;(A)|)? = p(A)% On en déduit que || A]| = p(A)
III.A.2 posons A = I, — Honaalors (1) ©u=Hu+c(c=w)
On suppose que ||H|| < 1. La suite vectorielle définie par Uy € R" etVn € N, U,,,1 = HU,, + ¢
vérifie pour n > 1,
||Un+1 - Un” = HH(Un - Un—l)H

donc

[Unis = Ul < |H| U = Vs

2

< |H[[Un-1 = Un—2||
< < [H|"NU = Ul
Considérons la série de R™ : 2@1 Ug+1 — Uy. Cette série est absolument convergente : en effet

S oy | Ukt — Uyl est convergente puisque Y-, -, || H || est une série géometrique convergente (
IH[] < 1) )

or I’espace R™ étant complet , on en déduit que >, ., U1 — Uy est convergente

ceci implique que la suite Uy, est convergente. Notons u sa limite .

Puisque Vn € N, U,,.1 = HU,, 4 c on en déduit que

lim HU, +c= Hu+c= lim U, 1 = u

n—oo

(la premiere égalité provient de la continuité de 1’application affine © — Hzx + ¢)



01 0

ITI.A.3.a) M, est tridiagonale d’ordre n : M,, =
1

0 1 0
Soit A une valeur propre de M,, et x un vecteur propre associé (z # 0)
on sait que M,, admet n valeurs propres réelles puisqu’elle est symétrique
Myx =Xz & Viell0,n+1]],z; — Axip1 + 252 =0
1’équation caractéristique est X2 — AX + 1 = 0 de discriminant A = \? — 4
en notant ig € [[1,n]] 'indice tel que |z;,| = max(|z;|) on a donc z;,_1 — Az;, + x;,4+1 = 0 donc
ATy = Tig—1 + Tig41 dou |A] |z < 2|z, dou A < 2
posons A = 2 cos 6, avec 6 € [0, 7],ainsi A = —4sin? § et donc
—AX +1=0& X =
la suite x,,, récurrente linéaire d’ordre 2 , est donc donnée par la formule
zp = e + e xo=2,.1 =0
on en déduit les équations
a+p3=0 N o (# )
aetnt1)0 + ﬁe—i(nJrl)e =0 Sln((n + 1)9) —
donc il existe un entier naturel k£ € [[0,n + 1]] tel que 0 = ?
et xx = 2iasin(kd). Notons que k # 0 et k # n + 1 sinon :13 =0
ainsi les n valeurs propres de M,, sont les réels A\, = 2 cos( 1) Ak €] — 2,2
II1.A.3 D’apres 1A 1c)

T
M, = p(M,) =2
1Ml = p(Mn) = 2cos(———

de plus lim,, o 2 — 2 cos(;57) = 0
On en déduit donc que les valeurs propres de A, = 21,, — M, sont égales a 2(1 — cos(2Z))

) =2 — u, avec p,, = 2 — 2 cos( W1)>O

n +

nt1
MLA.3.0) 11, = 2(1 — cos(:57)) = dsin’(5755) ~ 4(z555)* ~ &
IIL.A.4 a) On suppose ||Up|| = 1 et ||w|| = 1 pour la suite (7)
st H = ” on a alors
M, 1

(7) <:>u:Tu+c<:>(2ln—Mn)u:2c:Anu:w§
donc ¢ = Let [|c[| =
on a alors

Uk:Hkal—i-C—H(HUk 2—|—C>—|—C—H Uk- 2+HC+C

de méme

Uk- = H?’Uk,:g + H2C+ HC+ C
puis par récurrence simple
Up=HUy+ (H* '+ ..+ I,)c
II1.A.4 b) On peut donc écrire puisque H*Uy — 0 que u = ZZ;’B HFc ( série absolument conver-
gente de R™) et donc

+oo
Z Hic+ H*U,

i=k

1Uk = ul| =

18
<5 H |+ [1E
i=k



or

1 +o0 A +o0 1
|H = 5 I8 = 1= 22 et ST < 30—y = (1= ey
i=k i=k 2

donc

I = ull < - = B (1= Byr = = B2+ )

n n
( comment faire intervenir A ! ici? )

IIL.A.4.c) on peut remarquer que A! | qui est également symétrique réelle, admet pour valeurs
propres (2(1 — cos(;£%))) ™ et donc
1 1
A7 = plagh) = = —
47 S —cos(Z5)

done || A | ~ 25
IIL.A.4.d) On veut donc (1 — %)¥(1 + L) <107 soit

(In(107*) = In(1 + 5-))

- In(1 — &)
- o L : vero (O™H=In(1+.%)) .
pour obtenir I’approximation demandée , il suffit donc d’itérer (=) fois
U . T . (In(10~*)~In(1+5>)) I
chaque itération nécéssite 2n multiplications donc il faudra en tout 2n (1 Ea) “n— multipli-
2

cations.
si I’on suppose maintenant que n — 0o, on en déduit que
(n(10°) ~ (L + ) WG sntlan
In(1 — &2) (=) 2
si ’on compare avec les résultats du IIA2) on avait obtenu n?/3
il est donc préféreable d’utiliser la méthode LU
(les réponses a cette question IIT A 4) ne sont pas garanties )




