CCP 2008. Filiecre MP. Mathématiques 1.
Corrigé pour serveur UPS par JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)

I. Généralités.

1) Pour z > 1 la série définissant F' converge absolument, pour 0 < x < 1 elle converge par le critere spécial des séries
alternées et enfin pour x < 0 elle diverge grossierement. Le domaine de définition de F' est donc |0, +oo[. O

_1\n4n+1
2) gn(t) = H(l% pour t # —1. Donc sur [0, 1] la suite (g,,) converge simplement vers g : t — Y

dominée par la fonction constante égale & 2 intégrable sur [0,1[. Le théoréme de la convergence dominée permet

1 1
dt
donc d’affirmer que / gn(t)dt / ie. F(1)=In2. O
0 n—+oo  Jg 1+t

et est

_1\n—1
3) Notons fn(xz) = % Pour = > 2 il vient que |fn(z)] < % Ainsi Y fn(z) converge normalement sur
n n

[2,+00[ et le théoreme du double passage & la limite permet d’affirmer (puisque lirf fn(x) =0 pour n > 2) que
lim F(z)=1. O

Tr——+00

4)
71— xInt)

a) En notant o(t) = lil—mt pour t > 0 (avec z > 0 fixé), il vient que ¢'(t) = donc ¢ est décroissante

t2LE

pour t > e'/*. La suite (ln_wn) est donc asymptotiquement décroissante. [
n n=1
b) Pour prouver que F' est de classe C* sur ]0, +o0[ et en outre dérivable terme & terme, il suffit de prouver que :
(1) : les fonctions f,, sont de classe C! sur 0, +o0|
(2) : la série Y fn(t) converge simplement sur ]0, +00]
(3) : la série > f/ (z) converge localement uniformément sur |0, +oo|.

Or (1) est clair et (2) a été établi en la question 1).

Par ailleurs f) (z) = (—1)"lnn

nx

Soit alors a > 0.

. Inn A . , .
Pour z > a et n > e'/% la suite (—x) décroit (vers 0 par croissances comparées) compte-tenu de la question
n

précédente. Donc la série 3 f/ () releve du théoreme spécial pour = > a et n > e'/.
+oo
Ainsi : | > f,’c(x)‘ < fhp (o)) < Inn+1) _ en Yz =a Vn>ell
n+l (n+1)*
Ce qui prouve que la série Y f/ (x) converge uniformément sur [a,+oo[ . donc (3) est bien satisfaite.
o 1 , T plnn
Ainsi F est de classe C* sur |0, +oo[ et F'(z) = > (—1)"—
n=1 n
. . - 1 1 .
5) Soit z > 1 fixé. Comme les séries > et Y, ———— convergent, on peut écrire :
(2n)* (2n + 1)*
F( ) +oo 1 +oo ( ) +oo 1 +oo 1 d
r)=—> ——+ >, ———— et {(v) = —— 4+ > ———— donc:
ngl (2n)* nz::o (2n+1)* ¢ ngl (2n)* ngo (2n+1)*
+oo
Fla) - C(z) = -2 5 ﬁ = —91%((z) soit F(z) = (1-2'%)¢(x) Ve >1. O
n=1 n

D’oti {(x) ~ F(z) au voisinage de +o0o donc HIJP ((z)y=1. O

Produit de Cauchy de la série alternée par elle-méme.

6)

a) Pour z > 1 la série définissant F'(z) converge absolument donc son produit de Cauchy par elle-méme converge
absolument vers F(x)?. [

(1t (et
P’ (n—p)°*

Donc |en(z)] > (1 — 1) > =a,. O
n

7’L2

n—1
=(-1" 3 %.Orp(n—p)g—pourlgpgn—l.
p=1 (p(n_p>) 4

n—1
b) Il vient ¢, (z) = >
p=1

4* , .
Or a, ~ —5— ne tend pas vers 0 (pour z fixé et n — +00) si 0 < x <
n

N |~

Donc dans ce cas Y ¢, () diverge grossierement. O
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7

a) ﬁ:%(%mfx)-

Donc ¢, (1) = (=1)" "g p(nl—p) N (_:L)n "g (119 n ip) - 2(_1)nH71_1 -

H,_ 1 H, H,_1—-1 .. . H,_4
= et ainsi la suite ( )

. 1. . . P
b) En écrivant que H,, = H,,_1 + — il vient immédiatement que — =
n n n+1 nn+1) n

est-elle décroissante. [
Hn,1 Inn

~ —— tend vers 0, la série Y ¢, (1) converge par critére spécial aux séries alternées. 0O
n n

¢) Comme en outre
On peut facilement montrer qu’elle converge bien vers le produit des sommes i.e. (In2)2. Cf annexe 1 a la fin.
Calcul de la somme d’une série a ’aide d’une étude de zeta au voisinage de 1.

8)
a) Comme F est de classe C! sur ]0, +00], elle est en particulier dérivable en 1 et admet donc en 1 un développement
limité qui est le développement de Young : F(1+h) =In2+ F'(1)h+o(h) O

En notant g(x) =1—2"% il vient g(1+h) =1—-2"" =1 — e "2xh = (In2)h — (11122)

K2 +o(h?) O

b) Pour z > 1 on a (question 5) ¢(z) = F(z)/g(z) et ainsi pour h > 0 :
1 In2+ F'(H)h+o(h) _

In2
1+h)= In2+ F'(1)h h))(1 —h h)) d
M) =g < ln2h+ o (I 2)h(n FFh-+o() (14 =k -+ o(h)) done
1 /F'(1) 1n2
1+h)=— — 4+ — 1) O
=5+ (Tg +75) +o)
9)
. 1 Lo . 1 mHhdt
a) La fonction t — — étant décroissante sur [n,n+1] (car > 0) il vient ———— < — < — d’ou l'inégalité

proposée valable pour tout z > 0. U

n 1
b) Il en découle que > vp(z) <1 — ————
k=1 b (n+1)*
pour tout réel x > 0 en tant que série a termes positifs et a sommes partielles bornées. [

< 1 pour tout n > 1 et tout réel = > 0. Ainsi la série > v, (x) converge

n

En particulier Jrf:ovn(l) = lim Zn: ve(1) = lim ( Zn: %—ln(n—i—l)) = lim (( > %—lnn)—ln(l—i—%)) = 1.

n=1 n—+00 n—+00 \ 2] n—+oo k=1

n n n+1 d
c) Pour tout z > O on a > vg(z) = > kix - / —. Si en outre > 1 les deux termes du membre de droite
k=1 1
1

k=1 t*
+oo
convergent et ainsi Y v,(z) = ((z) — ——. O
n=1 z—1
d) Soit a > 0 fixé. Pour x > a il vient 0 < % v () < 1 - L < 1 < 1
e ()T (NEDT T (e DT (e )
—+oo
En faisant tendre N vers +oo (licite vu la convergence de la série) il vient que Y.  wv,(x) < CFg ce qui établit
k=n-+1 n
la convergence uniforme de la série > v, (z) sur tout intervalle [a, +oo[ avec @ > 0. O
e) Pour n > 1 fixé, la fonction z — / —w est continue sur ]0, +o00[ en tant qu’intégrale propre a parametre car

(t,x) — ti”” est continue sur [n,n + 1]x]0, +-o00[. Il en découle que vy, est continue sur |0, +oo].

+oo
Par théoreme de récupération uniforme de la continuité, il vient alors que z — Y v, () est continue sur |0, +oo|
n=1

+oo +oo
et en particulier en 17. Donc > v,(1 +h) = > va(1) + 0o(1) = v + o(1) et la question c) prouve alors que
n=1

n=1

((1+h):%+”y+o(1) O
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10) De I'unicité du développement limité en 17 de la fonction ¢, on tire alors

400 (_1\n
Or F'(1)= > (D" car on a démontré précédemment que F était dérivable terme & terme sur ]0, +o00[ done
n=1 n

+oo (_1\n—1
en particulier en 1. Ainsi > M = — 1n2(7 — hl72) 0

n=1 n
Calcul des F(2k) a ’aide des nombres de Bernoulli.

Voir démonstration de l’existence et de l'unicité de la suite des polynomes de Bernoulli en annexe 2.
1

11) Il vient immédiatement B; = X — % et By = X2 - X + % donc b = —% et by = e O

1
12) Pour n > 2 on a B, (1) — B,(0) = 0 puisque / B,_1(t)dt=0carn—1>1. O
0

13) On vérifie immédiatement que la suite (C),) définie par C,,(X) = (—1)"B, (1 — X) vérifie les conditions de la suite
de Bernoulli donc B, (X) = (—1)"B,(1 — X) par unicité de la suite de Bernoulli. [

14)e Comme gy, est 2w périodique, il vient pour z € [—2m, 0] que gx(—2) = gx (27 — ) = Bax(1 — 2i) car
T

21 — x € [0, 27[. Compte-tenu de la question précédente on a donc gx(—z) = ng(2£) = gi(z).
T
Comme gy, est 27 périodique et que sa restriction & [—2m, 27| est paire, gi est paire.
e En outre g; est continue sur R car elle est périodique de période 27, que sa restriction & [0, 27| est continue
(fonction polynomiale) et que lim gp(z) = lim Boy(t) = Bar(1) = Bax(0) = gx(0) = gx(27) (a priori pour k > 1
T—21m t—1—
car alors 2k > 2 mais également vrai pour k = 0 car go = By = 1).
e En outre gy, est clairement de classe C' par morceaux.

Il en découle que g est égale & la somme de sa série de Fourier (de cosinus) et qu’en outre cette série converge
normalement sur R. L’existence est ainsi prouvée. Quant a l'unicité (d’ailleurs totalement inutile pour la suite),
elle dépasse le cadre du programme. [J

15)
1
a) Il vient par changement de variable a,, (k) = 2/ By (t) cos(2mnt) dt  (1).
0

Pour k£ > 1 (pour dérivation de Bagy) et n > 1 (pour primitivation de cos(27nt)) il vient par parties :

2k [* .
an(k) = —=— | Bap_1(t)sin(2mnt)dt.
nm Jo
En réintégrant par parties en dérivant & nouveau Bgj_1 (on a bien 2k —1 > 1) on obtient le résultat de 1’énoncé. O
b) Par ailleurs a,(0) = 0 d’apres (1) ci-dessus (car By = 1) et B1(1) = —B;(0) = —% donc a,(1) = ( 1)2. O
™

(2k)(2k — 1)

c) Pour k >2on aa,(k) =— 2mn)?

an(k — 1) d’apres a) car 2k — 1 > 3 > 2 donc Bag—1(1) = Bar_1(0).

(=D*1(2k)!

22k—1 (wn)% O

Par une itétartion claire, compte-tenu de la valeur de a, (1) ci-dessus, on obtient a, (k) =

On constate que cette formule est encore vraie pour k& = 1.

1
16) Pour £ > 1 on a ag(k) = 2/ By (t)dt =0 donc :
0

bar = Bor(0) = gx(0) = JFZO:O an(k) = (=) (2k)! x ((2k) soit encore ((2k) = 22h

X (—1)k_1b2k x w2k, O

= 22k71(7.r)2k (2I€)'
17)
a) Par une récurrence immédaite il vient que B,, est de degré n et la formule de Taylor pour les polynémes fournit
n pk)
B (X) = > BWT@Xk. Or par une récurrence immédiate il vient que B = n(n—1)...(n —k + 1)B,_j, donc
k=0 '

Bn(X) = Eo Chb,_p X+ O
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b) En particulier pour n > 2 on a b, = By (1) = b, + > Cfl bp—j donc Ci bn_r = 0.
k=1 k=1

n n—2
Ainsi by 1 = == 32 Ck b= =15 kb

N k=2 " k=0
n—1
La suite (b,,) est donc définie par by =1 et pour n > 1 : b, = — _1'_ N > CZH b. O
n k=0

Algorithme : on commence par créer un tableau B de n réels initialement rempli par des zéros qui contiendra & la
fin le tableau [by, b, ..., by,] qui sera renvoyé par I'algorithme.

Le calcul des by se fait a I’aide d’une boucle “for”. Chaque étape de cette boucle comporte elle-méme une boucle
“for” pour le calcul de la somme. A noter 'utilisation de la variable binom pour éviter la répétition de calculs déja
effectués.

Programme Maple :

bern := proc (n)
local B,b,binom,i,j:
B := 0; for i from 1 to n-1 do B := B,0 od: B := [B]:
for i from 1 to n do
b := 1: binom := 1:
for j from 1 to i-1 do

binom := binom*(i+1-j+1)/j:
b := b+B[jl*binom
od:
B[i] := -b/(i+1)
od:
B
end:
bern(20);

(-1/2, 1/6, 0, -1/30, O, 1/42, 0, -1/30, 0, 5/66, 0, -691/2730,
0, 7/6, 0, -3617/510, 0, 43867/798, 0, -174611/330]

Programme Caml L’indexation des tableaux commencant a 0, by est codé dans la case d’indice k — 1 du tableau B.

let bern n =
let B = make_vect n 0. in
for i =1 ton do
let b = ref 1. and binom = ref 1 in
for j =1 to i-1 do
binom := (!binom * (i+2-j)) / j;

b :=!b +. (B.(j-1) *. float_of_int !binom)
done;
B.(i-1) <= -.(!'b) /. float_of_int (i+1)
done;
B

)

bern : int -> float vect = <fun>

Ce programme fournit bog = —529.124242424 et on vérifie bien avec Maple que :

evalf (-174611/330);
-529.1242424

—+oo
Annexe 1: Y ¢,(1) = (In2)%
n=2

+o0 -1 n—1
Pour z €] — 1, 1], la série entiere > (=1 a™ converge absolument vers In(1 + ) car son rayon de convergence
n=1 n -

—+oo
est 1. Donc par produit de Cauchy on a en particulier In*(1 +2z) = 3 ¢, (1)z" pour z € [0, 1].

n=2

Comme la série > ¢, (1) converge (question 7) on peut envisager la fonction S définie sur [0, 1] par :

+oo
S(x) = > en(1)a™.

n=2
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Comme la suite (cn(l)) est alternée de valeur absolue décroissante vers 0 (Cf question 7), la série précédente releve
du théoreme spécial pour tout x € [0, 1].
Ainsi son reste d’ordre n vérifie |R,(z)] < |cnt1(1)|2" T < |epya ()] Vo € ]0,1]
—+o0
ce qui prouve la convergence uniforme de la série > ¢, (1)z™ sur [0, 1].

n=2
Ainsi S est une fonction continue sur [0, 1] et en particulier en 1 donc :

-i_f:ocn(l) =5(1)= 1111117 S(z) = 1i11117 In*(1+2z)=(n2)> O

n=1
Annexe 2 : Existence et unicité de la suite des polynéomes de Bernoulli

Soit le prédicat P, : «Il existe une unique famille (By, By, ..., B,) de polyndmes telle que By = 1 et pour k de 1 &
1
n: Bl =nB,_1 et / B, =0»
0

Pq est vrai. Supposons P, vrai.
e Soit (Qo,---,Qns1) une suite satisfaisant P,1. Alors la suite (Qo, ..., Q) satisfait P,, donc Qr = By pour
k <n.Enoutre @, = (n+1)Q, = (n + 1)B,, détermine @, 41 & une constante additive pres et cette constante

1
est déterminée par / Qn+1 = 0. D’ou 'unicité de la suite (Qo, ..., @n+1) si elle existe.
0
e Soit la suite (B, B, ..., Bn, Qnt1) avec Qni1(x) = / (n+1)B,(t)dt + A = Pyy1(z) + A ol A est défini par
0

1
A= —/ P,4+1(t) dt. Alors cette suite vérifie Py, 1.
0

Ainsi P,,41 est vrai et Pexistence et 'unicité de la suite (B,,) est établie. [

FIN

~ CCP-2008-maths1.TgX page 5 ~



