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——— CORRIGE ——
CENTRALE MP 2010, MATHS I

Partiel

a) Elémentaire mon cher Watson !

b) Six;,x» € EetAelk alors pour tout y € E

h(xy +Ax2) (1) = @(x1 + Axz,¥) = @(x1, ) + Ap(x2, y) = (h(x1) + Ah(x2)) ().

et donc h(x; + Ax2) = h(x1) + Ah(x2).

AL® = ﬂ ker h(a), c’est un sous espace vectoriel de E.
aeA

kerh={xe€E/VyeE ¢,y =0} = E1?, dimE = dimE* = n donc h est un iso-
morphisme si et seulement si EX% = {0}.

n
a) Sachant que pour tout forme linéaire f de E, f = Z f (ei)e;‘, 11 suffit d’écrire
i=1
pour tout (i, j) € [[I,n]]2

n n
h(ej)=) hlej)(ee; = olei,ejle]
i=1 i=1

N.B: du fait que ¢ est symétrique, sa matrice mat(yp, e) = ((p(el-, ej))l.j est sy-
métrique.

b) La matrice de h(x) en tant qu’élément de E* dans la base e* est le vecteur
colonne [h(x)], = mat(h, e, e*)X = QX, sa matrice en tant que forme linéaire
de E dans la base e est le vecteur ligne mat(h(x), e) = '[h(x)]. = "X'Q = 'XQ

Et ainsi @(x, ) = h(x)(y) = mat(h(x),e)Y = "XQY.

N.B:sionnoteX=(x;);, Y= (y;); et Q= (aij),-j alors
P,y ="XQY =Y ajjxiy; (%)

1<i,j<n
En outre, puisque mat(h,e, e) = mat(p,e) et que ¢ est non dégénérée si
seulement si & est un isomorphisme alors
¢ est non dégénérée < mat(y, e) est inversible

.B.1) Soit g € 2(E), par définition de 2 (E), il existe une forme bilinéaire symétrique ¢

de E telle que g = q. Si maintenant  est une forme bilinéaire symétrique véri-
fiant la méme condition g = gy, I'identité de polarisation donne :

V(x,y) € B, @(x,y) = %(q(x +Y)—q0)-q() =wx,y)
etdonc v =¢.
On va noter respectivement et ¢’ les formes polaires des formes quadratiques g
etq'.
Supposons qu'il existe une isométrie f de (E, g) dans (E', g'). Soit e une base quel-
conque de E et soit ¢’ son image par I'isomorphisme f.
Pour tout vecteur e; de e et son image e} par f, g'(e}) = ¢'(f(e;)) = q(e;) et donc
par polarisation

Y(i, j) € [1,n]?, ¢'(ej, €)= ples e)).

ce qui signifie que mat(q’, e’) = mat(q, e).
Réciproquement, supposons qu'il existe des bases e de E et ¢’ de E’ telles que
mat(q’,e’) = mat(q, ) et notons Q cette matrice.
Soit f l'unique application linéaire de E dans E’' qui transforme e en ¢
mat(f,e,e') = I,, donc pour tout x € E, si X = [x], alors [f(x)], =X et par suite
q'(f' ) ="X0X = q(x).

f est donc une isométrie de E sur E'.

2p p
.B.3) Pourtoutx= ) x;c;€ K27, Ap(X) =2 XiXisp.
i=1 i=1
2p 2p
a) Onposepourtoutx =Y x;c;eK*’ety=) yjc; e K*’
i=1 i=1

1 P
@p(6,)) =5 (A0 + ) =4 = q) = Y (XiYisp + Xiep i)
i=1
On vérifie que ¢, est une forme bilinéaire symétrique, et que g, estla forme

quadratique qui lui est associée.



b)

c)

Lalecture de la matrice de g, peut étre faite directement a partir de I'expres-
sion de @, (x, y) selon la formule (x), question (1.A.4.b).

P [ #
ma ,C) =
i I, 0

On notera dans la suite de ce corrigé J, cette derniere matrice.

qp est non dégénérée puisque elle représentée par la matrice inversible J,
(det( ) = (-1)?) dans la base canonique de K2,

Si maintenant (E g) est un espace de Artin, il est isométrique a ([KZP ,dp)- g et
qp seront donc représentées par une meéme matrice Q dans des bases bien
choisies de F et de K?P. qp est non dégénérée donc toutes ses matrices sont
inversibles. Q est donc inversible et par suite g est non dégénérée.

En remarquant que mat(qg, ¢) = Iy, il suffit de trouver une base e de C?P telle
que mat(qp, e) = I;. Ce qui peut nous faire penser a une certaine méthode

de Gauss (vue pour les formes quadratiques réelles ... quand méme).
2p

Soit x= ) xicr € C?”,
k=1,

Ap(X) =2 ) XpXap (e + X4 ) = (X = X4 p)°)
k=1

Eo

Il |
N | — N | —
e LTS

p
2 . . 2
(X + X p) ™ + D (i — I X1 p)
1 k=1

2p
1

2 . .o\2
X+ Xpep)® + = Y (X p — ixg)
1 k=p+1

M= =

N =

k

On considere alors la famille de formes linéaires ¥ = (@1, W2, -, y2p) défi-

nies par
1 1
(X) = —=(Xp+Xpep) Sike |1, pll et Wi(x) = —=(ixXp—p, —ixg) SikE +1,2p]||.
Wk N3 kt Xk+p [Lp] etwi NG k-p k [r rl
2p
de telle sorte que g, (x) = Z Wi (x)?. Définitions qu’'on peut résumer matri-
k=1

ciellement par
1 I il
mwm:—(”.ﬂ
V2 \I, -il,
On note P cette derniére matrice.
Procédure de routine (opération par blocs, L2 — 12 -L1):
I, 0

L, il,| |1, i,

0 -2il,

I, il
Pl= soit |7 P l=(-2i)P
-1, Ip||l, -il, I, -il,

d

Donc detP # 0 et par suite ¥ est une base de E*. Si e est sa base anté-duale,

2p 2p
alorspourtoutx= Y yrex= Y Wi(x)ex€E
k=1 k=1

2p
2
ap(0 = -
k=1
etdonc mat(gp,e) =I, CQFD.
N.B : Rien n'empéche d’utiliser la méthode de Gauss pour une forme qua-
dratique g d'un C-ev E. Elle permettrait de prouver I'existence d'une base de
formes linéaires (W1, W>,...,¥,) et de scalaires complexes ay,0do,...,q;, tels
que
- 2
VX€E, q(x) = ) opyi(x)

k=1
q est alors non dégénérées si et seulement si tous les coefficient o sont non

nuls, et dans ce cas en considérant pour tout k € [1, n], un complexe Py tel
que [3?C =g, W) = ﬁ\yk et €' la base anté-duale de (W}, w5,...,w}), nous
aurions ; )

Vx=) yré, q(x) = kzlyi

k=1
Ainsi par “transitivité”, si K = C et dimE est paire alors

(E, q) est un espace de Artin <= ¢ est non dégénérée

La on se retrouve en terrain connu, celui des formes quadratique réelles.

11 suffit de trouver une base e’ de R?? telle que

I, 0
mat(q,,e') =mat(q’,c) = ( (’; )

-1,

2p o,

ou encore une base €' telle que pour toutx = Y_ y;e}, gp(x) =Y yi— Y. ¥;.
i=1 =1 i=p+l

On reconnait la I’écriture canonique d'une forme quadratique de signature
(p, p). il suffit donc de montrer que la signature de g, est (p, p).

2p
Soit x=)_ x;c; e R*
i=1

12 , 1 22 )
Gp(X) ==Y (Xi+Xisp) == Y, (Xiep—Xi)
2 i=1 i=p+1
il reste a justifier que la famille de formes linéaires (Y1, W2, -, W2p) définies

par
W(x) =x;+ X sii€ [1,p]letw;(x)=x;—p—x;siie[p+1,2p]
est libre. Pour cela, il suffit de justifier que la matrice



ILA—
IL.A.1)

IL.A.2)

€e)

a)

b)

c)

a)

est inversible.

N.B: La encore, en déployant un raisonnement similaires a celui fait a la fin
de la question précédente, on prouve que si K =R et dimE = 2p alors
(E, g) est un espace de Artin <= la signature de g est (p, p).

Soit (E g) un espace de Artin de dimension 2p, et soit donc f une isométrie
de (K*”, qp) sur (E q).

Le sous espace vectoriel V = Vect{cl, Co,ee- ,cp} de K?P est de dimension p et
il vérifie: Vx eV, g,(x) = 0.

Son image f(V) est un sous espace vectoriel de F de dimension p (f est un
isomorphisme) et elle vérifie: Vx €V, q(f(x)) = gp(x) =0.

——— Partie Il ——

Soit W € E*. h est un isomorphisme puisque g est non dégénérée, soit donc
l'unique vecteur x € E tel que v = h(x).
n n
On peut alors écrire y = Z h(x)(e)e; = Z ¢(x,e;)e; et par suite
i=1 i=1
yeVect{ey, ), €., ent <= Vie[[1,p], plx,e) =0 = x e F*.

*

et donc: y € Vect{e;, 1,y

Ainsi h(F!) = Vect{e, 1,€p.0, €}

et = we h(Fh

h est un isomorphisme donc dimF* = dim h(F1) = n— p. soit

dimF +dimF* = n
Soit x € F alors pour tout y € Ft, @(x,y)=0etdonc x e FHt. ce qui montre
que F c (FY)*. Ensuite les relations dimF + dimF* = dimF* + dim(F)* = n
donnent dimF = dim(FJ‘)J‘ et ainsi (FJ‘)J‘ =F.
Un vecteur de (F+ G) est orthogonal a tout vecteur de F et a tout vecteur de
G donc (F+G)* c FL nG* et inversement un vecteur qui est a la fois orthogo-
nal a tout vecteur de F et a tout vecteur de G va étre orthogonal a tout vecteur
de F+G, soit F* NG c (F+G)™.
Alors (F+G)* =F-nG*

IL.A.3)

IL.A.4)

ILB—
11.B.1)

11.B.2)

b) 1l suffit d’appliquer le résultat du a) 2 FL et G* et de passer ensuite a I'ortho-
gonal.

Notons que F19r = {xe F/VyeE @(x,y) =0} =FnF*.

1=2) Supposons que F est non singulier. ¢r est donc non dégénérée et donc
d’apres (I.A.3), F-eF = {0} soit Fn FL = {0}.

2= 3) Supposons que FnFL = {0}. Nous avons dimF + dimF- = dimE donc
FeF' =E.

3= 4) Supposons que F& FL = E. Alors F- n (F4)% = {0} et donc (F1)™*st = {0}.
Alors @p. est non dégénérée et donc F* est non singulier.

4= 1) Supposons que F' est non singulier. Limplication 1 = 4) ayant été justifiée,
il suffit de I'appliquer a F* pour s’assurer que F est non singulier.

Supposons que F et G sont orthogonaux et non singuliers.

Notons que le fait que F et G soient orthogonaux signifie que F ¢ G*. Puisque

GNG* = {0} alors FN G = {0} et donc la somme F + G est bien directe.

Soit maintenant x€ (Fe G) N (F& G)l, et posons x = xp+ xg ou xp € Fet xg € G.

(FeG)' =F nG" donc xe F-nG*.

x € F* donc pour tout u € F, ¢(x,u) = @(xp,u) =0, et donc xp € Fn FL. F est non

singulier donc xg = 0.

De méme x € C* donne xg =0.

Alors x =0 et donc (F®G) N (F® G)* = {0}. F® G est donc non singulier.

Avec les formes quadratiques de R?, g(x, y) = 2xy et 4’ (x, y) = x> — y*, nous avons

o((x, 1), X, yN) =xy + yx' et @' ((x, ), (X, ) = xx' = yy'
((1,1),(1,-1)) est une base g-orthogonale de R?, ((1,0),(0,1)) en est une base q'-
orthogonale.

Soit e; = (a,b) un vecteur non nul de R? et voyons s'il peut exister un vecteur
e> = (x,y) tel que (e;,ep) soit une base de R? i la fois g-orthogonale et q'-
orthogonale. On devrait avoir

bx+ay=0
S)
ax—by=0

ce systéme linéaire a pour déterminant § = —b* — a®

. e; estnon nul donc 6 #0. (S)
a donc pour unique solution la solution nulle.
Ainsi il n'existe aucune base de R? qui soit a la fois g-orthogonale et ¢'-

orthogonale.



I1.B.3) D’apres des résultats démontrés dans la premiéres parties pour toute base e de c)
E, mat(h, e,e*) = (p(e;, ej))ij. On voit ainsi que e est une base g-orthogonale si et
seulement si mat(h, e, e*) est diagonale. Plus exactement e est g-orthogonale si et
seulement si

mat(h, e, e”) = diag(q(e1), g(ez), -, qley)).
Notons aussi que puisque ¢ est non dégénérée mat(h, e, e*) est inversible et donc

dans le cas ou e est une base g-orthogonale alors g(e;) # 0 pour tout i € [1, n].

Supposons que e est une base a la fois g-orthogonale et ¢'-orthogonale de E alors

1 1 q'(e1) ¢'(e2) q'(en) a
mat(h™ ' oh',e) =mat(h™',e*,e)mat(h, e,e*) = diag , oy )
q(e1)  glep) qlen)
mat(h~! o I, e) est diagonale donc la base e est formée de vecteurs propres de
h ok
I1.B.4) Supposons que h™'oh' admet n valeurs propres deux a deux distinctes, il est donc b)

diagonalisable. Soit e une base de diagonalisation et posons pour tout i € [1, n]
hlo h'(e;) = A\;e; ou encore h'(e;) = A\;h(e;). Vu la définition des applications h et
1 ceci signifie que
Vie[l,nl,Vx€E, ¢'(x,e;) =Aip(x, e;)

Ainsi pour tout p € [1,n], un vecteur x qui serait orthogonal aux vecteurs
e, e, -, ep pour q le serait aussi pour q'.
Posons alors pour tout p € [1, n], Vp = Vect{el,eg,m ,ep}. Si p =2 alors Vp mV,j_l
est non nul, car sinon nous aurions dimV, + dimVé_1 snsoitp+(n—-p+1) =
n+ 1 < n. Considérons alors une famille de vecteurs (uy, up, -+, u,) telle que

up=ep

up €VpnVy, \{0} sip>2
Pour tout p = 2, u, est orthogonal aux vecteurs ej, ez, --,e,_1 pour g donc
aussi pour q’ et donc il est ort hogonal aux vecteurs uy, up, -+, up_1 (car ils sont
tous dans V,_; = Vect{er, ez, --,e,_1}) pour g et pour ¢'. Au final la famille
(11, up, -+, uy) est alafois g-orthogonale et q'-orthogonale.

II.C —
II.C.l) x € Etel que x #0 et g(x) = 0. (on dit que x est un vecteur g-isotrope).

a) ¢ estnon dégénérée, donc x ¢ EL, il existe donc au moins un vecteur v € E tel
que @(x,v) # 0. En posant z = (1/¢(x, v)) v nous avons ¢(x, z) = 1.
b) Avec y = z—(q(z)/2)x nous avons

q(2)?
4

q(x) —2.@.({)(2,)6) =0

q(y) =q(2)+

P(x,y) =9(x,2)—(q(2)/2)q(x) = p(x,z) = 1. Donc y est non colinéaire a x car
sinon nous aurions @(x, y) =0.
Soit IT le plan engendré par x et y. Pour tout vecteur v = ax+py eIl
q) = o®q(x) +p2q(y) +20B@(x, y) = 20f
Alors (T1, g/n) est un espace de Artin.

I1.C.2) Fun sous-espace vectoriel singulier de E et (e, ez, -+, €5) une base de Fn FL.Gun
supplémentaire de FNF+ dans F: F = (Fn Fl) & G.

F = (FY +F)nG* donc FnF' = [Fn (FL +F)] NGt =FnG™.

Comme G c Falors GNG* c FNF*, mais GNG* < Get Gn (FNF*) = {0} donc
GnGt=1{0}.

D’apres la question (II.A.3), G est non singulier.

Sis=1,FnF' = Kej.e; € F* donc @(e1,e1) =0etpourtout veG, e, v)=0.
Donc g(e;) =0ete; € Gt

Considérons la restriction ¢, de g sur G+

D’apres la question (II.C.1) il existe un plan artinien P; pour ¢; dans G*
contenant e;. Py est naturellement orthogonal a G pour g. Ce qu'on nous
voulions démontrer.

Si s = 2, supposons que la propriété est vraie pour tout sous-espace F’ tel que
dimF NnFt=s-1.

Posons F' = Vect{e;, ep, -+, es_1} et B = (GoKey)™ .

GoKe;cFdoncFr cE.F cFnF' cF' doncF cFE.

De plus F' c F! et FX c F'* donc F' c F'* soit F'nF'* = F'. {0} est le seul
supplémentaire de F'nF'* dans F'.

dimF' nF'* = s —1 donc par hypothése de récurrence il existe des plans ar-
tiniens P1,P,,--,P;_1 dans E’ qui sont deux a deux orthogonaux et qui pour
chaque k € [1, s — 1], P contient ey.

Ses plans, puisqu’ils sont dans E’, sont tous orthogonaux a G et au vecteur e.
Considérons maintenant le sous-espace B’ = (G@P; @---®P,_1)" . e; € E et
q(es) = 0 donc il existe un plan artinien P; de E” contenant e;

Finalement

e Pourtout k € [1, s], Py est un plan artinien contenant ey.

¢ Les plans P sont deux a deux orthogonaux

« Ils sont tous orthogonaux a G.

CQFD



I1.C.3)

I1.C.4)

I1.C.5)

F=GoP,o---0P;, les plans Py étant deux a deux orthogonaux et tous orthogonaux
aG.

. = =1
Soitxe FNF et posons

xX=y+ XS: X, ouyeGetxyePypourtoutkel[l,s].
k=1

Soit veG. xeF < G*, donc ¢(x, v) = 0. Les plans P sont orthogonaux a G donc
pour tout k € [1, 5], @(xg, v) =0.
On en déduit que @(y, v) = 0 et ceci pour tout v € G. Alors y € GN G et donc y = 0.
Ensuite, soit pour k € [1, s], un vecteur quelconque v de Py, alors @(x,vg) =0
puisque Fc Pt, et ¢(x;, vx) = 0sii# k puisque dans ce cas Py est orthogonal a
P;.
D’ot @(xg, v4) = 0, et ceci pour tout vy € Pi. Mais (Py, g/p,) est artinien donc q/p,
est non dégénérée, par suite xj = 0.
Finalement x = 0, et donc ﬁnﬁl = {0}.
Notons qu’en général :
e F=G®P;®---®P; donc dimF = dimG +2s = dimF + dimF n F*.
o r=0< @/pxp =0 V(u,v)eF? @(u,v) =0 FcFL
Ainsi si g/p =0, alors dimF < n—dimF et donc dimF < n/2.
Supposons que n =2p.

Supposons que (E, g) est un espace de Artin, il existe donc une base e de E telle que

2p p
Vx=) xie;€E, q(x) =) XiXip
i=1 i=1
Si on pose F = Vect{el,eg,---,ep}, on voit alors que pour tout x € F, g(x) = 0.

dimF = p et nous avons bien q,p = 0.

Réciproquement s’il existe un sous-espace vectoriel F de E de dimension p et tel
que ¢q/r =0.
FcFldoncFnFt =FetdoncF=P; ®Py®---®P, o Py,Py,---,Py sont des plans
artiniens deux a deux orthogonaux. Nous avons alors dimF = 2p et donc F = E.
Soit pour tout k une base (eg, uy) de Py telle que g(er) = q(ug) =0 et p(er, ux) =1.
b= (e, - ,ep,u1, -, up) estune base de E, puisque E=P; &P, ®--- & P),.
Maintenant pour tout x = Zzzl(xkek + Xg+pUi) € E, les vecteurs xpej + X+ p Uk
étant deux a deux orthogonaux (car les plans Py le sont) on aura
p p
qx) =Y q(xrer+Xeplp) =2 ) XkXksp
k=1

k=1
Ainsi E est un espace de Artin.

IILA—
IIL.A.1)

1LA.2)

N.B: avec dimE = 2p et dimF = p et donc aussi dimF = p
gr=0=FcF' < F=F

Résumons : Si E est un K-ev de dimension 2p muni d'une forme quadratique ¢,
alors

. g est non dégénérée
(E, @) est un espace de Artin <
il existe un sev F de E tel que F- =F

——— Partie IIl ——

a) Lidentité de polarisation est votre amie

V(x,y) €E? @(x,y) = %(q(x+ »=qx)-qy)
Soient ensuite f € O(E, q) et un sous-espace vectoriel F de E.
Soient y; € f(F1) et y, € f(F), et soient x; € FL et x, € F tel que y; = f(x;) et
¥2 = f(x2). Nous avons alors
@1, ¥2) = @(x1,%2) =0
donc f(F+) c f(B)L. Comme f est par définition un automorphisme alors
dim f(F+) = dimF = n—dimF et dim f(F)* = n—dim f(F) = n— dimF
et ainsi dim f(F) = dim f(F)*. Alors f(F1) = f(F)*
N.B: Si jamais F est stable par f (et donc f(F) = F), ce qui précede démontre
que f(FH) =F*L.
b) Posons pour tout (x,y) € E, y(x,y) = @(f(x), (), M = mat(f,e) et
Q =mat(q,e).
Soient x, y € E et soient X = [x], et Y = [y],, nous avons alors
w(x,y) = o(f(x), f(y) = ' MX)QMY) = 'X'MOMY
donc mat(y, e) = 'MQM.

c) feO(E, qg) < v =@ < mat(y,e) = mat(g,e) < Q="MQM.

d) Si f € G(E,q) alors ‘'MOM = Q et en passant au déterminant on aura
det(M)? det(Q) = det(Q). g est non dégénérée donc  est inversible et donc
det(M)? =1.

Ainsi det(f) € {-1,1}.
F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. s la symétrie de E d’axe
F et de direction G.



II1I.B —

a)

b)

c)

d)

Supposons que s€ O(E, q).
Pour tout x € F et y € G, @(s(x),s(3)) = @(x,—y) = —@(x,y) et donc
@(x,y) = —@(x,y) soit (x, y) = 0. F et G sont donc orthogonaux.

Réciproquement, supposons que F et G sont orthogonaux.

Soit x € E. x+s(x) e Fet x—s(x) € Gdonc @(x+s(x), x—s(x)) =0, ce qui donne
P(x, x) —@(s(x), s(x)) = 0 ou encore g(s(x)) = g(x).

Alors f € O(E, q).

Une symétrie est dans O'(E, g) si et seulement si son axe F et sa direction G

son orthogonaux, F et G étant naturellement supplémentaires nous aurions
forcément G = F! (car G c F* et dimG = dimF* = n— dimF).

Soit s la reflexion de E d’axe H. Soit e un vecteur directeur de la droite H et
(e2,e3,:-+,e,) une base de H.

H est non singulier donc H et H® sont supplémentaires et donc
b= (e ez, ,e,) estune base de E et mat(s, b) = diag(-1,1,---,1).

Alors det(s) = —1 etdonc s€ O™ (E, g).

x,y€Etelsque qg(x) =q(y) et g(x—y) #0.Soit H = {x — y}l = (K.(x— y))l.
Notons que g(x — y) # 0 implique que H' nH = {0} et donc que H est non
singulier.

Soit maintenant s la réflexion d’axe H.

x= E(x+y)+z(x—y) avec

1 L
—(x-y)eH
2(x )

1
E(x+y)(—:Hcarq)(x—y,x+y):q(x)—q(y)zo

donc s(x) = %(x+y) - %(x+y) =y

N.B:six # y, q(x) = q(y) mais g(x — y) = 0, il ne peut exister de réflexions s
de E telle que s(x) = y.

En effet, si une telle réflexion existait et H désignait son axe, alors s(x —y) =
y- s2(x) = y—xetdoncx—ye H' ou encore H = K.(x — ¥). Mais comme
q(x—y) =0, alors x—y € {x— y}* = H. H est donc non singulier, il ne peur étre
I'axe d'une symétrie orthogonale.

IIL.B.1) E estun espace de Artin de dimension 2p et F un sous-espace de E tel que g/r = 0.

I11.B.2)

Soit f € O(E, q) tel que f(F) =F.
On reprend la base b = (ey,--, ep, uy,-, Up) construite dans (I1.C.5) et qui vérifie
pour rappel les conditions suivantes
(e1,ez,---,ep) estune base de F
Les plans Py = Vect{ey, uy} sont 2 a 2 orthogonaux

Vke[[1,p], gler) = qlug) =0 et (e, ug) = 1.
Dans cette base, les matrices Q2 et M de ¢ et de f sont de la forme (F étant stable

par f)
0 I, A B\ .
Q= et M= ou A, B,Ce #,(K).
I, 0 0 C
D’apres (IIL.A.1.c), nous avons Q = "MQM, ce qui donne
0 ‘CA

— 0 IP
‘AC 'BC+'CB) (Ip 0)
On en déduit que ‘CA =1, et donc
det(f) = det(A) det(C) = det(*C) det(A) = det("CA) = 1.
Alors f € G* (E, q).

Fun sous-espace de E tel que F=E et f € G (E, g) telle que fjp = idp.

Soit s = dimFNF*,

Il existe par définition du complété F des plans artiniens deux a deux orthogonaux
et tous orthogonauxa G telsque E=GeP; &---®P;.

G est non singulier donc G & G- =E.Le sous-espace H =Py @ P,--- @ P; et inclu
dans G, car les plan Py le sont tous. De plus dimG* = dimH = n—dimG, donc
Gt=H=P,8P,---0P,.

Maintenant, f;g = idg, en particulier f(G) = G et donc f(H) =H. G et H sont
ainsi des sous-espaces supplémentaires dans E, tous les deux stables par f donc
det(f) = det(f;g) det(fin) = det(fin).

H est un espace de Artin puisque FNF* c H, dimFnF* = % dimH et gg~pL = 0. De
plus fi = idp donc f(FNFL) = FnFL. D’apres la question précédente nous avons
donc det(fiy) = 1.

Par suite det(f) = 1.

Une deuxieme facon : sans utiliser la question précédente.

1l existe une base b = (€1, ,€p—25,€1°**, €5, U1, "+, Us) de E telle que (€1, ,€,-25)
soitune base de G, (e}, ez, -, e5) une base de FnF~ et pour tout k € (Lp], e uk)
une base de Py avec g(ex) = g(ug) =0 et @(ex, ug) = 1.



Dans cette base, les matrices de ¢ et de f sont de la forme

A 0 O Inos 0 A
Q=10 0 IgjetM=| 0 Iy B
0 I; O 0 0 C

La matrice A étant celle de @/gxg, la forme de M est due au fait que

(81,"'

,En—2s,€1+,€5) estune base de F et que fjr = idp.

La relation Q = ‘MQM donne ici

A 0 0 A 0 0
0 0 C =lo o I
‘AN 'C 'BC+!CB 0 I, 0

En particulier C =I5 et donc det f = detC = 1.

IIL.B.3) feO(E, q) telque:Vx€E, g(x) #0=> (f(x)—x#0et g(f(x)—x)=0).

F un sous-espace de E stable par f.

a)

b)

c)

d)

Puisque g est non dégénérée, il existe au moins un vecteur x € E tel que
q(x) #0.

q(x— f(x)) = 0 donc forcément la famille (x, x — f(x)) est libre (et donc déja
dimE = 2).

Ensuite g(x — f(x)) = 0 donc x — f(x) est orthogonal a lui méme. De plus
0=¢qgx—fx) =g+ qg(f(x)-20x, f(x) = 2(q(x) — @(x, f(x))) donc
@(x, f(x)) = g(x). On en déduit que @(x,x — f(x)) = 0, et donc que x — f(x)
est aussi orthogonal a x.

Alors x — f(x) € Vect{x, f(x) —x}L avec x— f(x) #0. g est non dégénérée donc
forcément Vect{x, f(x) — x} est inclu strictement dans E.

Alors dimE = 3.

V =ker(f —idg).

Soit x € V, alors f(x) — x = 0 et donc par contre-apposée de 'hypothese faite
sur f, g(x) = 0. Ainsi g,y = 0.

Soit x € E tel que g(x) = 0 et soit H = {x}*.

dimH = n-1 selon que x = 0 ou non. Comme 7 = 3 alors dimH > n/2. On ne
peur donc avoir g, = 0, selon (IL.4.C).

Soit maintenant y € H tel que g(y) # 0. x € H* donc @(x,y) = 0 et donc
qx+y)=qx)+q(y) =q(). Deméme q(x-y) = q(y).

U =Im(f - idg).

Soit z € U et soit donc x € E tel que z = f(x) — x.

Si g(x) #0alors g(z) = q(f(x) —x) =0.
Si g(x) =0alorsil existe ye Etelque g(x+y) =qg(x—y)=qy) #0.
q(y) #0donc q(f(y)—y) =0.
gx+y) # 0 donc g(f(x+y)—-(x+y) = qglz+ f(») —y) = 0 et donc
q(2) +2¢(z, f(y) - y) =0.
De méme g(x—y) # 0 donne g(z) —2¢(z, f(y)—y) = 0. La somme de ces deux
dernieres relations donne g(z) = 0.
N.B: Nous avons ainsi démontré qu’en fait: Vx € E, g(f(x) —x) =0.

e) q/u =¢qv =0donc dimU < n/2 et dimV < n/2. D’apres la formule du rang
dimU +dimV = n donc n est forcément paire et dimU = dimV = n/2.
gy =0doncUc U+, dimU* = n—dimU = n/2 = dimU donc U+ = U.
Soient ensuite ze Uet xe V. f(x) = x etil existe ye Etelque z= f(y) — y.
@z,0 =@(f()-1,%) =e(f), f(x)—@(y,x) =0.DoncV c UL, Légalité des
dimensions donne alors V = U+,

f) E estde dimension paire etV et un sevde E de dimension n/2 tel que g,v = 0.
D’apres (I1.C.5), E est un espace de Artin.
De plus V = ker(f — idg) donc f(V) =V et donc d’apres (IILB.1) f € 6" (E, q).

Partie IV ——

N.B: Il est aisé de vérifier que (O(E, g), o) est un groupe.

Si F est un sous-espace non singulier de E, on notera dans la suite sg la symétrie ortho-

gonale de E d’axe F.

IVA —
IVA.1)

IVA.2)

Si n =1, posons E = K.e. Soit f un automorphisme de E et posons f(e) = Ae.
q(f(e)) = q(e) siseulement si A% =1, soit A = +1. Dans ces cas f =+idg. Les deux
endomorphismes idg et —idg sont effectivement des isométries de E, ce sont donc
les seules. —idg est la réflexion de E d’axe {0}.

Supposons qu’il existe x € E tel que f(x) = x et g(x) #0.

q(x) # 0 donc H = (Kx)* est un hyperplan non singulier, la forme quadratique ¢,
est donc non dégénérée. K x est stable par f donc H est stable par f. Soit f' 'endo-
morphisme induit par f sur H. f’ est un automorphisme de H et pour tout x € H,
gu(f'(0) = q(f(x) = g(x) = qu(x). Donc f' € OH, qn).



IVA.3)

IVA.4)

Par hypothése de récurrence, f' est la composée d’au plus n — 1 réflexions
SI,{Q'SI’{’Z"" ,S;_I,r de H.
Posons pour tout k € [1,r], Hy =Kx & H;C Kx et H'k sont orthogonaux et tous les
deux non singuliers donc Hy est un hyperplan non singulier de E (d’apres (IL.A.4)).
Nous avons ensuite

S, 008, (X) = x = f(x)

VyeH, suomosm, (1) = sy o-rosy, N ==
donc f = sy, o---ospy,. f esticila composée d’au plus n — 1 réflexions de E.
Supposons qu’il existe x € E tel que g(x) #0 et g(x — f(x)) #0.
Nous avons g(f(x)) = g(x) et g(f(x) — x) # 0 donc d’apres (III.A.2.d), la réflexion
suouH={f(x)— x}+ vérifie su(f(x) = x.
Posons g = spo f. Alors g € O(E, g) et g(x) = x avec g(x) # 0. Nous retrouvons les
hypotheses du cas précédent. Il existe donc au plus n—1 réflexions sy, , S, , SH,
de E telle que g = sy, © SH, © -+ 0 SH, .
Sachant que s%l = idg, nous avons donc f = sy o Sg, © Sy, © -+ O SH, .
Alors f estla composée d’au plus n réflexions.

Le cas restant : il n’existe aucun vecteur x € E tel que
q(x) #0et (f(x)=xouqg(x- f(x) #0).

Autrement dit: VX€E, g(x) 0= f(x)—x#0et q(f(x)—x) =0
Nous retrouvons ainsi les hypotheses de la question (II1.B.3). Alors E est un espace
de Artin et le sous-espace U = ker(f —idg) = Im(u — idg) est de dimension p = n/2
et vérifie gy =0. Deplus n =3 doncenfaitn=4et p=2.
Soit (e;, e2) une famille libre de U. U = Im(f — idg) donc il existe des vecteurs v; et
vp dans E tel que (f — idg)(v1) = e et (f —idg)(v2) = ;.
(v1, v2) est une famille libre car sinon son image par f —idg, ie (ej, e2) serait liée.
Soient oy, a2,P1,P2 des scalaires tels que

a1e1 +azer +P1v +P2v2 =0
Puisque ey, ey € ker(f — idg) en appliquant f — idg a cette relation nous obtenons
B1e1 +P2e2 =0etdonc Py =P2 = 0. Par suite nous avons aussi a; = az = 0.
La famille v = (e, e2, v1, v2) est libre. Considérons alors le sous-espace F = Vect(v).
Nous avons

fle=e, fled)=ex f(v1)=er+vretf(v2)=ex+v2

donc F est stable par f. Soit f' 'endomorphisme induit par f sur F. La matrice de
f' dansla base v de F est

1 01 0

01 01
A:

0 01 0

0 0 01

Ce qui permet de rapidement voir que ker(f’ — idg) = Im(f’ — idg) = Vect{e;, e2}.
Notons U’ ce sous-espace. U’ < U donc g,y = 0. Ce qui permet d’affirmer que
VXeE qx) 20=x¢U' = f'(x)—x#0etq(x— f'(x)) =0
A son tour f’ vérifie les mémes hypothéses que vérifiait I'isométrie f de E donc
(E g/r) est un espace de Artin. g;r est non dégénérée donc F est non singulier et
par suite Fe F = E.
Les vecteurs v; et v» ayant rempli leurs mission, oublions les et considérons
plutAt't deux vecteurs u; et u, tels que (ey, ep, Uy, Up) soit une base “artinienne”
deF, ie telle que
q(u1) = q(uz) = 0,¢(e1, u1) = @(ez, uz) =1 et Vect{ey, us } L Vect{es, us}
f(u1) — uy et f(uz) — up sont des vecteurs de U’ donc on peut écrire
fu) =u+are; +Pre
fuz) = up +azey +Prez
@(f(u1),u1) = q(u1) =0 donne a; =0 et de méme B = 0.
@(f (1), f(u2)) = @(u1, upz) =0 donne 0 = @(uy +Prez, ux +0xer) = az +Pi.
Notre écriture devient alors

(1) =uy +aey
fan olla#Ocaru ¢U’

fug) = uz —aey
Soit maintenant le sous-espace G; = Vect{eg, ug}l de E (noter qu’alors ej, u; € Gy)
et posons g =sg, °© f.
F est stable par f et par sg, donc stable par g et la matrice de 'isométrie g’ induite
par g sur F dans la base u = (e, e2, uy, up) est
1 0 0 0})f1 0 0 -a} (1 0 0 -«
B=0—100 01 « 0=0—1—a
0 0 1 0|0 0 1 O 0o 0 1 o0
0o 0 0 -1J)\o 0 0 1) {0 0 0 -1
g’ est la symétrie orthogonale de F d’axe Vect{e,€,} et de direction Vect{es, e4}
(diagonaliser B pour le voir) avec
€1=e1—Qaex+2uU; et € =e +aex—2uU;
€z3=qe;+ex+2up et gg=ae;—ex+2up
Les vecteurs € sont choisis non isotropes et formant une base orthogonale de F.



Si nous posons G, = Vec'[~{£3,€4}l alors (sg, 0 g)/F = idp.
Passons 2 F- maintenant. F est stable par g donc F* aussi.
Par hypothese de récurrence I'isométrie g” induite par g sur F* est la composée
d’au plus n — 4 réflexions SH!» SH,»+++ » SH de F*. Posons alors pour tout k € [1,7]
Hj = H), +F. H}. et F sont non singuliers et orthogonaux (H}, FY), donc Hy, est
non singulier. C’est aussi un hyperplan de E, soit donc la refléxion sy, de E d’axe
Hy. et posons h = sy, © sy, ©--- o sy,. Nous avons alors

Vx eFh, sg,0g(x) = g(x) = h(x)

Vx€E sg,08(x) =x=h(x)
car si x € F+, nous avons F* ¢ Goetg(x) e F' donc SG, 0 8(x) = g(x).
Etsi x € F, alors pour tout k € [1, 7], x € Hg donc sy, (x) = x et donc h(x) = x.
Ainsi sg, o g = h, soit sg, 0 sG, © f = Sy, © Sy, ©* - © SH,, OU encore

f =56, 056, © S, © SH, 0+ 0 SH,
11 suffit ensuite de voir que les symétries sg, et sg, sont chacune la composée de
deux réflexions (par exemple sg, = Si,}L © Sg,;1) pour conclure que f est la com-
posée d’au plus n réflexions.

AKING OF : Il s'agissait d’imiter la démarche suivie dans les cas précédents, donc
de trouver une symétrie orthogonale sg telle que H = ker(sg o f — idg) soit non

nul et d’appliquer 'hypothese de récurrence a I’endomorphisme induit par sgo f sur H*
(forcément stable par sgo f).
En aucun cas Sg ne devrait étre une réflexion car dans ce cas un vecteur non nul x de H,
va vérifier sgo f(x) = x donc f(x) = sg(x) et donc f(x)—x € G, mais f(x) - x est isotrope
et donc G* c G. G est donc non singulier et ne peut donc étre I'axe d’une réflexion.
Noter que de toute facon, on aurait toujours f(x) — x € G* si sg o f(x) = x, et donc G*
doit contenir au moins une vecteur non nul de U.
On commence par essayer d’appréhender f quand dimE = 4 (la dimension minimale
que peut prendre E), on confectionne dans le cas général un sous-espace de E de di-
mension 4 stable par f et on injecte.

N.B: laréponse est trop longue, mais apres plusieurs essais infructueux, c’est le mieux
que j’ai pu faire. Je suis preneur pour toute idée alternative. Mon adresse eMail se trouve
dans les métadonnées du fichier PDF (menu fichier —> propriétés dans Adobe Reader ™)
ou au début du fichier source LaTeX.

Le corrigé est inachevé.

presque
«FIN%



	
	
	

	
	
	
	

	
	
	

	
	


