Corrigé de I’épreuve de Mathsl des Mines, 2010, section PSI

Partie I

Q1 Comme g € Cy(R) , g est bornée sur R | de plus f est positive, donc on a la majoration :

VteR [f(t).9(z — )] < llgllo-f(?)
“+ o0
Par définition, f est intégrable sur R , donc l'intégrale / ft).g(xz — t) dt est absolument convergente.
—0o0
La majoration ci-dessus est une domination de I'intégrande valable Vx € R | de plus a ¢ fixé, la fonction x — f(t).g(z —t)
est continue sur R par composition puisque g est continue.
Les hypotheses du théoreme de continuité des intégrales & parametres sont donc satisfaites, d’ou la continuité de f g
sur R .
Effectuons dans I'intégrale le changement de variables t — u = z —t (qui & # € R fixé est bien un C*-difféomorphisme
de R sur R ). L’intégrale obtenue reste convergente et on a I’égalité :

+oo

+o0
(Fro)@ = [ frge—td= [ fla-ugwdu= (g5 ) -

—00 — 00

Q2 Soit (x,) une suite convergeant vers +oo . A ¢ fixé, f(¢).g(z, —t) tend (simplement) vers 0 puisque g € Co(R) . De plus,
on a comme précédemment la domination

Vo |f(t).g(@n — )] < lglleo-f(E)

ou la fonction majorante est intégrable sur R . Donc le théoréme de convergence dominée s’applique et donne que
(f *g)(zn) — 0. Comme c’est vrai pour toute suite (z,) , par le théoréme de caractérisation des limites par les suites,
on a bien que lim (f xg)(x) =0.

r—00
Le méme raisonnement s’applique pour toute suite (x,) tendant vers —oco (avec toujours la méme domination), et donne
que (f +g)(x) — 0.

Q3 On a déja vu que f g était continue sur R . (Le raisonnement de Q1) s’pplique puisqu’ une fonction de P(IR) est bornée
sur R .) De plus, la majoration déja vue, valable pour tout z € R, Vt € R |f(t).g(x — t)] < ||g||c.f(t) donne par le
théoreme de la moyenne que

‘/_J:o f(t).g(x —1) dt‘ < /_—::o F(®) gl dt = |lgllso -

donc (f * g) est bornée sur R .

Appliquons le théoréme de Fubini & la fonction F(xz,t) = f(t).g(x —t) >0 :

Ihypothese 1] du théoreme est acquise par les deux majorations F(x,t) < ||g]loof () et F(x,t) < || flloog(z —t) , puisque
les deux fonction f et g sont intégrables sur IR ;

comme g € P(R) , par translation on a

+oo “+oo
/ F(x,t)dz:/ f@).glx —t)dx = f(t)

— 00 — 00

et cette derniere fonction est intégrable sur R | donc 'hypothese 3] est satisfaite. Donc le théoréme de Fubini s’applique
et donne, en poursuivant le calcul ci-dessus :

/:o(f*g)(z) dz = /:O(/;OO F(a,1) dt) da
- /;OO (/;OO F(a,t)do) dt
oo

_ / Ft)dt =1
Donc f * g est bien dans P(R) .



Partie 11

Q4 A la question Q3 on a montré par le théoréme de la moyenne la majoration Vo € R |(f xu)(z)| < ||ulloo - Puisque le sup
est inférieur au majorant, cela donne bien 'inégalité

1T (w)lloo < [Julloo
Q5 Vu la commutativité démontrée question Q1 et I'assiciativité admise, on peut écrire :
TyTy(u) = fx(gxu) = (f*g)xu= (9= f)xu=gx(fxu)=TgTf(u) .
Q6 Comme T} est linéaire, et par commutativité, on a :
Tfl sz (u) - Tyl ng (u) = Tfl (sz (u) - ng (u)) + (Tfl - Tg1 ) (ng (u))
= Tfl (Tf2 (U) - ng (u)) + Tg'z (Tfl (u) - Tg1 (u))
En utilisant 'inégalité triangulaire sur les normes || . ||« et la question Q4, on en déduit :
T, T3, () = Ty, Ty ) loe < 1T () = Ty, ()l + 1T () = Ty, ()
Q7 L’inégalité est triviale pour n =1 .
Par associativité, on a pour tout f,g € P(R) et tout u € Co(R) , TyTy(u) = (f *g) *u = Tf.g(u) , dott (Tf)? = Tys2 , et
plus généralement par récurrence (7)™ = Ty+» . Si maintenant dans 'inégalité de la question Q6 précédente on remplace
fipar f, g1 par g, et fy par f*71, gy par g"~' , on obtient :

1T () = Tgn (W)]loo < T (u) = Tg(@)lloo + [[Tpecn—n () = Tyein- (@)oo

d’ou I'inégalité demandée clairement par récurrence.

Partie II1

Q8 g, est positive, continue sur R par composition des fonctions continues exponentielle et carré, et bornée par h\}ﬂ . Son
intégrale sur R s’obtient en faisant le changement de variable x — ¢ = x/h dans U'intégrale :
o 2 4o
/_OO h\/ﬁe 2h dx:/_oo gt)dt=1,
puisqu’on admet que g; € P(R) . Donc gy est bien une fonction de P(R) .
Les intégrales demandées sont bien (absolument) convergentes, puisque g (x) est négligeable devant toute puissance 3%”

—+oo
quand x — +oo . La premiere intégrale / z.gn(x) dz est nulle comme intégrale d’une fonction impaire.
— 00

Pour la deuxieéme intégrale, on procede & une intégration par parties, sachant qu’une primitive de z.gp(x) est

_ X
—h\/lg_e 20 = —h2.g; () :

/+<><> gy (z) do = [—mh2gh(x)} - + /+OO h2gy () dx = h?

—00 - —00

n
Q9 On a déja remarqué que ’égalité (T 9 ) =T ( «n était vraie par associativité de 'opérateur * . De plus, d’apres
n g L)
vn m
ce qui est admis, gn * gn = g,,./5 , €t par récurrence, si on admet la formule (gh)*(”*l) = pym=1 » alors

—1
" )=9h*9hm:9\/m:9h\/ﬁ .

)*n

(9n = gn * (Qh)*(

En remplacant h par h , on en déduit bien que
Vn

(

To gy
o



Q10

Q11

Q12

Q13

Partie IV
2

_x_
Pour k=1: (%gh) (x) = —ﬁe 2h* | d’oi lexistence de P p(z) = _}ﬁxi\/% de degré 1.
dk

2
_x
Si on suppose 'égalité (d—kgh) (x) = Py p(x)e 2h? , avec Py p, de degré k , alors par une dérivation supplémentaire on
i

obtient : )
dktt x -L,
()i (e st B
d’ott Pexistence d’un polynéme P11 5(z) = —%Pk,h(x) + Py () de degré 1+ deg(Prn) = k+ 1, cqfd.

u2

. T2 . . , .
La fonction u — Py (u).e 4h” est continue et admet, par croissances comparées, une limite nulle quand u — £oo .
2

u
Elle est donc dans Co(R) et par conséquant bornée sur R . Si on appelle M un majorant sur R de Phyk(u).e_m (qui
ne dépend que de h et de k ), on a donc

@—p? @1
VeeR vVteR ‘Ph,k(x—t).e 2 | < Me  4h7
On suppose maintenant z € [—a,a] . Pour ¢t € [—2a,2a] , on peut majorer la derniére exponentielle ci-dessus par 1; et
(It = a)?

, par e 2h? , cette derniére fonction étant intégrable en 4+oo car

pour [t| > 2a , comme alors |z —t| > ||t — a

négligeable devant t% par exemple. On a donc existence d’une fonction c.p.m. positive ¢ (t) majorante définie par :

M sit € [—2a,2a)
%@%tH{ (It - a)®
M.e 2h° sinon
+oo
On a que Ty, (u) = g *u = u* gy, = / u(t).gn(x — t) dt est une intégrale & parametre qu’on peut dériver sous le

— o0
(x —1)?
signe / . En effet, I'intégrande se dérive a ¢ fixé en u(t) Py n(x —t)e 2h* qui est bien continue de t et de x et qui est

dominée sur tout compact [—a, a] par la fonction c.p.m. intégrable ||u||s.¢1(t) . Ceci prouve que Ty, (u) est de classe C*
sur R avec
+o0 (.’17 — t)2
Ty, (0 (@) = [ u(®).Prate—t)e 2

— 00
Mais ce méme raisonnement peut se poursuivre indéfiniment, vue la domination démontrée en question Q11, et prouve
que la fonction Ty, (u) est de classe C™ sur R, avec
2
d* +o0 (z _zt)
Ty @@) = [t Puate—te 2%

dx oo
’
On va utiliser la question Q2. soit % la fonction u +— Pk,h(u)62h2 . La question ci-dessus prouve 1’égalité
k
% (Ty, (w)(z)) = (u*)(xz) = (¢ *u)(z) . La fonction z — [¢(z)| n'est pas a priori dans P(R) , mais elle est
continue, et, par croissance comparée, négligeable devant % en +oo , et est donc intégrable sur R . Comme |u| reste

X
dans Co(R) , on peut appliquer I'inégalité de la moyenne & I'intégrale donnant (¢ * u)(x) , ce qui donne
dk
L (T, (@) < (9] ) 2)

De plus, quitte & diviser || par son intégrale J sur R , on peut maintenant appliquer la question Q2 : (|| * |u|)(z) =

J(%|¢| * |ul)(x) oy 0 . On en déduit par comparaison que Ty, (u) est dans C2 (R) .

- 9-



Q14

Q15

Q16

Par le changement de variables ¢ +— u = % ,ona

/_:gh@)dt:/_:/hgl(u)du .

0
Or, quand h — 07 , on a —a/h — —oo et l'intégrale / g1(u) du converge. Donc, par composition de limites,

—a/h -
/ g1(u)du — 0.

—co h—0t

+oo —+o0
De méme, / gn(t)dt :/ gi(u)du — 0.
o a/h h—0t

+oo
Comme / grn(t)dt =1, on peut écrire, pour tout x € R fixé :

. "
(T (@)@ ~ulz) = [ gnle)(ute~ 1)~ uta) dt .
d’ou par inégalité de la moyenne,
+oo
(T )@ - u@)| < [ on@)fute— 1)~ u(e)] de .

Pour « > 0 & déterminer, on coupe la derniere intégrale en 3 : une intégrale I; sur | — 0o, a|, une intégrale I sur [—«, ] ,
et une intégrale I3 sur [a, +00[ . On majore Iy et I3 par I'inégalité |u(z —t) —u(z)| < 2||ul|s , d’0lt une premiére inégalité

—

0 nrn <l [ mas [ o)

— 00
On majore I en majorant |u(z —t) — u(z)| par dq , olt 6, = Sup |u(z) — u(yz)| (ce Sup existe d’apres la
(z.1)€R?||z—y|<a
propriété de continuité uniforme admise dans ’énoncé). On écrit :

2) I < 6a(/+agh(t)dt) < 5(1(/%0

Soit € > 0 donné. D’apres I’énoncé, il existe un a > 0 tel que 0, < % . Pour cet a-la, il existe d’apres la question Q14

an(t) dt) — 6,

[e3% oo

+oo
un hg > 0 tel que 0 < h < hg = / t)dt + / gn(t)dt < ﬁ . Alors, par les inégalités (1) et (2) , on aura :
0<h<hy—Vae R!(Tghw))(x) —u(@)| <& = [Ty, () —ull , <=
et ceci traduit bien que hli%l+‘|Tgh (u) — u||oO =0.

Soit u € Co(R) quelconque et ¢ > 0 donné. En écrivant Ty, (v) = Ty, Ty, (u) + Ty, (u — Ty, (v)) , et de méme
Ty (u) = TyTy, (u) + Ty (u — Ty, (u)) , on a par inégalité triangulaire puis par Q4 :

175, () = Ty (@), < [T, T () = Ty Ty )], + || T, (T () =) |+ |5 (To ) = )|
<||Tp Ty (u) = Ty Ty, ()| + 2| T (w) = ]

o0

o

Par Q15 on peut choisir A > 0 tel que HTgh (u) — uHDO < % . Or, pour cet h-1a, on sait que Ty, (u) est une fonction de
C§° , donc par hypothese il existe N € N tel que

n> N = |17, T, (W) - T;T,, ()|, < 5 -

Finalement, on a bien que n > N = ||T}, (u) — Tf(u)”oo < £ . On en déduit que lim ||T}, (u) — Tf(u)HOO =0, ceci

pour toute fonction u € Co(R) . Donc f,, converge faiblement vers f .

_4_



Q17

Q18

2
Par Taylor-Young au voisinage de t =0 , on a que u(z —t) = u(z) — tu'(z) + %u"(m) +o(t?) , donc

u(z —t) — u(z) + tu' () u’(z)
t2 =0 2
1 el
Comme on admet que f7# € P(R) , on a déja que —qu"(z) = / (—iu"(x))ff(t) dt .
De méme, puisque f, € P(R) ,

+o0 +0 (2
nu(zx) = / nu(x) fr, () dt = / ( )ff(t) dt

2
e et

Puis par définition de I'opératuer T :

+oo +oo wlr —
W (u)(z) = / nu(z — ) fu(t) dt = / wE =) ey g

2
—0 — t

Enfin, par un changement de variable v = y/n.t ,

400 U 400 +oo
[T goa=ve [ wpwa=viade [ uwa=o

— 00 — 00 — 00

par hypotheése sur f . En additionnant ces trois égalités, on arrive bien a

o(T3,0)0) ~ ) - o) = [ (ML L) gy

Notons ¥(z,t) la fonction apparaissant dans l'intégrande de la question précédente :

W, t) = u(x —t) — ?2(3:) + tu'(x) u 2(:5)

Reprenons le début de la question précédente Q17 en utilisant cette fois Taylor-Lagrange. Comme u € C§°(R) , [[u"]|

existe, d’ou :

uw(x —t) —u(z) + tu' () (
t? 2

t "
V(ey) € R [p(a 1)) = <My

lloo

Donc, pour a > 0 donné & déterminer, si on se limite & intégrer (x,t) f7 (t) pour t € [~«,a] , on aura par I'inégalité de
la moyenne

SRS

+a
[ vt <l [ 6 @ <

—x

< 2flull
2

+ a|°° + %Hu”HOO = M, , constante qui ne dépend
a

Puis, pour [t| > a , on a la majoration Vo € R |o(z,t)| <

que de de o . Or, comme a la question Q14, on a que lim bi f (t)dt =0 . En effet, par exemple, avec le changement

de variables u = /n.t ,
o= [ erwa

or l'intégrale converge en —oco et —na — —oo . De méme,

+o0o 400
/ f#(t)dt:/ t2f)ydt — 0 .

n—oo
e}

-5



On en déduit que Y(x, t) fF)dt — 0.

[t|Za e

Pour € > 0 donné quelconque, on commence par choisir o > pour que ||u’”’ ||Oo% <
partir duquel U'intégrale sur | — oo, —a] [, +00o| de 1(z, ). f7 (t) soit inférieure &

, puis, pour cet a-la, il existe un N a

QTN

. Ainsi, on aura bien les implications

"

<e ,cqfd.

o0

n>N=VzelR ’/Ooqp(x,t).ff(t)dt’ <e= Hn(Tf(u) —u) — %u

Q19 On remarque que g; vérifie les mémes hypotheses que f , et que suivant la notation de I’énoncé, ¢1,, = ¢ % -

D’apres les questions Q8 et Q7 on a alors :
17" (w) = Ty, ()], = | (T5)" (@) = (T, )" )|, < ]| T, () = Ty, ()]

Mais la question Q18 peut s’appliquer & f et & g1 , d’ou par inégalité triangulaire et somme de limites,

1

! — 0 .

0o M—00

1
+ Hn(Tgln(u) — u) - iu

|y, () = Ty, ()], < (T, () = ) - %u

On a bien en définitive la limite nulle demandée.
On conclut par la question Q16 qui étend le résultat & toutes les fonctions u € Co(R) , et comme de plus T"(fn) = Tyen ,

on a bien la convergence faible de f" vers g1 m



