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I Endomorphisme nilpotent, trace d’'un endomorphisme

I.A - Injectivité et valeur propre nulle
I.LA.1) f estinjectif & ker(f) = {0} & ker(f —0Idg) = {0} & 0 n’est pas valeur propre de f.
I.A.2) On estici en dimension finie.
Dans ce cas, pour une application linéaire,
f injectif de E dans E & f € GL(E) & 0 n’est pas valeur propre de f.
I.A.3) Pour M € M,,(C),
M est inversible
& M est associée dans une certaine base a un automorphisme
< 0 n’est pas valeur propre de 'endomorphisme associé

< 0 n’est pas valeur propre de M.

I.B - Matrice nilpotente

0 0 3
I.B.1) OnaN?=|0 0 0|etN3=0.
00 0

On en déduit que N est nilpotente et que k(N) = 3.
I.B.2) a) OnaM =P 'NP etdonc M?> = P"'NPPINP = P"IN?P.
On en déduit que M? et N2 sont semblables, avec la méme matrice de passage.
On admet la propriété au rang p, on la montre au rang p + 1.
On a donc MP = P"INPP.
MPH = MPM = P"INPPPINP = P7INPHI P,
La propriété est donc vérifiée au rang p + 1, elle est donc vraie a tous les rangs.

b) NP et P"INPP sont toutes les deux nulles ou toutes les deux non nulles.

Il en est donc de méme pour MP et NP. Deux matrices semblables sont donc ou nilpo-
tentes ou non nilpotentes en méme temps. Dans le cas ou elles sont nilpotentes, elles ont
aussi méme indice de nilpotence.

I.B.3) Matg/(f) et Matg(f) sont semblables. Elles sont donc nilpotentes en méme temps avec le
méme indice de nilpotence.
n
1.B.4) a) ng) = Znipnpj avec j <1+ 1.
p=1
- Sij<p,alors, ny; =0,
—sip<j,alorsp<i+1,doncp<iet, nip = 0.

)

(2 ..
Dans tous les cas n;,n,; = 0 et donc i’ = Oquand j <i+1.

b) On montre bien str ceci par récurrence sur k.
La vérification initiale pour k = 0 est évidente, on I’a aussi pour k = 1 et on I'a montré
pour k = 2.

On l'admet au rang k et on le montre au rang k + 1.

n
(k+1) _ (k)
nio = Z”ip nyj, avec
p=1
—sij<p,alors nyi = 0;

—sip<j,alors,p<i+k,donc,p<i+k-1,alors ng.I;) =0.
On a toujours un des termes du produit qui est nul, donc ng.l;ﬂ) =0.
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1.B.5)

1.B.6)

¢) Quand k > n, alors, i+k—1 > n,on a donc toujours j < i+k—1, donc tous les coefficients
de N* sont nuls et N¥ = 0.

N est bien nilpotente.

a) Le déterminant d’'une matrice triangulaire étant le produit des termes diagonaux, les
valeurs propres de f, qui sont celles de N, sont donc les termes diagonaux de N.

b) Si 0 est la seule valeur propre de f, alors, N vérifie les hypothéses du 1,B,4), et est donc
nilpotente. f est alors nilpotent aussi.

S’il existe une valeur propre non nulle A, alors il existe un vecteur propre associé u. Un
calcul classique par une récurrence enfantine donne f?(u) = APu = 0. f n’est donc pas
nilpotente.

On a bien I’équivalence demandée.

C’est I’équivalence précédente appliquée a I'endomorphisme N de M, (C).

I1.C - Trace et valeurs propres

1.C.1)

I.C.2)

I.C.3)

1.C.4)

On consideére deux matrices semblables vérifiant N = P! MP, alors Tr(N) = Tr(P~!MP).
On sait que Tr(AB) = Tr(BA), donc Tr(N) = Tr(MPP~!) = Tr(MI,) = Tr(M).

Deux matrices semblables ont bien méme trace.

Il existe une base ou la matrice de f est N, triangulaire supérieure. Alors Tr(f) = Tr(N), c’est

a dire la somme de ses éléments diagonaux, ou encore la somme des valeurs propre de N, et
donc de celles de f.

On est sur les complexes, le polyndome caractéristique est scindé, et A est semblable a une
matrice triangulaire supérieure N.

On a donc soit une valeur propre double A, nulle puisque A+ A = 0, soit deux valeurs propres
simples, opposées puisque leur somme est nulle, ces deux valeurs propres étant alors non
nulles.

0 k
— Dans le premier cas, N = (0 0) et N est nilpotente, donc A est aussi nilpotente.

— Dans le second cas, A est diagonalisable.

Finalement A est soit nilpotente, soit diagonalisable.

11 0
A =10 1 0 |estde trace nulle, non nilpotente, et non diagonalisable car le sous espace
0 0 -2
propre associé a la valeur propre 1 est de dimension 1 seulement.
01 0
I1 suffit pour cela de regarder lerangde A—I3 =|0 0 0 |, c’est clairement une matrice de
0 0 -3
rang 2.

II Exponentielle d’'un endomorphisme

II.A - Endomorphisme diagonalisable

I1.A.1)

exp(Ay) 0

a) M= Mg(f) =

0 exp(An)

b) det(M) = exp(A;) x--- xexp(A,) # 0, puisqu’une exponentielle n’est jamais nulle.
Donc f € GL(E).
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ILA.2) Ona D, =Py'P D P 'Py = (P P ) Dy (P Py )_1

D, et D, sont donc les matrices d'un méme endomorphisme f dans deux bases différentes, la

matrice de changement de base étant Py Py. Or, on a admis que exp(f) ne dépendait pas de
la base utilisée pour la définir.

Dans la premiere base, sa matrice est exp(D;), et dans la seconde exp(D,).
-1
Ce qui donne exp(D,) = (P;' Py ) exp(Dy) (Py'Py) = Py Py exp(Dy) Py ' Py
Donc P, exp(Dz)P;1 =P exp(Dl)Pfl.
Ceci permet bien de définir exp(M) avec M diagonalisable, le calcul dépend de la base, mais
pas le résultat.
I1.B - Endomorphisme nilpotent

II.B.1) M étant strictement triangulaire, puisque ses valeurs propres sont nulles, MP a des termes
diagonaux nuls dés que p > 1.
Les termes diagonaux de exp(M) sont donc ceux de M? =1, égaux a 1.

II.B.2) Si M est la matrice de f dans une base B, MP est la matrice de fP dans cette méme base et
exp(M) est la matrice de exp(f), toujours dans la méme base.

exp(M) possede une valeur propre unique 1, il en est de méme pour exp(f).
I1.C - Somme d’endomorphismes diagonalisable et nilpotent

II.C.1) a) On va d’abord montrer que g o exp(d) = exp(d) o g.
I1 suffit de montrer le résultat sur une base, ici une base de vecteurs propres de d.
I1 suffit donc de le montrer pour un vecteur propre de d.
Soit u un tel vecteur propre et A la valeur propre associée.
g (exp(d)(u) = glexp(A) u) = exp(A) g(u).
D’autre part,d o g = god, donc d(g(u)) = g(d(u)) = g(Au) = A g(u).
Ceci prouve que g(u) est soit nul, soit propre pour d et la valeur propre A.
Dans tous les cas, exp(d)(g(u)) = exp(A) g(u).
On a bien montré que g o exp(d) = exp(d) o g.
En appliquant p fois cette propriété, y compris si p = 0, on a g¥ o exp(d) = exp(d) o gP.

k(g)-1 k(g)-1 k(g)-1
Ensuite exp(g) o exp(d) = Z gP o exp(d) = Z exp(d) o gP = exp(d) o Z '
p=0 p=0 p=0

= exp(d) o exp(g).
b) Si M est la matrice de f dans une base B, D y est la matrice de d, diagonalisable, et N y
est la matrice de g, nilpotent.
DN = ND entrainedo g=godet M =D + N entraine f =d + g.
Comme le couple (d, g) est unique, il en est donc de méme du couple (D, N).
II.C.2) OnaM =D + N avec DN = ND.

PMP~! = PDP! + PNP~! avec PDP~! diagonalisable et PN P~! nilpotente.

De plus PDP'PNP~! = PDNP~! = PNDP~! = PNP!PDP L.

Donc PDP~! et PNP~! forment I'unique couple associé a PM P!,

Ainsi exp(PMP™!) = exp(PDP~!)exp(PNP~!) = Pexp(D)P~' P exp(N)P~!

= Pexp(D)exp(N)P~! = Pexp(M)P~ L.

IIl Lecasn=2

III.A - f non diagonalisable
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IIILA.1) Si A =y, alors, f aurait deux valeurs propres simples et serait diagonalisable.

Comme ca nest pas le cas, A = pet dim(E,) = 1 car f n’est pas diagonalisable.

: N : . . - . . Ak
Il existe une base ou la matrice de f est triangulaire supérieure, égale a M = ( )

0 A
M—/\Izz(g ](;)et(M—/\Iz)Z:(O 0).

On a bien alors (f — /\IdE)2 =0.

II1.A.2) (f — Aldg)(u) = (f — Aldg)* (v) = 0, d’oli u € E,.

I11.B -

HI.C -

HI.D -

IIIE -

D’autre part u # 0carv ¢ E

I1 suffit maintenant de montrer que la famille (u, v) est libre.

On considere au + v =0,

on applique f — Aldg a cette égalité, a (f — Aldg) (u) + B (f — Aldg) (v) = 0.

(f = Aldg)(u) = 0et (f — Aldg) (v) = u, on obtient donc pu = 0 et ensuite g = 0.
L'égalité du départ devient au = 0 et donc a = 0.

La famille est libre, (u, v) est une base.

Ona f(u)=Avet f(v) = u+ Av, la matrice de f dans la base (u, v) est donc (3 /1\)
Si M est diagonalisable, elle est semblable a D(A, p), ou D(A, A).
Si M n’est pas diagonalisable, on vient de voir qu’elle est semblable a M(A).
Toute matrice de M, (C) est semblable a une matrice de J,(C).

Une matrice diagonale D s’écrit D = D +0 avec 0 nilpotente et Dx0 = 0x D, c’est donc une matrice
de I,(C).

01
M(a) = D + N avec D = al,, diagonale donc diagonalisable, et N = , nilpotente.
00

De plus ,N = NI, = N, c’est encore une matrice de [,(C).

On a bien J,(C) c [(C).

I,(C) c M,(C) est évident.

Réciproquement, une matrice de M,(C) est semblable a une matrice de J,(C), donc a une matrice
de I;(C).

Mais une matrice semblable a une matrice de I3 (C) est une matrice de I (C).

On a bien également M,(C) C I3(C).

Finalement, on a bien M,(C) = I,(C).

1 1

III.E.1) A(6) est diagonalisable facilement avec D = (109 ?6) etp = (l _Z)'

On a donc A(6) = PDPL,

Puis, exp(A(6)) = P exp(D)P~! = P(eXp(ie) 0 )Pl - (

cos® -—sin0
0 exp(—i0)

sinf cos@

II1.E.2) Il est clair que exp(A(0)) = exp(A(O + 2m)), 'exponentielle n’est pas ici injective.
IT1.E.3) Une matrice de J,(C) N GL,(C) est semblable a D(a, b) ou M(a) avec a et b non nuls.

—Sia=pexp(iB) et b = p’exp(i0’), alors a = exp(iO In(p)) et b = exp(i60’In(p”)).

C’est a dire D(a, b) = exp ((161(1)1(p) i6’10 (p')))'
n

1
— Comme a # 0, M(a) est semblable a (g a)’ en remplacant le premier vecteur de base par —
a a

fois lui-méme.
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Avec les mémes notations pour a4,

I S e R R R 3 )

B i01n(p) 0 0 1)\ _ i01n(p) 1
‘e"p(( 0 i91n<p>)+(0 0))‘exp (( 0 i61n<p>))

II1.E.4) Toute matrice de GL,(C) est semblable a une matrice de J,(C) N GL,(C),
donc semblable a I'image par I'exponentielle d’un élément de J,(C).
Soit M € GL,(C),ona N = P"!MP € J,(C) N GL,(C).
N = exp (Q'BQ)avec Q'BQ € J5(C) et donc B € M,(C),

-1
donc M = Pexp (Q7'BQ) P! = exp ((PQ—l)B (PQ7!) ) = exp(A).
On a bien trouvé une matrice A antécédent de M pour l'exponentielle.

L'exponentielle est bien surjective.

III.F - Soient A et p les valeurs propres de M. Celles de exp(M) sont exp(A) et exp(p).
det(exp(M)) = exp(A) exp(p), et exp(Tr(M)) = exp(A + p) = exp(A) exp(p).
On a bien I’égalité demandée.
II1.G -
II1.G.1) Il faut montrer que SL,(C) est une partie de GL,(C), non vide, stable par produit et passage
a I'inverse.
— Une matrice de déterminant 1 est inversible.
— I, € SL,(C), il est non vide.

— Le déterminant du produit est le produit des déterminants, SL,(C) est stable par produit.

— Le déterminant de l'inverse est l'inverse du déterminant et % =1, SL,(C) est stable par
passage a l'inverse.

On a bien un sous-groupe.

Si M e Ly(C), sa trace est nulle, 'exponentielle de sa trace est 1.

Donc le déterminant de exp(M) = 1, on a bien exp(M) € SL,(C).

IT1.G.2) Soit M € Ly(C), elle est soit diagonalisable, soit non diagonalisable.

— Si elle est diagonalisable, les valeurs propres sont opposées,

0 —a
— Si elle est non diagonalisable, la valeur propre est double, donc nulle,

elle est semblable a D(a, —a) = (a 0 )

elle est donc semblable a M(0) = (0 1).

00
IT11.G.3) On a bien det(N’) = 1, et donc, N’ € SL,(C).
exp(D(a)) = exp(a) 0 , qui n'est pas semblable a N’, car celle ci n’est pas diagonali-
0 exp(—a)
sable.

11
exp(N) = (0 1), qui n’est pas semblable a N’, car ses valeurs propres sont 1,double, et non

—1, double.
exp n'est donc pas surjective.

Comme exp(D(a)) = exp(D(a + 2im)), exp n'est pas injective non plus.
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IV Lecasn=3

IV.A - Sion atrois valeurs propres simples, alors, f est diagonalisable.
De plus, f = f + 0, avec 0 nilpotente et 0 x f = f x 0.
On a bien f € I[3(C).
IV.B - Une valeur propre triple
IV.B.1) f — Aldg posséde une unique valeur propre nulle, elle est donc nilpotente.
IV.B.2) f = Aldg + (f — Aldg) avec (AMdg) x (f — Aldg) = (f — AMldg) x (Aldg).
On a bien f € I3(C).
IV.C - Une valeur propre double et une simple

IV.C.1) On sait qu’il existe une base ou la matrice de f est triangulaire supérieure, c’est a dire une

A a b
base ou sa matriceest [0 A c|.
0 0 v
On appelle (eq, e, e3) les vecteurs de cette base,

fler) = ey
les colonnes de la matrice donnent alors ¢ f (e;) = ae; + Ae;
f (e3) = bey + cey + ves

1 0 «a
IV.C.2) Le déterminant de (ey, ey, €5) dans la base (e1, e5,e3)est [0 1 B =1.
0 0 1

On a bien une nouvelle base de E.
IV.C.3) f (eg) = f(e3)+af (e;)+ Bf (ex) = ves + bey + ce, + ade; + Paey + fAe;
=v(es+ae +pey)+(b+al+pa—av)e, +(c+ pA—pv)e,.
e; sera propre pour la valeur propre v si et seulement si @(A—v)+pc+b =0et f(A—p)+c = 0.
Comme A — v # 0, on trouve  qui convient dans la deuxiéme équation puis a dans la pre-

miere.
A a O
IV.C.4) Dans cette base (ej, e;, €3), la matricede fest M ={0 A 0
0 0 v
A0 0 0 a 0
IV.C.5) OnaM=|0 A 0|+[0 0 O
0 0 v 0 0 0
La premiere matrice est diagonalisable et la seconde nilpotente !
A 0 0)(0O a O 0 a 0)f(A O O 0 ad 0
De plus, par un calcul simple, [0 A 0|0 0 0|=]0 0 O|f0 A Of=|0 O O]
0 0 vJIO 0 O 0 0 0JI0O 0 v 0 0 O

On a donc M € I3(C), et dong, f € I3(E).

IV.D - Onestsur C, le polyndme caractéristique de f est scindé, et on a trois cas pour les valeurs propres :
une triple, une double et une simple, trois simples.

Dans tous les cas, on a montré que f € I5(E), donc f € I3(E).
IV.E - Un exemple

i 0 0 i —i 0
IV.E.1) R(O) est diagonalisable facilementavecD=|0 -i6 OletP=(1 1 O0f
0 0 0 0 0 1

On a donc R(6) = PDP!.
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exp(i0) 0 0 cos@ -sinf@ 0
Puis, exp(R(0)) = Pexp(D)P~! = P 0 exp(-i0) 0[P7!=[sin® cos® 0
0 0 1 0 0 1

IV.E.2) Clairement, exp(R(0)) = exp(R(6O + 27)).
L'application exp n’est pas injective.
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