Centrale 2011. Option MP. Mathématiques I.I

Corrigé pour serveur UPS par JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)

I. Etude préliminaire.

I.A - Convergence des séries de Riemann.
I.A.1) Immédiat par positivité de 'intégration. O

I1.A.2) Si a < 0 la série diverge grossiérement. "1 ntl )
Si 0 < a < 1 la question précédente montre que S, (« ) Z k_ / = en considérant f : ¢t — r qui

est décroissante sur [1,4+o0o[. Comme lim — = 400 il vient hm Sp(a) = 400 et la série diverge.
n—+oo [q & n— oo

, . "4t oo d¢ 1 .
Sia>1onademéme S,(a) <1+ t_o‘ <1+ t_o‘ =1+ N donc la série converge en tant que
1 1 a—
1

série & termes positifs dont les sommes partielles sont majorées (et en outre S(a) < 1+ 1
o —

).

En résumé la série converge si et seulement si a > 1. [

I.A.3) L’inégalité 1 < S(«) est évidente et I'inégalité S(a) <1+ L a été établie ci-dessus. O
a

I.B - Premiére étude asymptotique du reste.

1.B.1) En sommant les inégalités de la question I.A.1) de k =n+ 1 & N puis en faisant tendre N vers +oo (licite vu
le convergence des trois menbres) on obtient :

m < Rp(a) < = 1)(; o donc R, («) = m + rn ()

avee 0 < raf0) € gy~ e =0 SN < Sw 1701= g ~
en notant f :z — ﬁ

Ainsi on a bien R, («) = m + O(nia) O

1.B.2) La formule de Taylor appliquée a la fonction f définie ci-dessus de k vers k + 1 fournit :

k+1 k 1_t2 1

f(k+1)—f(k)=i—g- ! +AkavecAk=/ (b+1-%) .a(a;:)
k 2 t*

1

kx 2 gott
Orpourt e [k,k+1]ona (k+1—#)2?<1et T < # donc par positivité de l'intégration on a bien :

dt

1 « 1 ala+ 2
f(k"’l)—f(k) k_a_ 5 ka+1 +Ak (1) aVeCOgAk < % O

1.B.3) Il découle de I'inégalité ci-dessus que la série > Ay converge. En sommant alors I’égalité (1) pour k de n & N
puis en faisant tendre N vers +oo (bien licite car tous les termes convergent) on obtient :

—+oo —+o0
—f(n) = Ru(a) — %Rn(oH— 1)+ S Ay done Ry(a) = —f(n) + SRu(a+1)— 3 Ap.
k=n k=0
. 1 1 oo ala+1 1
Or par la question 1.B.1) Rn(a—i—l): W—FO(na o) et kgnAk < ) Rn(a+2):O(na+l).

II. Formule de Taylor et nombres de Bernoulli.

II.A - Nombres de Bernoulli.

II.A.1) Avec les notations de I’énoncé il vient pour tout entier p > 1, toute fonction f et toute suite (ay,) :
P 2p—1 r B
> =gt ZZ%N%wW+ZWVMMFZWk
=1 k! —1q=0 k = = k!

Donc la sulte (ay) convient si et seulement si ag =1 et a, =0 pour 2<r < p

T
c’est & dire si et seulement si ag =1et > a;;'k = 0 pour 2 < r < p soit encore puisque p est quelconque

k=1
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T
si et seulement si ag =1et > a;;'k =0 pour tout r =2 (1) c'est a dire encore
k:l
si et seulement si ag =1 et Z % = 0 pour tout p > 1 (changement r = p + 1) soit encore
k=1 -
P api1g
si et seulement siag =1et a, = — Y, pT pour tout p =1 (2)
k=2 -

Or la relation (2) définit par itération une unique suite d’ou la conclusion. [

II.A.2) Les égalités demandées ont été établies ci-dessus. O

On obtient en particulier a; = —% et ag = 1—12 ]

Le prédicat P, = «|a,| < 1» est vrai au rang 0 et en supposant qu’il soit vrai jusqu’au rang p — 1 avec p > 1 il
+1
1 tx1

vient d’apres (2) que |a,| < Z 7 g ik 2 < 1 ce qui prouve que P, est vrai.
k=2 k' k=2

Ainsi |ap| < 1 pour tout entier p. D

I1.A.3)

a)

b)

I1.B -

Comme |ap,| < 1 le rayon de convergence de Y ap2? est supérieur ou égal a 1. O

+o0 ,p
Pour |z] < 1 les deux séries Z apzP et > = convergent absolument donc leur produit de Cauchy converge
p=0 q=1 q
+oo
vers le produit des sommes donc (e — 1)p(z) = > a,2" avec :
n=1
n
ag=ap=1letpourn=>2:a,= ), a"—'_q = 0 d’apres (1) dans la question I1.A.1)
g=1 q:
Ainsi (e — 1)¢(z) = z pour tout z tel que |z] < 1 et comme e = 1 si et seulement z = 2ikn il vient que

p(z) = pr

7 bour z non nul tel que |z| <1 O
x(e” +1)

x , .
= = ———= et on vérifie
2 e’ —1

Il en résulte que pour z non nul tel que |z] < 1 on a ¢(z) — a1z = @(z) +

immédiatement que cette fonction est paire.
Par unicité du développement en série entiere de ¢(z) — ajz il vient que agg41 =0 pour k> 1. O

ewx_ 1 en 0 il vient que a4 = 20

Par la formule (1) ou par développement limité & I'ordre 4 de

Formule de Taylor.

II.B.1) g étant de classe C*, la formule de Taylor a l'ordre 2p de k vers k + 1 fournit avec p > 1 fixé :

g )(k) 1 i 2p (2p+1
glk+1)—g(k) = k2:21 o + r(k) avec r(k) = @/ (k+1-1) g’ +)(t)dt

Donc en tenant compte de la question IL.A :

g(k+1)—g(k) = f'(k) + R(k) avec R(k) = lez:ll brop fPPTHE) + (k)

Or f(@ (x) = (=1)771 ala+ 130;4((1?14— 4-2) = O( 1 ) au voisinage de x = +o0o pour ¢ > 2p+ 1
2p—1

xa+2p
Donc Z brop fPPHD (k) = O(

1
W)
1 (2p+1) (¢ = (2p+1+7) B ) () 1
=7 Sup [gErTH(E)] < Z|j|'|f PR (k) < X P (k) = 0 (ka+2p)

(2p)! vefk,k+1) (2p)! ). =0 =

En conclusion g(k + 1) — g(k) = f'(k) + R(k)  (3) avec R(k) = O(

W) par sommation un nombre de fois indépendant de k de O(

De méme |ri| <

W) d’ou lexistence de A. O

I1.B.2) Pour p =1 la formule proposée n’est autre que celle établie en 1.B.1). Supposons désormais p > 2.

Comme HIJP g(z) =0 (puisque o > 1) la série Y (g(k + 1) — g(k)) converge et

—+o0

5 (g(k+1) — g(k)) = —g(n) = — 2§1akf<k><n> = 8 0 F 9 () car azp_1 — 0 puisque p > 2.
= k=0

k=n

Comme R(k) = O(ka+2p) la série > R(k) converge et le principe de sommation de la relation O dans le cas
+oo +oo 1 1

de la convergence montre que Y. R(k) = O( > m) = O(m) par la question 1.B.1)
k=n k=n n
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Ainsi en sommant les égalités (3) pour k > n on obtient :

1 R 1 .
Rn(a) = —f(n) + 5]@/(”) — 3 anf®P (n) + O(W) pour tout entier p > 2 [

I1.B.3) Pour @ = 3 on obtient compte tenu des calculs précédents :
1 1 1 1 1
R,3)=—+—7 O(—) O

(3) 2n 2+2n +4n4 12n6+ (ng)

II1. Polynémes de Bernoulli et formule sommatoire d’Euler-Maclaurin.

ITI.A -Polynémes de Bernoulli.
II1.A.1) Propriétés élémentaires.

a) Si A;, est déterminé de maniere unique alors A, aussi car la relation A4;, | = A,, le détermine & une constante
1

additive pres fixée par la relation / Api1(t)dt =0.

0
Comme Ap = 1 est déterminé, la suite (A4,) est bien déterminée de maniere unique. [0

. /s , . . 1
Il est immédiat que A,, est de degré n et de coefficient dominant — (I
n!

2 3 4
Un calcul immédiat fournit A; = X — 1, Ay = XX + L et A3 = XX + X O
2 2 2 12 6 4 12

b) On vérifie immédiatement que la suite (B,) définie par B, (X) = (—=1)"A4,(1 — X) vérifie les relations de
définition de la suite (4,). O

c) Pour n > 2 on a avec les relations de définition de la suite (A,,) et le résultat précédent :
1
An(l)—An(O):/ A;l(t)dt:/ Ap_1(t)dt =0puisquen—1>1 0O
0 0
Agn_l(O) = —Azn_l(l) = —Agn_l(O) car 2n — 1 2 3 2 2 donc Agn_l(O) =0 O

n Xn— k
d) La relation A, (X) = Z ( ol est vraie au rang n = 0. En supposant qu’elle soit vraie au rang n il vient
— n — .
4 Xn-l—l—k A n+1 Xn-l-l—k
ar primitivation X) = ck——— + 0) = c,—  ce qui établit la relation pour
p p v n-‘rl( ) kz:o k(n—i—l—k)' 71+1( ) kz::O k(n—l—l—k)' q p

tout entier n. 0O

Pourn > 1onan+1>2donc Ayy1(1) = Ant1(0) = ¢y et Vexpression de A, 41 ci-dessus fournit alors
n Cr:

% _o O
kz::O (n+1-k)!
n—1 n+1 Cnt1
e) Ainsi la suite (¢,) est-elle définie par ¢g = 1 puis par ¢, = — >, ———— = — 3 20 hour p > 1 ce
r=o (n+ 1 —k)! iz 1

qui est exactement la définition de la suite (c,) (question I1.A.2) O

II1.A.2) Fonction génératrice.

a) On a|c,| = |an| < 1 par IL.A.2). Donc pour ¢ € [—1,1] il vient |A,(¢)] < >

1
7 < e donc le rayon de convergence
k=0 K

de la série entiere Y A, (t)z" est au moins égal 4 1. O
+oo
b) Fixons z tel que |z| < 1 et notons uy,(t) = A, (t)z" et ¥(t) = f(t,2) = > uy(t). Alors :

—+o0
1) la série > wu,(t) converge simplement sur [0, 1]

n=0

2) u, est de classe C! sur [0,1] avec uf(t) = 0 et u,(t) = A,—1(t)2" pour n > 1

3) la série > u! (t) converge normalement donc uniformément sur [0, 1] car |u) (t)] = |An—1(t)] - |2|™ < e]z|™
n>1

qui est bien le terme général d’une série convergente puisque |z| < 1

Donc 1 est de classe C* sur [0, 1] et dérivable terme & terme de sorte que v/ (t) = Z _1(t)2"™ = z(t).
Ainsi ¢ est solutlon sur [0, 1] de I'équation différentielle ¢y’ = zy de sorte que ¥(t) =:1)\( )e=t

Comme %(0) = Zo A Zo anz"™ = ¢(z), on obtient d’apres II.A.3.b) que :

tz

< 1pourte[O,l]et |z <lavec z#0 O

f(t,Z) =
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c)

Légere erreur d’énoncé : on suppose dans cette question 0 < |z| < 27 de sorte que e* — 1 soit non nul.

z/2 z/2
Alors 26— L2 _ 27 +1) 2 -
e —1 e*—-1 e —1 /2 _ 1

Considérons désormais z quelconque tel que 0 < |z| < 1 < 27 de sorte qu’on puisse utiliser le résultat précédent,
la question b) ci-dessus ainsi que la question I1.A.3.b)

La question b) fournit avec t = 3"

+o0 z/2 +oo

S A= 2 e P E 90 () = S b avee by = (hr — 1)an,

o iy -1 | e—1 2 = on
—+o0 [e'e)

Cette relation est encore vrai en 0 car elle se réduit alors & 1=1. Ainsi > An(%)z" =3 byz™ Vze D(0,1)
n=0 n=0

Par unicité du développement en série entiére on obtient An(%) =b, = (2n—1_1 - 1)an vneN O

I11.A.3) Variations des polynémes de Bernoulli.

a)

b)

Soit le prédicat P(k) = « Aggt2, Aak+3, Aak+a et Agpys ont les variations indiquées
e P(0) est vrai.

- En effet Az(x) = %(xz —z+ %) donc Aj a les variations requises.

- Comme A5 = Ay, A3 a bien les variations requises car en outre A3(0) = A3(1) = 0 par III.A.1.c) et A3(%) =0
par III.A.2.c) puisque ag = 0 par II.A.3.c).

- Comme A} = Aj il vient que Ay croit sur [0, %] puis décroit sur [%, 1]. Supposons A4(0) = A4(1) = 0. Alors
Ay est positive ou nulle sur [0,1] et comme elle est continue d’intégrale nulle il vient A4 nulle sur [0, 1] donc
Ay = As aussi ce qui n’est pas. Ainsi A4(0) = A4(1) < 0. Supposons désormais A4(%) < 0. Alors Ay est négative
ou nulle sur [0, 1] d’intégrale nulle. Comme ci-dessus on en déduit A4 donc As nulle sur [0,1] ce qui n’est pas.
Donc A4(%) > 0.

- De Af = A4 on en déduit que As a les variations requises car, exactement de la méme maniere que pour A
(comme 5 est impair) on a A5(0) = A5(1) = A5(%) =0.

e Supposons P(k) vrai pour k > 0.

- Comme Al s = Aspys il vient que Aypye décroit sur [0, %] puis croit sur [%, 1]. Si A4k+6(%) > 0 alors
exactement comme ci-dessus par positivité “améliorée” de I'intégration on en déduit que Agp g donc Agpys est
nulle sur [0,1] ce qui n’est pas. Donc A4k+6(%) < 0. Puis on prouve de méme par Pabsurde que Ayr46(0) =
Agpt6(1) > 0.

- Exactement le méme raisonnement que celui fait pour As (resp. A4, As) prouve alors successivement que
Aykar, Agprs et Agprg ont les variations requises.

e Ainsi les variations des polynémes A,, avec n > 2 se trouvent bien établies par récurrence. [

Pour n € N*, 2n > 2 donc les variations ci-dessus montrent que Az, ()| < max (|A2,(0)], |A2n(%)|)

Or A3,(0) = agy, et ‘Agn(%)‘ < |agn| par III.A.2.c). Donc |Ag,(2)] < |ag,| pour n > 1et xz € [0,1] O

x

Par ailleurs Ag,y1(x) = Asy, (t) dt puisque A2n+1(%) = 0 donc, compte tenu du résultat précédent :
1/2

|[Agpt1(x)] < @ pourn >1letze€[0,1] O

II1.B - Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin.

I11.B.1)

a)

1 1 1
F) =70 = /0 ft)de = [Al(t)f’(t)] 0 /0 Aq(t)f"(t) d t par intégration par parties ce qui prouve que la

formule proposée est vraie pour ¢ = 1.
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1
En supposant qu’elle soit vraie au rang ¢ > 1 il vient & nouveau par parties que / Aq(t)f(q“)(t)dt =
0

1 1
Aq+1(t)f(q+1)(t)] - / Agir (1) f92(t)dt ce qui prouve, en remplagant le reste intégral par cette valeur
0 0
dans la formule au rang ¢ vraie par hypothese de récurrence, que la formule est vraie au rang ¢ + 1. [
b) En particulier avec ¢ = 2p + 1 en tenant compte de A4;(1) = A4;(0) = a;, de agk41 = 0 pour k > 1 et de

1 . .
a; = —3 on obtient la formule proposée. [

II1.B.2) Par application (bien licite) du résultat précédent a la fonction fy pour k > n il vient :

1 » _ _ Rl
Sk +1) = f(k) = S (7' (k) + [k +1)) = 3 azy (f@D(k+1) = f@)(k)) - /k Az (W) fEP (u) du
j=
par changement de variable dans le reste intégral.

Par sommation de k =n a k = N on obtient : Nl

Zf() FIN+)= )+ )+ 51 V1) 3 (V)7 )+ [ A (@D ()

n

Or

A§p+1(u)f(2p+2)(u)’ = sp’A§p+1(u)‘f(2p+2)(u) avec £, = 1 car f(?P+2) est de signe fixe sur [n, +o0]
Donc }A2p+1( )f(Qp”)(u)’ < §|a2p| -, /P2 (u) qui est intégrable sur [n, +oo[ puisque lir}rl fEU () =0

donc existe bien. Ainsi A%, () f**?)(u) est intégrable sur [n, 00| et on prouvé au passage que :

+oo a
[ A ) ) du| < 122 o) o

Comme f et toutes ses dérivées tendent vers 0 en +o0o cela prouve que le membre de droite de I’égalité ci-dessus
admet une limite lorsque N — 4o00. Ainsi la série Y f/(k) converge et on on obtient bien :

= 1 1, P 25 oo * (2p+2)
370 = ~fm) + 350 = a0+ [ g, a0 @ ar O

Jj=1

v
(a _ 1) a—1

I11.B.2) du moins avec n > 1. En lui apphquant la formule ci-dessus au rang p — 1 on obtient :

—+o0

p k:i"‘ =—f(n)+ §f’(n) - Z ag; [P (n / A5y ( (t)f®P)(t)d t ce qui redonne la formule I1.B.2) puisque
=n J:

d’apres la question précédente le reste intégral est un O( f 27”*1)(71)) et que fP~D(n) = O(#) par un

II1.B.3) Il est immédiat de vérifier que la fonction f : 2 — avec o > 1 satisfait bien les hypotheses de

calcul déja fait. O
IV. Compléments sur ’erreur.

IV.A - Encadrement de D’erreur.

1 1/2 1/2
IV.A.1) Ona/ A, (B)g(t) dt = An(t)g(t)dt—i—/ An(1 = t)g(1 —t)dt

Sin= 1m%d4 oun = 3m0d?L alors A, (t) = —An(él —t) d’apres 111.A.1.b) donc :

/ Ao t= [ Ant) (o) — g(1 — 1) dt

Sin=1mod4 alors pour ¢ € [0, %], A, (t) < 0 d’apres les variations de A,, et g(t) — g(1 —t) < 0 puisque g est
croissante. Done /01 A, (t)g(t)dt > 0.

De méme si n = 3mod4 alors A, (t) > 0 donc / Ap( O

+oo
IV.A.2) D’aprés IILB.2) et IILB.3) on a S(a) = S, 2, () + R op(a) avec Ry, gp(c) = / Az, (1) FPPTA () dt

. +o00 k+1 +o0
Or Ry 2p(a) = kz ; As, ()PP (1 Z / Agpi1 (8)f P2 ( + 1) dt

Or en notant gy, : t —— P2 (k +t) on a ¢'(t) = f(2p+3 (k 4 t) positive car 2p + 3 est impair.
On peut donc appliquer le résultat précédent qui montre que si p est pair alors R, 2p(a) 2 0 et Ry, 2p(a) <0
sinon. En particulier on a bien les deux inégalités proposées par I’énoncé. [
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Si g = 2p alors :
‘S(a) - Nn,2q(04)‘ < ‘S(O‘) - §n74p(a)‘ <

Sig= 2p -1 alors

Sn,apr2(@) = Snap(a)| = ‘a4p+2f(4p+2>(n)‘ = ‘G2q+2f(2q+2) (n)‘

S 0156 < )]« s s
Ainsi dans tous les cas on a bien ’S(oz) — Spagla ‘ ’ag +2f(2q+2 (n )‘ Vg=1 VYn>1 0O
|
IV.A.3) En particulier [S(3) — Si00,4(3)| < [ae/® (100)]. Or 1 (2) = (1)p3XAX5X6XT _27—'8
X T
1 7
Comme ag = —— on & ’3(3) - 5*10014(3)’ <1070 <107 O

IV.B -) Séries de Fourier.

IV.B.1) La 2r-périodicité de A, est évidente ainsi que sa continuité sur |2km, 2(k + 1)x.
En outre hm A »(z) = 1iml Ap(z) = Ap(1) et de méme lir}rcl . Ap(z) = 1ir% Ap(z) = Ap(0).
T— r—2km T—

r—2

Ainsi Ap est blen continue par morceaux sur R pour tout p > 1. [

Remarquons que comme A,(0) = A,(1) pour p > 2 elle est continue sur R pour p > 2.
Remarquons aussi que de méme que précédemment on prouverait qu’elle est de classe C' par morceaux sur R
pour p > 1. O

IV.B.2) A,( / A, (2mt)e 2T 4t = / Ap(t)e 2t dt
2imnt
Donc Ap( )=0et pour n #0 : A / A, () fPTV(1) d t avec f(t):(_;_ﬂw
La formule I11.B.1.a) fournit alors puisque f(k)( )= f¥)(0) =1 pour k > 0et Ap(1) — Ax(0) = 0 pour k # 1 :
n A(0) A1) 1

Ap(n) = (1) x

oy @iy 70D

IV.B.3) D’apres les remarques de IV.B.1), A; est continue par morceaux (et continue sur |2km, 2(k + 1)7[) et de
classe C! par morceaux. Donc :

La série de Fourier de A; converge simplement vers A; sur R \ 277 et vers %(Al (0)+ A1(1)) =0en 2kr O

En outre pour p > 2, A est continue sur R donc sa série de Fourier converge normalement sur R vers A O
IV.B.4) En particulier pour p > 1 on a :
1 2 1 S(2p
Apl0) = ¥ Ayln) =~ ¥ b = (a2 s L e PR

ner w7 (2imn)?P (2m)%P n>1 n2p 22p—172p

IV.C - Comportement de ’erreur.

S (m)  (a+2p)(a+2p—1)
() R

agpr2f2P+?) (n) (a+2p)(a+2p—1)S(2p +2)
agp PP (n) 4n272S(2p)

IV.C.1) Du calcul déja effectué de f*)(x) on tire immédiatement

La question précédente donne alors immédiatement O

IV.C.2) L’encadrement 1 < S(a) < 1+ du I.A.3) montre que lim S(a) = 1 donc d’apres la question ci-dessus

o — a— 400
2p+2)
ona lim %ﬂ(m = +o00.
p—+oo | agy f19P (n)
~ P .
Or Sy2p = Sn(a) — f(n) + %f’(n) — 3 a9 £ (n) et la derniére série (qui est alternée) du membre de droite
j=1

diverge donc grossierement.
Ainsi & n fixé, S, 2, ne converge pas vers S(a) lorsque p — +o0 [

Il y a donc un compromis & réaliser pour choisir un couple (n,p) tel que, d’apres IV.A.2), |a2p+2f(2p+2)(n)| soit
le plus petit possible. [

FIN
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