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I Questions préliminaires

I.LA - Généralités sur les matrices orthogonales

L.A.1) Si W € O,(R), alors 'WW = I,, d’ou (det(W))? = 1. Or, det(W) € R, donc det(W) €
{=1,1}. On en déduit que :

WeO(R) = det(W)=1, WeO, (R) = det(W)=-1.
I.A.2) O, (R) n’est pas un sous-groupe de O, (R), car I,, ¢ O, (R).

I.A.3) Si W € O,(R), alors chaque colonne W; € M,,1(R) vérifie |W;||3 = 1, c’est-a-dire
Vie{l,...,n}, > WP=1
i=1

On a donc, pour tous 4, j dans {1,...,n}, ij < 1, c’est-a-dire |W; ;| < 1.
I.B - Un exemple numérique
I.B.1) Ona o =2, ag = 26"/, B = €™/3 et [y = e27/3 donc
VOeR,  f(0) ="/ —2e")? 4 |e¥T/3 — 2¢70FT/1)|2,
En utilisant I'identité |e’® — 2¢%|?> = 5 — 4 cos(b — a), valable pour tous réels a et b, on obtient
Vo € R, f(0) =10 — 4 (cos(m/3 — 0) + cos(bmw /12 — 6)) .
Enfin, la factorisation cosp + cosq = 2 cos(p—;rq) cos(%52) (pour p, g réels) donne

Vo € R, f(6) =10 — 8cos(m/24) cos(3m/8 — 6).

I.B.2) Clairement, 'expression f(¢) est minimale si et seulement si cos(37/8 — 6) est maximale, et
ceci car cos(m/24) > 0. Ceci équivaut a cos(37/8 — 6), ou encore

6 = 3m/8 [27].



)

II Un probleme d’optimisation

II.A - Un produit scalaire matriciel

IT.A.1) Notons ¢ lapplication définie sur M,, ;,(R) X M, (R) par
(M, N) = tr("(M)N).

Cette application est bien définie car pour toutes matrices M, N de M,, ,(R), la matrice *(M)N est
carrée de taille m. Cette application (a valeurs réelles) est bilinéaire (car la trace et la transposition
sont linéaires), symétrique (car (N, M) = tr(*(N)M) = tr(*({(N)M)) = tr(*(M)N) = o(M, N)).
De plus, on a la formule

m m n
o(M,N) = Z(t(M)N)i,i = Z M, i Ny 4,
i=1 i=1 k=1
donc, pour toute matrice M € M,, ,,(R), on a
m n
(M, M)=>"> "M, >0,
i=1 k=1

et cette quantité est nulle si et seulement si chacun de ses termes positifs est nul, c’est-a-dire si et
seulement si chaque coefficient M, ; est nul. On a donc bien (M, M) =0 = M =0, d’ott ¢ est une
forme bilinéaire symétrique définie positive, c’est-a-dire un produit scalaire.

Remarque 1 Remarquons les formules suivantes, utiles pour la suite : pour toutes matrices M, N de

My (R),

m

m
(M,N)p=> (M;,N;),  [[M|7 =M.
j=1 j=1

ot M; € R" désigne la j¢ colonne de M.



IT.A.2) Si W € M, (R), alors la matrice WX —Y est dans M, ,,(R), et sa i¢ colonne est WX; —Y;,
pour tout i € {1,...,m}. D’apres la remarque précédente, on a alors

WX =Y =) IWX; - Y3
i=1
IT.A.3) Soit W € O,(R) et M,N € M,, n(R). On a
(WM, WN)p = tr((WM)WN) = tr(:MWWN) = tr(! MN),

car 'WW = I,,. D’ou la formule

On en déduit également
IWM||p = ||M||F.

IT.A.4) Soit W € O, (R) et M, N € My, ,(R). On a
(MW,NW)p = tr({(MW)NW) = tr((W!MN)W) = tr(W('W'MN)) = tr(* M N),

car W'W = I,,,. Dot la formule
(MW, NW)p = (M,N)Fp.

On en déduit également
IMW||p = ||M||F.

II.B- Casm=mn

II.B.1) Si W € O, (R), alors d’apres II.A.3), on a |W||rp = ||L.||r = V/tr(In) = V/n.

. L. . 10
Remarque 2 Attention, la réciproque est fausse : par exemple, la matrice M = < 1 o > n’est pas

orthogonale, et pourtant on a |[M||F = v/2.

I1.B.2) Montrons que ‘M My — 'M M lorsque k — +oo.
Le (i,7)¢ coefficient de la matrice Py, = * M), M, est

n
Pk’imj = : :Mk’l7iMkal7j'
=1

Or, la convergence de My, vers M entraine :

V(lvj) € {11 CERE) n}’ Mk,i,j _>oo Miaj'

Onadonc Pjx — >/ MM ;= ("MM);;, ce qui montre lim ‘MM, ="MM.
5Ty k—+00 = ) P 5 ks Foo

Or, par hypothese, on a ‘MM, = I,, pour tout k € N. On en déduit (par unicité de la limite) que
‘MM = I, c’est-a-dire que M € O,(R).

On a donc montré que la partie O, (R) de I'espace normé M,,(R) est stable par limite, c¢’est donc une
partie fermée.

Remarque 3 Ici, peu importe la norme utilisée pour traduire la convergence de la suite de matrices,
puisque ’espace vectoriel My (R) est de dimension finie (n?).

I1.B.3) La partie O,(R) C M, (R) est bornée, puisque d’apres la question I1.B.1), on a
On(R) C B(0, v/n)

(B(0,+/n) désigne la boule fermée de centre la matrice nulle et de rayon /n pour la norme || ||r).
D’apres la question précédente, cette partie est également fermée, elle est donc compacte (car I'espace
vectoriel M, (R) est de dimension finie).



II.C - Cas général
I1.C.1) L’application px y définie sur M, (R) par :

VM € Mu(R),  ¢xy(M)=[MX -Y|%

est continue. En effet,

e lapplication T+ ||T'||% est continue de M, ,(R) dans R (une norme est toujours continue),

e lapplication M — M X —Y est également continue de M,,(R) dans M,, ,,,(R) (on le voit facilement :
on considérant une suite de matrices M} qui converge vers M et on montre que M X —Y tend vers
MX —Y lorsque k — +00, en regardant ”coefficient par coefficient”),

e et pxy est la composée de ces deux applications.

La partie O,,(R) C M,,(R) étant compacte, et ’application ¢ x y continue, cette derniere est bornée sur

On(R) et atteint ses bornes. A fortiori, ¢ x y atteint son minimum, c’est-a-dire qu'il existe W € O, (R)

telle que

VZ € On(R),  oxy(W)<exy(2).

I1.C.2) L'identité
WX - Y7 = [WX|[F+ Y[ - 2WX,Y)r = | X[[7+ [Y]F - 2WX,Y)F,
vraie pour toute matrice W € O, (R) (d’apres I1.A.3)), montre que la propriété
VZ € OuR), WX -Y|}:<|ZX Y|}

est équivalente a
VZ € Oy (R), (WX, Y)r > (ZX,Y)p.

On a donc : W € O,(R) minimise |[WX — Y% si et seulement si W maximise (W X,Y)p.

I1.C.3) La matrice A = Y!X € M,(R) vérifie bien 1’égalité voulue. En effet, pour toute matrice
orthogonale W € O, (R), nous avons

W, AV p =tr("WY'X) = tr(' X'WY) = tr{(WX)Y) = (WX, Y)F.

II.D - Cas ou A est diagonale d’ordre n a coefficients positifs

I1.D.1) Soit W' € O,(R). Puisque A est diagonale, nous avons, d’apres les formules de la remarque
L,

n
(WA =Y WA,
j=1
D’apres la question I.A.3), on peut majorer ceci indépendamment de W' :
n
YW’ € O, (R), (WA e <D Ay,
j=1

n
car [W; ;[ <1et Aj; > 0. Or, cette borne est atteinte car (I, A)r = ZAM'
j=1
La matrice W’ = I, maximise donc (W', A)p sur O, (R).

II.D.2) Les hypotheses sur A entrainent :

VW' € On(R), (W, A)p =) WA
j=1
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d’ou la majoration

VWI S On(R)v <W/7 A>F < ZALJ’

et cette borne est atteinte pour W’ = I,,.
Donc les matrices W’ € O, (R) qui maximisent (W', A)r sont les matrices orthogonales telles que

I8 T
U — ..
Z Wj,jAJ}j = ZAJJ’
j:l j:l

c’est-a-dire
'

Y (1-Wj)A;=0.
j=1
Vuque Aj; >0et 1— W’ > 0 pour tout j, cette condition équivaut donc a

lel ::WJ/J = 1
Les matrices cherchées sont donc les matrices orthogonales telles que Wi ; = --- = Wj ;= 1. Ce sont
: I, 0
les matrices de la forme W’ = OT | avee W" € Op—r(R) En effet :

e dans une matrice orthogonale, toute ligne ou colonne comportant un 1 a ses autres coefficients tous
nuls, vu que la ligne/colonne en question est un vecteur unitaire de R™),

e en faisant un produit en blocs, on voit que *W'W' = I,, implique ‘W"W" = I,,_,.,

e enfin, ces matrices vérifient bien W’ € Op(R) et (W', A)p =377 A ;.

II.LE - Cas ou A est quelconque

II.LE.1) En décomposant A sous la forme A = QA'P avec P et @ orthogonales et A diagonale telle
que Ay > Agg >--- > A, , >0, on obtient, pour toute matrice orthogonale W' :

(W, A)p = ('QWP,A)p

Vu que 'application W +— !QW P est une bijection de O, (R) sur O,(R), d’inverse W’ — QW'!P,
maximiser (W, A)p revient & maximiser (W', A)p pour W’ € O, (R).

Or, d’apreés I1.D.1), W’ = [, maximise (W', A)p

On a donc W = QI,,' P = Q'P qui maximise (W, A)r sur O, (R).

Enfin, det(Q'P) = det(P).det(Q), donc QP € O (R) si et seulement si det(P).det(Q) > 0.

Remarque 4 On peut montrer, en plus de l'existence de la décomposition A = QA'P, que A est
unique (ses coefficients diagonauz sont les valeurs propres de la matrice symétrique positive 'AA
rangées par ordre décroissant). En revanche, les matrices orthogonales P et Q) ne sont pas nécessairement
uniques.

I1.E.2) Toujours en utilisant la méme décomposition, on a

n
det(A) = det(QA'P) = det(Q).det(A).det(P (HA ) det(P).det(Q).
=1
Vu que det(A) > 0, et que A;; > 0 pour tout 7, on a det(P).det(Q) > 0, et donc la matrice Q'P
est dans O (R). D’apres la question précédente, cette matrice maximise bien (W, A) g, ce qui prouve
I’existence.

Pour 'unicité, on utilise le résultat de la question I1.D.2) : ici, on a
A1 >ADg9>-- >0, >0

(car A est inversible, vu que A, P, @ le sont), donc la seule matrice qui maximise (W', A)p est W/ = I,,.
Or, d’apres IL.E.1), W’ maximise (W', A)p si et seulement si W = QW' P maximise (W, A) . Ceci
montre que la seule matrice orthogonale qui maximise (W, A)p est W = Q' P.



Remarque 5 Méme si lunicité des matrices P et Q dans la décomposition de A n’est pas vraie
en général, on a quand méme unicité du produit Q'P, comme unique solution d’un probléme de
mazimisation.

In.1 0

II.E.3) La matrice W/ = < 0 _1

> est dans O, (R) et maximise bien (W', A)p car

n n—1
(W, A)p = Z WD = Z A
i=1 i=1

(puisque A, , = 0), et on a la majoration

n—1
VZ € On(R), (Z,A)p < ZA“
i=1

(voir la question I1.D.1)).

II.LE.4) Si det(A) = 0, alors on a nécessairement A, , = 0 (sinon, tous les A;; seraient strictement
positifs, et on aurait det(A) > 0). D’apres la question précédente, on obtient, en raisonnant comme en

I1.E.2), que la matrice orthogonale W = Q < 1"61 _01

bien dans O;f (R), car son déterminant vaut —det(P).det(Q), nombre strictement positif par hypothese.

) tP maximise (W, A) , et cette matrice est

IIT Une décomposition matricielle

II1.A - Etude de la matrice B='MM

III.A.1) OnaB e My(R) et 'B="('"MM) ="'MM = B, ce qui montre que B est réelle symétrique.
On en déduit que les valeurs propres de B sont réelles, et que B est diagonalisable dans une base
orthonormée de R™.

ITI.A.2) Soit V une colonne de RP. On a (!V)BV =VIMMV ={(MV)MV = ||[MV]3 > 0, donc
la matrice B est positive. Notons A € R une valeur propre de B, et V' # 0 un vecteur propre associé.
On a alors BV = AV, donc

("V)BV = \'VV = AV 3.

Vu que (‘V)BV >0 et que ||V||2 > 0, ceci montre que A > 0.

II1.A.3) L’inclusion KerM C KerB est évidente, puisque M X = 0 entraine {M M X = 0, pour tout
vecteur X € RP.

Réciproquement, si X € RP est tel que BX = 0, c’est-a-dire {MMX = 0, alors ceci implique
EXTMMX =0, soit [|[MX]| =0,don MX =0, et KerB C KerM.

On a donc KerB = KerM.

Le théoreme du rang appliqué a B € M,(R) puis & M € M,, ,(R) donne alors :

rg(B) =p —dim(KerB) =p —dim(KerM) =rg(M) = .

II1.B - Preuve de la décomposition

ITI.B.1) Montrons que la famille (u1,...,u,) est une base orthonormée de Im(f).
Tout d’abord, chaque vecteur w; est bien dans Im(f), car

Vie{l,...,r}, ui:f<1vi).
273



Ensuite, pour tout (4, ) dans {1,...,7}% on a

1 1 1
’LL',U'>: <f(v)af(v) = —— (Mv;, Mvj) = fU'vtMMU'>:7<U>g(U')>‘
(i g pipty ) muj< o Mus) Mi,UJj<Z T g
Or, g(v;j) = Ajvj, donc, puisque la famille (v1,...,v,) est orthonormée,
Aj Aj 1
Ui, Uj) = Vi,V 0ij = —0i; = 0i,
() = 2 n,0y) = oy = g =
ce qui montre que la famille (uq,...,u,) est orthonormée (et donc libre).

Enfin, cette famille libre de I'm(f) possede r vecteurs, et dim(Im(f)) = r, donc cette famille est une
base de Im(f).

IT1.B.2) Notons B = (v1,...,vp), c’est une base orthonormée de RP. De plus, complétons la famille
orthonormée (uq,...,u,) en une base orthonormée de R"™ notée B’ = (u1, ..., Up, Upi1,. .., Up).
La matrice de I'application linéaire f dans ces bases est

w0 0
0o . 0 0
Matge(f)=| 0 0 pu =A
0 0
car f(v;) = \jv; = piu; pour 1 <i<ret f(vp41) =---= f(vp) =0car \pyy =---= A, =0.

En notant P la matrice (orthogonale de taille p) qui exprime B en fonction de la base canonique de
R? et @ la matrice (orthogonale de taille n) qui exprime B’ en fonction de la base canonique de R™,
on a donc

Q'MP=A,

soit

M = QAP =QA('P).

IV Sur la trace des matrices orthogonales

IV.A -

IV.A.1) Si W € O,(R), alors, puisque chaque coefficient W; ; est compris entre —1 et 1 (d’apres
I.A.3)), alors
tr(W)=Wig+--+ Wy <n.

De plus, cette borne est atteinte pour W = I,, donc la trace maximale d’une matrice de O, (R) est n.

IV.A.2) Soit A une valeur propre réelle de w € O(F), et x € E \ {0} un vecteur propre associé.
lw@)| _

Tl 1 (car w conserve la norme), ce qui montre que A € {—1,1}.

On a alors w(z) = Az, donc |A| =

IV.A.3) Soit W € O, (R). Considérons W comme une matrice de M,,(C) : les valeurs propres de
W sont des complexes de module 1, par le méme raisonnement que dans la question précédente. Le
polynéme caractéristique de W étant a coefficients réels, les valeurs propres complexes non réelles
(notées wy,...,wy) sont deux a deux conjuguées. Des lors, si —1 n’est pas valeur propre de W, 1 est
la seule valeur propre réelle de W et on a :

k k
det(W H H |wi]? =
ce qui contredit W € O (R). Ceci montre que —1 est valeur propre de W.
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IV.A.4) Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par w € O(F). Montrons que F* est également
stable par w.

Etant donné z € FX et y € F, on a (w(x),y) = (z,w ' (y)). L'espace F étant stable par w, la
restriction w|p est un automorphisme (orthogonal) de F, et donc wl(y) € F.

On en déduit (puisque z € F*) (w(z),y) = (x,w (y)) = 0, et donc w(z) € F*+.

IV.A.5) Notons w € O~ (R™) 'automorphisme orthogonal canoniquement associé & W. D’apres la
question IV.A.3), —1 est valeur propre de w. Notons z € R™ un vecteur propre (non nul) de w, et
D = Vect(x). La droite D est stable par w (car w(z) = —x), donc d’apres IV.A.4), 'hyperplan
H = D+ = {2} est également stable par w, et la restriction wyg est un élément de O(H).

Choisissons maintenant une base orthonormée B = (e, ..., e,) adaptée a la somme directe orthogonale
R™ = D @ H (par exemple, e = ”i—” et (es,...,e,) une quelconque base orthonormée de H).

. -1 0 N
La matrice de w dans B est W' = < 0w >, ou Wi = Mate,, . e, (wFr) € On1(R).

On a donc P, WP, = W', ot P, est la matrice (orthogonale) de passage de la base canonique a la
base orthonormée B, ce qui se réécrit

W =P W (P).
Enfin, —1 = det(W) = det(W') = —1 x det(Wy), donc det(W;) = 1, ce qui montre que Wy € O | (R),

donnant ainsi la décomposition voulue.

IV.A.6) En utilisant les notations de la question précédente, nous avons

VIV € O, (R), tr(W)=tr(W')=—-1+tr(W1) < —-1+n—-1=n-—2,

-1
d’apres la question IV.A.1). De plus, cette borne est atteinte par W = ( 0 I 0 > .
n—1

La trace maximale d’une matrice de O,; (R) est donc n — 2.
IV.B -

IV.B.1) Soit W’ € O,; (R) et A une matrice diagonale telle que
A1,1 > zAn,n ZO

On a alors :
n n n—1 n—1
(WA =D WA =Y WA+ Y WA= Ann) = Dpntr (W) +> W) (85— A ).
j=1 j=1 j=1 j=1

Or, tr(W') < n — 2 (d’apres la question précédente), W]’j <let Aj; —A,, >0 pour tout j €
{1,...n — 1}, donc on obtient la majoration :

n—1 n—1
VW/ € O,; (R), <W/, A>F S (TL - 2)An,n + Z(AJJ — An,n) = Z Aj,j - An,n-
i=1 i=1
In.1 O

Et cette borne supérieure est atteinte pour W’/ = ( ) . Cette derniére matrice maximise

0 -1

donc bien la quantité voulue sur O, (R).

IV.B.2) En décomposant encore A sous la forme A = QA?(P) et en utilisant la formule
(W, A)p = ({QWP,A)r,

on obtient d’aprés la question précédente, et vu que Iapplication W + '‘QW P est une bijection de
OF(R) sur O, (R) (car det(P).det(Q) < 0), que la matrice

Inii 0
W_Q< 0 —1>tp

est bien un maximiseur de (W, A)p sur O, (R).



V  Calcul numérique

V.A - Etude d’une suite de réels

V.A.1) L’instruction Maple suivante calcule les trente premiers termes de la suite donnée :

x[0]:=0.1;

for k from 0 to 29 do

x[k+1] :=x[k]*(((x[k] "2)+3) /(3% (x[k]~2)+1))
od;

V.A.2) La suite donnée est définie par son premier terme et formule de récurrence
Vk €N, LTh+1 = f(xk)a

z(z% + 3)
32241
Une rapide étude montre que f est strictement croissante sur R, et possede trois points fixes :
—1, 0 et 1. On peut conjecturer graphiquement que la suite (zj)ren converge vers 1 pour toute valeur
initiale xg > 0.

ou f est la fonction définie sur R par f(z) =

15

T2

0.5

Zo

-0.5

-15

V.A.3) Montrons rigoureusement la convergence vers 1 de la suite (g)gen-

Tout d’abord, l'intervalle |0, 4o00[ est stable par f (car f(]0,+o0[) =]0,400[), donc tous les termes

xy, sont strictement positifs puisque le premier ’est. De plus, le fait que f est croissante assure la

monotonie de la suite (xj)ren. Pour affiner I’étude, on distingue trois cas :

e si zp = 1, alors la suite (zx)ren est constante égale a 1 (puisque f(1) = 1), donc elle converge vers
1.

e si zy €]0, 1], alors, puisque f(]0,1[) =0, 1], la suite (x)ren est bornée par 0 et 1. De plus, on a

Vr €]0,1[,  f(z) > =,



ce qui montre que (zk)ken est strictement croissante.

Etant croissante et majorée, la suite est donc convergente, et sa limite [ est un point fixe de f

appartenant a [0, 1]. Ce n’est pas 0 car la suite est croissante et strictement positive, c’est donc 1.
e si zyp > 1, alors, puisque f(]1,+o0o[) =|1, +o0], la suite est minorée par 1. De plus, on a

Va €]1, 400, f(z) <z,

ce qui montre que (x)ren est strictement décroissante. Etant décroissante et minorée, la suite est
donc convergente, et sa limite [ est le seul point fixe de f appartenant a [1, +oo[, c’est-a-dire 1.

V.B - Etude d’une suite de matrices

V.B.1) Notons M = 3!ZZ + I,,, et montrons que cette matrice symétrique est inversible. Etant
donné un vecteur colonne X € R", on a

EXMX =3'X'ZZX +1XX = 3| ZX|2 + | X2 > | X3,

donc cette quantité est strictement positive si X # 0, ce qui montre que M est définie positive, donc
inversible.

V.B.2) Montrons par récurrence que l’assertion Py est vraie pour tout k € N. Par hypothese, Py
est vraie, en posant Dy = D. Soit maintenant k£ € N tel que Py soit vraie, et montrons Py1. Vu que
Zk = QDktP, on a tZka = PtDthQDktP = P(D,%)(tp), donc

tZu 2y, + 31, = P(D} + 31,)('P),

(3'ZpZy, + I,) "' = P(3D3 + I,,) (' P),

ce qui donne
Ziy1 = ZiP(D} + 31,) (3D} + I,) "' (*P) = Q (Dy(D} + 31,) (3D} + 1,,) *) *P.

k
AP

On pose Dyy1 = Dy(D} + 31,,)(3D} + I,)~'. En notant Dy = avec les AF) > 0,

(k)
n

FA8)
on a facilement Dy = , ou f est la fonction étudiée en V.A.2). Vu que
FOR)
f£(]0,4+0c[) =]0, +oc[, on obtient que les coefficients diagonaux de Djy1 sont strictement positifs, ce
qui montre Py, 1, et acheve la récurrence.

()
V.B.3) Pour tout k£ € N, on a donc Dy, = ,ou fF=fo--.ofet
()
(A1,...,An) sont les coefficients diagonaux (tous strictement positifs) de D.
L’étude de la suite réelle faite en V.A.3) montre que :

Vie{l,...,n},  ffOn) — 1,

k—+4o0

et donc que
lim Dy = I,.

k—4o00

On conclut (par la continuité du produit matriciel, déja établie auparavant), que

lim Z, = Q'P.

k—+o00
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V.C - Une application
V.C.1) L’application de Ux : M, ,,(R) — R définie par

VY € My, m(R), Ux(Y) = det(Y'X)

est continue (car le produit matriciel et le déterminant sont deux applications continues). De plus, on
a
Ux(Yy) = det(WoX'X) = det(X'X),

car det(W) = 1. Or, la matrice X'X est carrée de taille n, et (d’apres IILA) rg(X'X) = rg(X) = n,
donc XX est inversible. De plus, cette matrice est clairement symétrique et positive, donc elle est
définie positive et son déterminant est strictement positif.

Ceci montre donc que ¥Ux(Yy) > 0. Par continuité, I'application ¥x reste donc strictement positive
dans un voisinage de Yy, ce qui répond a la question.

V.C.2) On doit maximiser (W, A)p sur O (R), o A = Y'X (voir II.C). Ici, on suppose Y € U, ce
qui entraine det(A) > 0. D’apres I1.E.2), il existe une unique matrice W € O, (R) qui réalise cette
maximisation. De plus, en écrivant

A=QA'P,

on a

W = Q!P.

On initialise donc 'algorithme avec Zy = A = Y'X. On a montré en V.B.3) que I’algorithme converge
vers QP = W, c’est-a-dire le maximiseur cherché.
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