Corrigé de I’épreuve de Mathématiques - ENTPE 96 - option M

I-1. e Supposons que f soit cyclique : soit zg tel que b = (xg, f(x0),. .., f" 1(zo)) soit une base;
alors f"(zg) se décompose dans b : f(xg) = —aoro — a1 f(xo) — - an_1f" (o) ;
0 0 O 0 —ap
1 0 0 0 —-a
0 1 0 0 —ao
et la matrice de f dans b est donc : C =
0 0 0 —an—2
0 0 O 1 —an1

e Réciproquement : supposons que la matrice de f dans la base (e;)1,,] soit C.

Alors f(e1) = ez, f(e2) =e3, ..., f(en1) = €n; Aol e = f(e1), e3 = f3(e1), ...
(e1, f(e1),---, f" t(e1)) est donc une base de E; on en déduit que f est cyclique.

sen = f"1(e1); la famille

I-2. Jeffectue opération élémentaire : Ly «— L; + X Lo + X?L3 + --- + X 1L, dans le déterminant de la
matrice C' — X1, ; on a donc :

-X 0 0 0 —ag
1 =X 0 0 —a
0 1 —-X 0 —ag
P.=det(C - XI,) =
0 0 -X —0n—2
0 0 0 1 —X—-ay_1
0 0 0 0 —ag— a1 X —--- — an_lxn—l _ X"
1 =X 0 0 —ay
1 —X 0 —ay
0 O -X —Qp_2
0 O 0 1 —X —ap_1
et je développe ce dernier déterminant par rapport & sa premiére ligne :
1 =X 0
0 1 =X
Fe = (_1)n+1(_Xn - an—an_l — - —a1 X —ap)- (-1)"Q
0 O 0 -X
0 O 0 1

On conclut : | Po = (—1)"Q

e Le polynome caractéristique d’un endomorphisme est unique ; d’autre part, d’apres 1’égalité précédente, les
coefficients de la matrice compagne de I’endomorphisme cyclique f sont déterminés & partir de Py ;

d’ou 'unicité de la matrice compagne d’un endomorphisme cyclique donné.

I-3. e Pour tout A € C (en particulier si A est valeur propre de C), la sous-matrice de C' — Al formée des
lignes 2,...,n et des colonnes 1,...,n — 1 est inversible (son déterminant est 1); le rang de C' — AI est donc
n — 1. Donc les sous-espaces propres de C' sont tous de dimension 1.

A g, A2 4 ag +ag
A2 ha, A3 4 tag

e On vérifie que, pour A valeur propre de C, le vecteur colonne est un

A +an—1
1
vecteur propre de C pour la valeur propre A ;
ce vecteur engendre donc Ec ().
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IT - 4. ¢ désignera un élément vérifiant f~!(zg) # 0 (on suppose 'existence d'un tel élément).

(
e On va prouver que la famille (zo, f(x0),..., f" 1 (x0)) est libre :
on part d’une combinaison linéaire nulle : agzg + a1 f(xo) + - + an_1 " H(wo) = 0;
et on en prend successivement 'image par f*~1, f*=2,....f,I;dotlag=a; = =au_1 =0;

donc f est cyclique.

0 0 0

0 0

e La matrice de f dans la base (xo, f(x¢), ..., " !(x0)) est la matrice compagne de f:.J,, = . o
0 1 0

e Le rang de J,, est n — 1; la dimension du noyau de f est donc 1 (voir également la question I - 3.).

IT - 5. On posera, pour tout j € N, N; = Ker f7 et n; = dim N;.

a) La suite (Ng)gen est croissante : pour tout x, si & appartient & Ny, alors x appartient & Ny1.

D’autre part, si 2 appartient & Ny1, alors fX(f(x)) = 0; on en déduit donc que f(Npy1) C Ny

b) Ker ¢ est 'ensemble des x € Ni11 qui vérifient f(z) = 0; d’ou Kerp = Nj.

Donc : rang ¢ = dim Niy1 —dimKer ¢ = ng41 — 1 < dim N = ng ; d’ott ngq1 < 14 ng.

c¢) La suite (n;) est croissante (car N; C N,jy1).

Supposons que, pour un entier j, n; soit égal a n;j41; on a donc Nj = Njiq;

soit & € Njio; alors fI12(z) = 0= fIT!(f(z)), donc f(x) € Nj41 = N;; donc fI(f(x)) =0, c’est & dire que =
appartient a Njiq ;

on en déduit que Njio C Ny, donc Njyo = Njiq.

On conclut : pour tout j, si n; = nj41, alors nj1 = njqo; I'égalité ny = ng4q implique donc que, pour tout
j > k’, n;g = ng.

La suite (n;) est donc croissante, et devient stationnaire dés que deux termes successifs sont égaux.

eOna fP=0et fP~1#£0.

En appliquant ce qui précede on obtient, avec 'hypotheése n; =1:1=n3 <ng < -+ < np_1 < Np =n;
avec, de plus, pour tout ¢ de [1,p — 1], nj11 < 1+ n,.

Donc, pour tout ¢ de [1,p], n; =1i; dot np, =p =n.

Conclusion : | p = n, et, pour tout k € [0,n], ni =k. ‘

III - 6. f est supposé cyclique : soit zg tel que (xq, f(z0),..., f" (zo)) est une base de E ;
siagl +a1f 4+ +an_1f"! = 0 est une combinaison linéaire nulle de (I, f, f2,..., f*~!); en prenant I'image
de zg, on obtient apxg + a1 f(zo) + -+ an_1f" H(wo) = 0; d’ot1 'on déduit que les a; sont tous nuls ;

donc : f cyclique = (I, f, f2,..., f"7!) est libre.

IIT - 7.a)Les endomorphismes f et (f — Ai)™* commutent, donc Ej noyau de (f — A\ I)™* est stable par f.

Les polynémes (X — A\g)™*, pour 1 < k < p, sont deux & deux étrangers; le théoreme de décomposition des
noyaux permet donc de conclure que Ker P¢(f) = E1 & --- @ E,, avec P¢(f) = 0 par le théoreme de Cayley-
Hamilton ; donc E = @_, E;

b) ¢;"* est 'endomorphisme nul de Ej, : en effet, pour tout  de Ej, ¢, "* (z) = (f — \)" (x) = 0.

e Je désigne par fr ’endomorphisme de Ej induit par f.

Le polynéme (X — \g)™* appartient & 'annulateur de fj ; le spectre de fi est donc réduit & {\;}.
On en déduit que le polynome caractéristique de fi, est : Py, = (A\p — X )4m B,

Légalité F = ®FE}) implique que le polynéme caractéristique de f est Py = H()‘k — X)dim B
k
En comparant & la définition de Py : Py = H()\k — X)™*k on conclut : pour tout k, dim Ej = my.

k

e Supposons que goZ”“fl = 0. Alors le polynéme Q = (A — X)™ 1 H (A; — X)™ appartiendrait a
i€[1,p]\{k}

I’annulateur de f; or le degré de @ est n — 1

on en déduirait donc une relation de dépendance pour la famille (I, f, f2,..., f*~!) (il suffit pour cela d’écrire

Q(f) =0) ce qui est contraire a I’hypothese ; conclusion : cpZ”“fl #0.
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c) On peut donc appliquer & ¢y, le résultat de II-4. : il existe une base de Ej dans laquelle la matrice de ¢y, est

o 0 ... 0
1 0
Iy, = .. .| dordre my = dim Ej.
0 1 0
A O 0
1 A 0
Dans cette base, fi. est représentée par la matrice A\pIp,, + Jm, = .
0 1 A

d) Soit M la matrice compagne du polynéme caractéristique Py de f, et g ’endomorphisme de E dont la
matrice dans la base canonique est M ;

d’apres la premiere question, g est cyclique, et, d’apres la seconde question, P, = Py = Py.

e g étant cyclique, la famille (I,g,g%,...,9" 1) est libre; on peut donc appliquer les questions 7. a, b et c : il
existe une base B’ dans laquelle la matrice M’ de g est diagonale par blocs, de blocs diagonaux : Ag Iy, + Jm,
(étant donné que Py = Py = [[(Ap — X)™*).

e M et M’ sont semblables (elles représentent le méme endomorphisme g).

M est cyclique ; donc M’ est cyclique ; or M’ est la matrice de f dans B ; on conclut que f est cyclique.

IIT - 8. a) e Soit ¥(A\) = det(Q1 + AQ2). ¥ est un polynéme a coefficients réels, vérifiant (i) = det Q # 0.
¥ n’est donc pas le polyndéme nul; il existe donc un réel Ag tel que 1(A\g) soit non nul.
e A = QBQ!; dou AQ = @B, cest a dire : A(Q1 +iQ2) = (Q1 + iQ2)B, avec A, B,Q1, Q2 matrices a
coefficients réels ; donc AQ1 = Q1B et AQ2 = Q2B.
On en déduit que A(Q1 + MQ2) = (Q1 + MQ2)B ; la matrice P = (Q1 + M\oQ2) appartient & GL,,(R) car son
déterminant égal & () est non nul, et ses coefficients sont réels ; d’autre part, on a A = PBP~L.

Donc : si A et B, a coefficients réels, sont semblables sur C, elles le sont sur R.

b) Soit F un R-espace vectoriel de dimension n, et f un endomorphisme de FE tel que la famille
(I, f, f2,..., f"1) soit libre.

Son polynome caractéristique est noté Py = (—1)" (X" + a1 X" '+ -+ + a1 X + a9) € R[X].

Soit M la matrice de f dans la base canonique de E ; on peut lui appliquer le résultat de la question 7, en la
considérant comme matrice a coefficients complexes :

(I,M,...,M" 1) est une famille libre; M est donc cyclique, et il s’ensuit, d’aprés la question 1., que M est

0 0 .- —ag

1 0 - —ag
semblable sur C & la matrice C' = ’ :

0 o0 —Ap—2

0 0 - 1 —ap_

Les deux matrices M et C sont a coefficients réels et sont semblables sur C; d’apres la question 8. a, on peut
affirmer qu’elles sont semblables sur R.; il existe donc une base b’ telle que Maty f = C'; donc f est cyclique.
Conclusion : que le corps de base soit R ou C, on a I’équivalence :

f est cyclique <= (I, f, f2,..., f*~ 1) est libre. |

n—1
IV - 9. a)On montre aisément que, pour tout i € [0,n — 1], g(f*(zo)) = Zakfk(fi(:co)); on en conclut que
k=0

n—1
qg= Z agf k (en effet ces deux endomorphismes coincident sur une base).
k=0
b) Il est clair que K[f] C C(f), et le résultat précédent donne l'inclusion réciproque.
Mieux : d’apres a), si g appartient & C(f), il existe R € K,,_1[X] tel que g = R(f).
On a unicité de R : I'égalité R1(f) = Ra(f), avec Ry et Ry polyndmes de degrés < n— 1, implique que Ry = Ry
(car (I, f, f2,..., f" 1) est libre).

Donc : si f est cyclique, le commutant de f est de dimension n, égal a K,,_1[X].
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IV - 10. e f étant un endomorphisme quelconque de F, on montre que la dimension de K[f] est <n :
soit A un élément quelconque de K[X]; j'effectue la division euclidienne de A par Py : A= P;.QQ + R avec R
de degré <n —1;
on a donc A(f) = Pr(f) o Q(f) + R(f) = R(f) (Ps(f) est nul par le théoreme de cayley-Hamilton) ;
on peut donc affirmer que A(f) appartient au sous-espace de L(E) engendré par (I, f, f2,..., f*71).

On en déduit : Conclusion : K[f] C K,_1[f] est de dimension < n.

e D’autre part, on a 'inclusion K,,_1[f] C C(f), et ’énoncé donne : dimC(f) > n.

e De ce qui précede on déduit que, si C(f) = K[f], alors K[f] = Kyn_1[f] qui est de plus de dimension n; donc
(I7f,f2,,,,,fn71) est libre.

Conclusion : | f est cyclique si et seulement si K[f] = C(f) ‘

V - 11. a)On a fP(xq) = z0 ; donc, pour tout i € [0,p — 1], fP(f¥(x0)) = fi (o).
Les endomorphismes fP et I coincident sur une base; on en déduit que fP = I.

b) £ est un ensemble non vide d’entiers, majoré par n = dim E ; £ admet donc un plus grand élément m < n).

c) e Par définition de m, (zo, f(xq), ..., f™ 1(z0)) est une famille libre
et la famille (zg, f(20),..., ™ *(xo), f™(z0)) est lide.
On en déduit que f™(xq) appartient & Vect(xg, f(x0),..., f™ 1(x0));

d’ol1, par récurrence sur k : pour tout k > m, f¥(xo) appartient & Vect(zo, f(20), ..., f™ (x0)).
e On a donc : pour tout k € N, f*(z) € Vect(wo, f(20), ..., f™ H(x0));

or (zo, f(x0), ..., fP~L(z0)) est une famille génératrice de F ;

on conclut que tout vecteur de E est combinaison linéaire de (xq, f(z0), ..., f™ *(x0)).
Conclusion : (xo, f(z0),. .., f™ *(z0)) est une base de E, donc f est cyclique, et m = n = dim E.

e XP? — 1, polynome scindé de racines simples appartient a 'annulateur de f; f est donc diagonalisable.
D’autre part, il a été établi (question 3) que les sous-espaces propres de f sont de dimension 1; on en conclut
que [ admet n valeurs propres distinctes.

V - 12. D’apres ce qui précede, b = (g, f(x0), ..., f* "1 (xg)) est une base de E.

0 0 ... 1
. 0o ... 0
La matrice compagne de f est donc C = Mat, f = . .o
0 1 0
w’ﬂk
wk
On a C.U, = . = wkU}, donc | Uy, est vecteur propre de C' pour la valeur propre w”
S(n—Dk
) ) R o n i n . siz=1
V - 13. e Si z est racine n-eme de 1'unité, on a : Z 2" = zll—_zz —0 sinon.
k=1
e Soit a5 le terme général de M. M :
n n n k . S—r 1 5 t . d .
o — T T — ok ks — WO5T :{n siw =1, clest adiresir =s,
e Z Tk Tk Z Z ( ) 0 sinon
k=1 k=1 k=1
Donc M.M = nl, d’oli : M est inversible, avec M~ = %M
V - 14 e D’apres la question 12, C' admet n valeurs propres : w¥, pour k=1...n,
et les vecteurs (Uy,...,U,) constituent une base de vecteurs propres.
(La question 13 permet de prouver directement que (Us,...,U,) est une base; en effet M est la matrice, dans

la base canonique de C", de (U, Uy, ...,Uy).)

e D’autre part, on vérifie aisément que A = agl + a1C + asC? + -+ + a1 O™}

D’ou, pour k € [1,n], AU, = (ao +awf+-+ an_lwk("_l))Uk.
Soit P le polynéme P = ag + a1 X 4+ as X? + - -+ 4+ a,_1 X" ; 'égalité précédente permet d’affirmer que

(U1, ...,Up,) est une base propre pour A, donc A est diagonalisable,
les valeurs propres correspondant étant P(w), P(w?),..., P(w™).
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