Correction

d’apreés Mines de Sup 2001

Partie I

1. b=1u, —au, donc b est déterminé de maniére unique.

2.a E” correspond a I’ensemble des suites arithmétiques i.e. I’'ensemble des suites réelles pour lesquelles il

existe b€ R tel que VneN,u, =u,+nb.
2b E” correspond a I’ensemble des suites constantes a partir du rang 1.

3. E” CcR",en prenant b =0, la suite nulle appartient a2 E* .
Soit \,u€R et (u,),(v,)€E" .
VneNMN, ,, +w,,, =a(Au, +uw,)+b avec b=\, + ub, donc \(u,)+ u(v,) € E .
Ainsi E'” est un sous-espace vectoriel de R" et c’est un donc un R - espace vectoriel .

4. Supposons Az + puy =0 ie. Vne N,A 1+ pua" =0.
Pour n=0,0ona A4+ =0 etpour n=1,0ona A+apu=0.

Atp=0 JA=—p A=0 isque a=1
Atap=0@@—Du=0\u=0 P" ‘

Ainsi (z,y) est une famille libre.
z€EY avec b, =1—a car 1=a.1+(1—a).
yeE" avec b, =0 car """ =aa"+0.
sa {/\fvo+uy0:uo<:>{)\+u:uo <:>{/\:uo—u <:>{)\:(auo—ul)/(a—l).
A+ pyy = (Aap=u T |(a—Dp=u—u, T {p= (4 —u)/@—1)
5b  Convenons de poser b=b, .
b=u, —au, =Nz, —az,) + (y, —ay,) = Ab, + ub, (en fait u+ b, estlinéaire).
Raisonnons par récurrence sur 7 € N :
Pour n =0 : ok
Supposons la propriété établie au rang n >0 :
U, = @, +b=a(\z, + iy, )+ N, + b, = Naw, +b,)+ puay, +b,) = Az, + 1y, .,
Récurrence établie.
5c  Lafamille (z,y) est génératrice de E'” puisque Vu € E'” I\, ) ER,u= Az +py .

Ainsi (z,y) est une base de E© .

6. BV ={w)eR%3INpeRYnENu, =\+pa"} et dimE” =2.

Partie Il

l.a  L’application ¢ introduite est clairement une application linéaire.
Si Pekery alors PER [X] et P(0)=P(l)=...=P(p)=0.
P étant de degré inférieur a p et possédant p 41 racines, c’est le polyndme nul.
Ainsi  est une application linaire injective.

De plus dimR ,[X]|= p+1=dimR”"" donc par le théoréme d’isomorphisme c’est un isomorphisme.

1b Si P et P sontdeux polyndmes solutions du probléme posé alors :
P(P) = (U, — auy,uy — AUy ... U, —aU,) = ©(P) et par injectivité de ¢ on obtient P = P .

Le polyndéme P est donc unique.



5b
6.a

E” CR", la suite nulle appartient 2 E” (en prenant P =0).

Soit A\,u€R et (u,),(v,)€E" .

VneN u,,, + v, = Mau, + P, (n)+ plav, + P, (n)) = a(lu, + pv,) + P(n)
avec P=M\P +uP, (=P, ). Ainsi A(u,)+ u(v,) € E".

E™ est un sous-espace vectoriel de R, c’est donc un R - espace vectoriel .

Ut

En vertu des calculs ci-dessus :
VAu€eRNV(u,),(v,)EE" ona P,

At

=AP, +puP ie. 0(Au+ pv) =A0(u)+ pub(v) .

Ainsi 0 est une application linéaire de E(” vers R [X].

Soit u€kerff .Ona P, =0 donc Vne€N,u , =au, puis Vn€N,u, =a"y,

kerd = Vect(y) avec y=(a")

neN *

f—1
Puisque a=1 et Q, =(1—a)X" JrZC;Xf ona degQ, =k.
=0

La famille (¢),Q,,..-,@,) est une famille de polyndmes de degrés étagés, c’est donc une base de R [X ] .

Soit k€ {0,1,...,p} et u la suite de terme général u, = n*.

Ona VneNyu,,, =n+1)" =an’ +(n+1)" —an’ =au, +Q,(n) .

Ainsi u€ E” et O(u)=Q, d’ot Q, €Im¥.

L’application linéaire 6 est surjective car R [X]= Vect(Q,....,Q,) CIm@ puis R [X]=1Im6 .
En vertu du théoréme du rang : dim E” =rg(0) + dimkerd =(p+1)+1=p+2.

On a déja vu ci-dessus 27 ,....2" y e B .

Supposons Az'” +---+ Az 4y =0.

En appliquant 6 on obtient : A\@(z”)+---+ X 0(z") + pf(y) =0 ie. NQ, +-+AQ, +pux0=0.
Or (€»---,Q,) estlibredonc \j=...=\ =0.

La relation initiale donne alors py =0 et puisque y =0 on obtient aussi ©=0.

@ ,z?,y) estlibre.

Finalement la famille (x
z@,.... 2" y) est une famille libre formée de p+2=dimE"”’ éléments de E'” , c’est donc une base
y p a a

de EV.
u, € E" donc 3(a,3,7) €R’ tel que Yn€N,u, =a+Bn+~2".

Uy =—2,u, =1 et u,=5 donc

aty=-2 a=-2-7 la=-2-7|la=-3
a+B+2y=1 {f+v=3 8=3-v {6=2
a+20+4y=5|28+3y=T|y=1 v=1

Finalement Vn € N,u, =—-3+4+2n+2".

Partie 111

Les questions 1,2,3.4 de la partie II se reprennent dans les mémes termes en notant que cette fois-ci
kerf = Vect(y) ou y est la suite constante égale a 1.

Pour k={0.1,...,p}, posons @, = (X +1"" — X"*' polyndme de degré k .

Pour 2 la suite définie par z” =n""" on observe z” € E" avec 0(z")=P,, =Q,.

La famille (¢),,...,Q,) estune base de R [X } (car formée de polyndmes de degrés étagés) et les @),
appartiennent 2 Im@ . Par suite Imf =R [X].

Comme en 7, on obtient dimE” =p+2.



Comme en 8, la famille (z'”,...,z'",y) est une base de E” . Ainsi
B ={(u,) €R"IN.....\, ) ER"? Y€ Nou, =An+-+ A0 + p}
={(u,)eR%IQER ,[X],YneN,u, =Q(n)}

(u,) € E} donc I(a,3,7) €R’ tel que YneN,u, =a+Bn+yn’.
Uy =—2,u =—1 et u,=—6 donc

a=-2 a=-2 a=-2
a+b+y=—-1 {B+y=1 =4
a+284+4y=—6|f+2y=-2|y=-3

Finalement Vn € N,u, =—2+4n—3n>.



On accélere ici la convergence de la suite (S,,) vers sa limite S par une méthode due a Stirling.

On désigne par :
e E Despace vectoriel des fonctions continues de |0, 400 dans R et de limite nulle en +o0.

e f; la fonction de E définie pour tout nombre entier naturel k par :

1 1
fo(z) = - et fu(z) = z(x+ 1) (z +2)...(x + k)

pour k > 1.

e A lapplication associant a toute fonction f de E la fonction Af définie pour x > 0 par :

(Af)(x) = flz +1) = f(z).

1°) Sommation de séries télescopiques
a) Etablir que A est un endomorphisme de 1’espace vectoriel E.
Il est évident que A est linéaire et que, si f est définie continue sur IR’ , de limite nulle en 400, Af est
définie continue sur R’ , de limite nulle en +o0o : A est un endomorphisme de E.




b) Etablir pour toute fonction f appartenant & E la convergence de la série ©(A f)(p) avec p > 1 et calculer
pour tout nombre entier naturel n les sommes suivantes :

+oo —+oo

> (Af)), Y (ANW).

p=1 p=n+1

Regardons la somme partielle de cette série,

n

S ANE) =Y (fo+1) - f(p))

p=1 p=1
= fln+1)=fQ),
puisque lirf f(n)=0, <Z(Af)(p)neN*) converge vers — f(1).
=1

P -

Par définition de la convergence des séries Z(A f)(p) converge et
p=1
“+oo

2 (ANE) = —f(1).

p=1

De méme, on a la convergence et la somme de la série

“+oo

> (Afp) = —f(n+1).

p=n+1

c) Exprimer Afy_1 en fonction de k et de fi pour k& > 1.
Yz €]0, +o00],

Afp-1(2) = fom1(x +1) = fo1(z)
1 1
T @ D)@+2). (a1 +(k—1) zl@+1)...(z+(k-1))
B x— (z+k)
zx+1)(x+2)...(x+ k)
z(z+1)(x+2)...(x+ k)
= —kfi(@),

donc

d) Etablir pour tout nombre entier naturel k£ > 1 la convergence de la série X fi(p) et vérifier, pour tout
nombre entier naturel n, que :

1

1
p;lf’“ Tkt Dn+2)..(ntk)




Le terme général de la série (indexée par p) X fi(p) peut s'écrire —%Afk,l(p).

Pour tout k£ > 1, puisque liIJIrl fe—1(x) = 0 et que fr—1 est continue, fr_1 € F et la série LA fr_1(p)
Tr—1T00

converge d’apres b).

En utilisant encore les résultats de b),

+00 1 400
> felp) = —¢ > Afialp)

p=n+1 p=n-+1

= S+ D)
1 1
En+Dn+2)...(n+1+(k—1)
1 1
kE(n+1)(n+2)..(n+k)

2°) Accélération de la convergence de (S,)

a) Etablir la relation suivante pour p>1letg>1:

1 _4
e k;(k — DUip) = - fa(p).

Montrons cette propriété par récurrence sur q.

e Pour ¢ =1,

k=1 p
1 1
P plp+1)
1 (LL)
p\p p+1
11
pp(p+1)
L)
P 1

e Supposons que, pour un g € IN*,



e Alors

q+1 q
%—Z(k—m!fk(p):(% > (k= iA )—((q+1)—1)!fq+1(p)

k=

=L 1,(5) = s )
_ 4 _ 1
p <fq<p) pp(p+1)~-~(p+q+1))

_ ¢ N L
B p (fQ(p) (p+1)~~(p+q+1))
=5 (fq( ) — fo(p+1))
=%< A
q!

= D (q + 1)fq+1(p)

-,

en utilisant Af,(p) = (¢ + 1) fy+1(p) vu en 1)c).
e On a donc

Vg € IN¥, Z - D!fr(p q_!fq(p)'

b) En déduire I'inégalité suivante pour n > let ¢ > 1 :

0< io i zq: )' < (¢—=1)
WP knJrl (n+k) T (n+1)2n+2)...(n+q)

Tout d’abord, la série (indexée par p) de terme général positif

q!f() | 1 1
p? pp(p+1)...(p+q) pr+?

est convergente puisque la série de Riemann Z 5 converge (¢ +2 > 1).

En sommant de p =n + 1 & 400 ’égalité trouvée a la question précédente :

+oo 1 q 400 q'
2 (;—Z(k—l)!fmo)) = > D)

p=n-+1 k=1 p=n+1
“+oo
en remarquant que Z — converge :
p=n-+1
+oo 1 +oo g +o0 q,
Yoo > D k=)= Y —fup),
p=n+1 p p=n+1k=1 p=n+1 p
“+o0
enfin en utilisant le fait que les séries Z fx(p) convergent, puis en majorant le second membre, et en
p=n+1

remarquant enfin que le premier est positif, on obtient ’encadrement
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—+oo —+oo

Z pi 3 (k=Dfelp) = > q;!fq(p)
p=n k=1p=n+1 p=n+1
+oo
§p§1n+1fq( P)
+o00 1 q too
0< Z — Z( DY fk(p)> < Z fa(p
p=nt1 P p=n+1 1’ =n+1
1 q! 1
0<p;+1__z (n+1).. (n+q)§n+1q(n+l)...(n+q)
1 (¢—1)
O<p;1__z Mt (it - i+ DPn+2).(n+q)

en utilisant deux fois 1)d).

¢) En déduire, lentier ¢ > 1 étant fixé, une suite (S/) de nombres rationnels telle que :

7T2 / (q_l)'
R TS e N ey

0<

Expliciter S/, et I'inégalité précédente lorsque ¢ = 2.

o0

Y - —1)! (¢—1)!
0<Z__<§_: kz: n+1 (n+q)><(TH—1)2(714—2)...(114—(])7
)!
-

<7r “ 1 (k-1
_F_ Z:: ]; E(n+1).

??‘
—

< (¢—1)
n+q)) = (n+1)?2(n+2)...(n+q)
donc

(k—1)!
z_: Zl k(n+1)...(n+q)

convient.
Pour ¢ = 2,

et I'inégalité précédente devient

2 1 1 1
OSF_ <Zﬁ+n+1+2(n+1)(n+2)> = (n+1)2(n+2)

p=1

d) Ecrire en PASCAL un algorithme calculant et affichant S!, pour ¢ = 2 lorsque n est donné.

Voici une fonction qui rend S/, tout en l'affichant (il n’est pas génant de rendre en plus S/, la syntaxe
..instructions ; S_prime(n) ; instructionms...

étant licite.

L’ordre des affectations des divers termes a s est choisi pour une meilleure précision
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function S_prime(n :integer) :real;
var s :real ;
p :integer;
begin
s :=1/(2*(n+1)*(n+2) ;
for p=n downto 1 do s :=s+1/p/p;
s :=s+1/(n+1) ;
S_prime :=s;
writeln(’Sn= ’,s)

end ;



