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Concours Centrale-Supelec 2003
Filière PC

Epreuve : MATHEMATIQUES I
Corrigé par Sylvie Bonnet, math PC*-Besançon

Préliminaires

1) g étant intégrable sur [ [a b, , l’est également sur tout intervalle [ [x b, , pour tout [ [x a b∈ , .

1.a) f et g étant strictement positives, ( )f o g= est équivalent à

[ [ [ [ ( ) ( )tgtfbtbatba εββε ≤<⇒<≤∈∀∈∃>∀ 0    ,, que  tel,,0 .

Soit [ [x a b∈ , . g étant intégrable sur [ [x b, , f l’est également par théorème de comparaison
des intégrales.

D’autre part, par croissance de l’ intégrale, [ [∀ ∈ ≤ < ⇒ ≤ ≤∫ ∫x a b x b f g
x

b

x

b

, ,    β ε0 .

f o g
x

b

x

b

∫ ∫= 





1.b) g étant strictement positive, f g≈  quand x tend vers b est équivalent à

[ [ [ [ ( ) ( ) ( )tgtgtfbtbatba εββε ≤−<⇒<≤∈∀∈∃>∀ 0    ,, que  tel,,0 .

Soit [ [x a b∈ , . g étant intégrable sur [ [x b, , f –g l’est également par théorème de

comparaison des intégrales et f est intégrable sur [ [x b, , car f=(f-g)+g, somme de deux

fonctions intégrables sur [ [x b, .

D’autre part, par linéarité et croissance de l’ intégrale,

[ [ ( )∀ ∈ ≤ < ⇒ ≤ − = − ≤∫ ∫ ∫ ∫x a b x b f g f g g
x

b

x

b

x

b

x

b

, ,    β ε0 .

f g x b
x

b

x

b

∫ ∫≈  quand  tend vers 

2) f et g étant continues par morceaux sur [ [a b, sont intégrables sur tout segment [ ]a x, avec

[ [x a b∈ , . Mais g étant strictement positive et non intégrable sur [ [a b, , g
a

x

x b∫ → + ∞
→

. En

particulier, g
a

x

∫ est strictement positive au voisinage de b.

2.a) On reprend la définition du 1a)
[ [ [ [ ( ) ( )tgtfbtbatba εββε ≤<⇒<≤∈∀∈∃>∀ 0    ,, que  tel,,0 .

Soit [ [x b∈ β , . Par additivité de l’ intégrale, f f f
a

x

a

x

∫ ∫ ∫= +
β

β
 et , par croissance de

l’ intégrale :

0 ≤ = + ≤ + ≤ +∫
∫

∫
∫

∫
∫

∫
∫

∫
∫

∫
∫

f

g

f

g

f

g

f

g

g

g

f

g

a

x

a

x
a

a

x

x

a

x
a

a

x

x

a

x
a

a

x

β

β

β

β

βε
ε
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Comme g
a

x

∫  tend vers + ∞  quand x tend vers b, pour β fixé, 
f

g

a

a

x

β

∫
∫

tend vers 0 quand x tend

vers b et peut donc être rendu inférieur à ε  pour x assez proche de b.
Finalement :

[ [ [ [ εααε 20    ,, que  tel,,0 ≤<⇒<≤∈∀∈∃>∀
∫
∫

x

a

x

a

g

f
btbatba .

f o g
a

x

a

x

∫ ∫= 





exemples

i) [ [ [ [a b, ,= +∞1 , ( )f t
t

= 1
2

, ( )g t
t

= 1
. f est négligeable devant g quand x tend vers + ∞ .

 f est intégrable sur [ [1,+∞ et g ne l’est pas. (fonctions de Riemann)

ii) [ [ [ [a b, ,= +∞1 , ( )f t
t

= 1
, ( )g t

t
= 1

. f est négligeable devant g quand x tend vers + ∞ .

 f et g ne sont pas intégrables sur [ [1,+∞ . (fonctions de Riemann)

2.b) f et g étant équivalentes quand x tend vers b, et g étant non intégrable sur [ [a b, , f n’est

pas intégrable sur [ [a b,  par théorème de comparaison des intégrales.

f g≈  quand x tend vers b est équivalent à ( )f g o g− = . D’après le 2a), ( )f g o g
a

x

a

x
− = 



∫ ∫

et  f g x b
a

x

a

x

∫ ∫≈  quand  tend vers .

Remarque : on a des résultats analogues pour des fonctions définies sur ] ]a b, .

Partie I

I .A
I .A.1)
I l s’agit d’appliquer le résultat de la question 2b) des préliminaires sur l’ intervalle ] ]01,

aux fonctions f et g définies par ( ) ( )f t
e

Arc t

t

=
sin

et ( )g t
t

= 1
. Ces fonctions sont continues

sur ] ]01,  et g n’est pas intégrable sur ] ]01, . Donc

( ) ( )e

Arc t
dt

dt

t
x x

t

x xsin
ln

1 1
0∫ ∫≈ − +=  quand  tend vers 
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I .A.2)

( ) ( ) ( )
e

Arc t
dt

e

Arc t
dt

e

Arc t
dt

t

x

x t

x

t

xsin sin sin3

2

3 2

1 1

∫ ∫ ∫= − . Or, d’après la question précédente,

( ) ( ) ( )( )e

Arc t
dt x o x x

t

x sin
ln ln

1
0∫ − + +=   quand  tend vers . Donc,

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )e

Arc t
dt x o x x o x x

t

x

x

sin
ln ln ln ln

3

2
3 3 2 2 0∫ − + + + +=    quand  tend vers 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )e

Arc t
dt x o x x o x x

t

x

x

sin
ln ln ln ln

3

2

3 3 2 2 0∫ − + + + +=    quand  tend vers 

( ) ( )e

Arc t
dt x x

t

x

x

sin
ln

3

2

0∫ ≈ − +  quand  tend vers 

I .B.1)

Les fonctions ( )g t
t

:
ln

→ 1
et t t→ sont de classe C1 sur [ [2,+∞ . Une intégration par

parties donne : ( ) ( ) ( ) ( )( )
dt

t

x

x

dt

t

x x

ln ln ln ln2 22

2

2∫ ∫= − + .

On pose 
( )( )

f t
t

:
ln

→ 1
2

 et on applique au couple ( )f g, le résultat de la question 2a) des

préliminaires.
( )f o g= au voisinage de + ∞ , et g n’est pas intégrable sur [ [2,+∞  car continue sur [ [2,+∞  et

prépondérante sur t
t

→ 1
qui n’est pas intégrable sur [ [2,+∞ . Donc 

( )( ) ( )
dt

t
o

dt

t

x x

ln ln22 2∫ ∫=








 au

voisinage de + ∞ . Si on ajoute à cela que ( )
x

xln
tend vers + ∞ quand x tend vers + ∞ , on peut

en déduire que ( ) ( )
dt

t

x

x

x

ln ln2∫ ≈  quand x tend vers + ∞ .

I .B.2)
On montre par récurrence sur n ≥ 0 :

( )HRn  ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

dt

t

k x

x

k
n

dt

t

x

k
k

n

k
k

n

n

x

ln

!

ln

!

ln
!

ln2 1
0

1
0

22

2

2
1∫ ∑ ∑ ∫= − + ++

=
+

=
+

( )HR0  a été démontré dans la question précédente.

Supposons ( )HRn pour n ≥ 0. Une intégration par parties donne

 (* ) 
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )
( )( )

dt

t

x

x
n

dt

t
n

x

n n n

x

ln ln ln ln
+ + + +∫ ∫= − + +

22 2 2 32

2

2
2  et ( )HRn+1  est vraie.

La relation (* ) et le résultat de la question 2a) des préliminaires appliqué au couple ( )f g,

maintenant défini par 
( )( )

f t
t

n
:

ln
→ +

1
3

et 
( )( )

g t
t

n
:

ln
→ +

1
2

permettent de conclure en utili sant
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les mêmes arguments que dans la question précédente ( ( )f o g= au voisinage de + ∞ , et g

n’est pas intégrable sur [ [2,+∞  car continue sur [ [2,+∞  et prépondérante sur t
t

→ 1
qui n’est

pas intégrable sur [ [2,+∞  ) que :

 
( )( ) ( )( )
dt

t

x

x
n

x

n
ln ln

+ +∫ ≈
22 2

quand x tend vers + ∞ .

Donc 
( )( ) ( )( )
dt

t
o

x

x
n

x

n
ln ln

+ +∫ =










22 1

 quand x tend vers + ∞ .

En remarquant que tous les termes de la somme ( )
k x

xk
k

n !

ln +
=

∑ 1
0

tendent vers + ∞ quand x tend

vers + ∞ , on peut négliger la somme ( )
k
k

k

n !

ln

2

21
0

+
=

∑ et conclure que

( ) ( ) ( )
dt

t

k x

x
o

x

x

x

k
k

n

nln

!

ln ln2 1
0

1∫ ∑= +








+

=
+

I.C.1)

1≥∀x , ( )∫∫∫ +
−=

+
x

t
x

t
x

t

dt
tt

e
dt

t

e
dt

t

e
1 221 21 2 11

et en intégrant successivement deux fois par parties la première de ces deux intégrales :

1≥∀x , ( )∫∫∫ +
−+−+=

+
x

t
x

txx
x

t

dt
tt

e
dt

t

e
e

x

e

x

e
dt

t

e
1 221 4321 2 1

632
1

1≥∀x , ∫∫ 





+
++−+=

+
x

txx
x

t

dt
t

t

t

e
e

x

e

x

e
dt

t

e
1 2

2

4321 2 1

65
32

1

Le résultat de la question 2b) des préliminaires appliqué au couple ( )f g,  défini sur [ [+∞,1 par

4

5
:

t

e
tf

t

→ et 





+
+→
1

65
:

2

2

4 t

t

t

e
tg

t

permet de conclure en remarquant que gf ≈ au voisinage

de + ∞ et que g n’est pas intégrable sur [ [+∞,1  car continue sur [ [+∞,1  et prépondérante sur

t
t

→ 1
qui n’est pas intégrable sur [ [+∞,1   que 

 ∫
x

t

dt
t

e
1 4

5
∫ 





+
+≈

x
t

dt
t

t

t

e
1 2

2

4 1

65
quand x tend vers + ∞ .

Pour trouver un équivalent de ∫
x

t

dt
t

e
1 4

5
, on intègre encore un fois par parties :

∫∫ +−=
x

tx
x

t

dt
t

e
e

x

e
dt

t

e
1 541 4

2055
5
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Le résultat de la question 2a) des préliminaires appliqué au couple ( )f g,  maintenant défini

par 
5

:
t

e
tf

t

→ et 
4

:
t

e
tg

t

→ permettent de conclure en utilisant les mêmes arguments que dans

la question précédente ( ( )f o g= au voisinage de + ∞ , et g n’est pas intégrable sur [ [+∞,1  car

continue sur [ [+∞,1  et prépondérante sur t
t

→ 1
qui n’est pas intégrable sur [ [+∞,1  ) que :

 
41 4

55

x

e

t

e x
x

t

≈∫ quand x tend vers + ∞ .

On obtient ainsi : 
41 2

2

4

5

1

65

x

e
dt

t

t

t

e x
x

t

≈





+
+

∫  quand x tend vers + ∞  et par là-même :

 





=





+
+

∫ 31 2

2

4 1

65

x

e
odt

t

t

t

e x
x

t

.

D’autre part, la constante e3− est négligeable devant 
3x

e x

qui tend vers + ∞ quand x tend vers

+ ∞ .

Finalement : 





++=

+∫ 3321 2
2

1 x

e
o

x

e

x

e
dt

t

e xxx
x

t

.

I .C.2)
Langage Maple :
n :=10
 series(exp(-x)* int(exp(t)/(t*t+1),t=1..x),x=infinity,n+1) ;

Partie II

II .A
1er cas : 0≠α
On pose )1,max(' aa =
Le résultat de la question 2b) des préliminaires appliqué au couple ( )g,ϕ  défini sur

[ [+∞,'a par 
( )
( )tf

tf
t

'
: →ϕ et 

t
tg

α→: permet de conclure en remarquant que g≈ϕ au

voisinage de + ∞ et que g n’est pas intégrable sur [ [+∞,1  que 

 
( )
( )∫

x

a
dt

tf

tf
'

'
∫≈

x

a
dt

t'

α
 quand x tend vers + ∞ , c’est-à-dire :

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )'lnln'lnln axafxf −≈− α  quand x tend vers + ∞ , ou encore

( )( ) ( )xxf lnln α≈  quand x tend vers + ∞ , car les constantes sont négligeables devant ( )xln .
2ème cas : 0=α
On pose )1,max(' aa =
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Le résultat de la question 2a) des préliminaires appliqué au couple ( )g,ϕ  défini sur

[ [+∞,'a par 
( )
( )tf

tf
t

'
: →ϕ et 

t
tg

1
: → permet de conclure en remarquant que ( )go=ϕ au

voisinage de + ∞ et que g n’est pas intégrable sur [ [+∞,1  que 

( )( )=xfln ( )( )+'ln af
( )
( )∫

x

a
dt

tf

tf
'

' ( )( )xo ln=

Dans tous les cas : 
( )( )

( )x

xf

ln

ln
tend vers α  quand x tend vers + ∞ .

II .B   
Etude du cas 1−<α
II .B.1)
De la question précédente on déduit qu’ il existe une fonction ε  telle que :

( )( ) ( ) ( ) ( )xxxxf lnlnln εα =− , avec ( ) 0lim =
+∞→

x
x

ε

ou encore ( ) ( )xxxf εα += . On écrit que ( )xε tend vers 0 quand x tend vers + ∞  :

Pour [ [ ( ) 1
2

1
A  ,, que  tel,0  ,0

2

1 −<+−=+<+⇒>+∞∈∀>∃>−−= αδαεααδ xxaxA

Pour ),,1max( aAx > , ( ) δα +<< xxf0 . Par comparaison avec une fonction de Riemann
intégrable sur [ [+∞,1 , f , qui est continue, est intégrable sur [ [+∞,a .
II .B.2)
Le résultat de la question 1b) des préliminaires appliqué au couple ( )gf ,  défini sur

[ [+∞,a par 
( ) ( )

1

'
:

+
+→

α
ttftf

tg ,  f étant la fonction donnée, permet de conclure en remarquant

que gf ≈ au voisinage de + ∞
que f est intégrable sur [ [+∞,a  et donc g également

que  pour ),,1max( aAx > , ( ) 10 ++<< δαxxxf  et donc ( )xxf
x +∞→
lim existe et vaut 0,

 ( ) ≈∫
+∞

x
dttf

( ) ( )
∫

∞+

+
+

x
dt

ttftf

1

'

α
 quand x tend vers + ∞ , c’est-à-dire :

( ) ≈∫
+∞

x
dttf

( )
1+

−
α

xxf
 quand x tend vers + ∞ .

II .C
Etude du cas 1−>α
II .C.1)
De la question II .A, on déduit qu’ il existe une fonction ε  telle que :

( )( ) ( ) ( ) ( )xxxxf lnlnln εα =− , avec ( ) 0lim =
+∞→

x
x

ε

ou encore ( ) ( )xxxf εα += . On écrit que ( )xε tend vers 0 quand x tend vers + ∞  :

Pour [ [ ( ) 1
2

1
A'  ,, que  tel,0'  ,0

2

1 −>+−=−>+⇒>+∞∈∀>∃>+= αδαεααδ xxaxA

Pour ),',1max( aAx > , ( )xfx << −δα0 . Par comparaison avec une fonction de Riemann
non intégrable sur [ [+∞,1 , f , qui est continue, n’est pas intégrable sur [ [+∞,a .
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II.C.2)
Le résultat de la question 2b) des préliminaires appliqué au couple ( )gf ,  défini sur

[ [+∞,a par 
( ) ( )

1

'
:

+
+→

α
ttftf

tg ,  f étant la fonction donnée, permet de conclure en remarquant

que gf ≈ au voisinage de + ∞ et que f n’est pas intégrable sur [ [+∞,a  :

( ) ≈∫
x

a
dttf

( ) ( )
∫ +

+x

a
dt

ttftf

1

'
α

 quand x tend vers + ∞ , c’est-à-dire :

( ) ≈∫
x

a
dttf

( )
1+α

xxf ( )
1+

−
α

aaf
 quand x tend vers + ∞ .

Or, pour ),',1max( aAx > , ( )xxfx << +− 10 δα  ce qui implique que ( )xxf tend vers + ∞  quand

x tend vers + ∞  et est prépondérante sur la constante ( )aaf .

( ) ≈∫
x

a
dttf

( )
1+α

xxf
 quand x tend vers + ∞ .

II.C.3)
La fonction ( )ttf sin2: +→  est de classe 1C  sur [ [+∞,0 , strictement positive.

( )( )
( )x

xf

ln

ln ( )
x

x

ln

sin2ln += tend vers 0 quand x tend vers + ∞  et 0 est bien strictement supérieur

à –1. Pourtant ( ) 1cos2)sin2(
00

+−=+= ∫∫ xxdttdttf
xx

, qui n’est pas équivalent à

( )xx sin2+  quand x tend vers + ∞ , car le rapport 
xxx

xx

sin2

1cos2
+

+−
n’a pas de limite quand x tend

vers + ∞ .

II.D
II.D.1)
Classique : le changement de variable ( )xx ln→  ramène à l’étude des fonctions de Riemann.

L’application 
( )( )βxx

x
ln

1→ est intégrable sur [ [+∞,2 si et seulement si 1>β .

II.D.2)

On applique les résultats des questions II.B et II.C à la fonction 
( )βγ xx

xf
ln

1
: → .

f est de classe 1C sur [ [+∞,2 et 
( )
( ) 





 +−=

xxf

xxf

ln

' βγ , donc 
( )

( )xf

xxf
x

'
lim

+∞→
existe et vaut γ− .

Si 1>γ , f est intégrable sur [ [+∞,2 , d’après II.B.1).
Si 1<γ , f n’est pas intégrable sur [ [+∞,2 , d’après II.C.1).

II.E

Les fonctions 
( )ββ

xx
xf

ln

1
: → fournissent des exemples de fonctions de classe 1C sur

[ [+∞,2 , pour lesquelles 
( )

( )xf

xxf
x

'
lim

+∞→
existe et vaut -1. Certaines de ces fonctions sont

intégrables (pour 1>β ), d’autres ne le sont pas (pour 1≤β ).
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Partie III

III.A
( )
( )

( )
( )uf

uf

uh

uh
IRu

''
, +−=∈∀ + α  tend vers 0 quand x tend vers + ∞ .

Pour 0,0 >∃> Aε   tel que  
( )
( ) εα <+−⇒>∈∀ +

uf

uf
AuIRu

'
  ,

I l existe donc ( ) INAEn ∈+= 20 , tel que

[ ] [ ] ( )
( ) ε<∈∀−∈∀⇒>∈∀
uh

uh
t,nunntnnINn

'
     et    ,1  , 0

En intégrant sur [ ]nt,  dont la longueur est inférieure à 1:

[ ] ( )
( )

( )
( ) ε≤≤−∈∀⇒>∈∀ ∫∫ du
uh

uh
du

uh

uh
nntnnINn

n

t

n

t

'
 

'
  ,1  , 0

ce qui donne : ( )( ) ( )( ) ε≤− thnh lnln .

Si ( )( ) ( )( ) 0lnln ≤− thnh , on en déduit : ( )( ) ( )( ) ε+≤ nhth lnln

Et par croissance de l’exponentielle, ( ) ( ) εenhth ≤ , donc ( ) ( ) ( )( )1−≤− εenhnhth .

Si ( )( ) ( )( ) 0lnln >− thnh , on en déduit : ( )( ) ( )( ) ε−≥ nhth lnln

Et par croissance de l’exponentielle, ( ) ( ) ε−≥ enhth , donc ( ) ( ) ( )( )ε−−≤− enhthnh 1 .

Or, ( ) 1110 −≤−=−< −− εεεε eeee , car 0>ε .
On peut conclure :

[ ] ( ) ( ) ( )( )1      ,1  , 0 −<−−∈∀⇒>∈∀ εenhnhthnntnnINn

III.B
On remarque ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )nfenhthetf ntt αα −+−=

Ce qui donne : ( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫∫ −−

−

−
−+=

n

n

tn

n

tnn

n
dtnhthedtenfedttf

111

ααα

Puis ( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫ −

−

−
−+−=

n

n

tn

n
dtnhthenf

e
dttf

11

1 α
α

α
, car 0≠α .

De la question précédente, on peut déduire une majoration de la différence

( ) ( ) =−−
−

−∫ nf
e

dttf
n

n α

α1
1

( ) ( )( )∫ −
−

n

n

t dtnhthe
1

α ( ) ( )∫ −
−≤

n

n

t dtnhthe
1

α

⇒>∈∀ 0  , nnINn ( ) ( )nf
e

dttf
n

n α

α−

−

−−∫ 1
1

( )( ) ( )
α

αα
ε

−−−≤ ee
enh

n 1
1 ( )( )( )

α

α
ε

−−−= e
enf

1
1

Si on a pris soin de choisir ε  de telle sorte que 1−εe soit strictement inférieur à un
'ε strictement positif quelconque, on en déduit :

( )

( )
'1

1
,  que   tel,0' 1

00 ε

α

ε α <−
−

⇒>∈∀∈∃>∀ −
−∫

nf
e

dttf
nnINnINn

n

n
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c’est-à-dire ( ) ( )nf
e

dttf
n

n α

α−

−

−≈∫
1

1
 lorsque n tend vers ∞+ .

III.C

III.C.1)
Les fonctions u et v sont des fonctions en escalier, constantes sur les intervalles [ ]kk ,1− pour

INk ∈ , donc ( ) ( )∫∫ −−
=

k

k

k

k
dttfdttv

11
 et ( ) ( )kfdttu

k

k
=∫ −1

.

III.C.2)

Comme 0≠α , on déduit de la question III.B, que ( ) ( )tv
e

tu α

α
−−

≈
1

 quand t tend vers + ∞ .

La fonction f est intégrable et positive sur [ [+∞,0 . Donc, la suite des intégrales de f sur une

suite exhaustive de segments ( )
INn

n
dttf

∈



 ∫0 est bornée.

( ) ( )∫∫ =
nn

dttfdttv
00

 d’après le III.C.1).

La fonction v est continue par morceaux et positive sur [ [+∞,0 . La suite des intégrales de v

sur une suite exhaustive de segments ( )
INn

n
dttv

∈



 ∫0
est bornée, donc v est intégrable sur

[ [+∞,0 .

On applique le résultat de la question 1b) des préliminaires au couple 






− − v
e

u α

α
1

,  en

remarquant que v
e

u α

α
−−

≈
1

au voisinage de + ∞ et que v est intégrable sur [ [+∞,0  :

( ) ≈∫
+∞

x
dttu ( )∫

∞+

−−x
dttv

e α

α
1

 quand x tend vers + ∞ , c’est-à-dire :

( ) ≈∫
+∞

x
dttf ( )∫

∞+

−−x
dttv

e α

α
1

quand x tend vers + ∞ .

D’autre part, la série de terme général ( )nf est à termes tous positifs et

( ) ( )∫ −−−
≈

n

n
dttf

e
nf

11 α

α

Posons ( )∫ −−−
=

n

nn dttf
e

w
11 α

α
. La série de terme général nw est à termes tous positifs, ses

sommes partielles sont bornées, en effet :

( ) ( )∫∑ ∫ −
=

−− −
=

−
nn

k

k

k
dttf

e
dttf

e 0
1

1 11 αα

αα
 qui est bornée car f est intégrable et positive sur

[ [+∞,0 .

Donc la série de terme général nw est convergente et par théorème de comparaison des séries

à termes positifs, la série de terme général ( )nf  est convergente.
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Son reste relatif au rang n est égal à ( )∫
+∞

=
nn dttuR ( )∫

+∞
=

x
dttf , qui d’après le résultat de la

question 1b) des préliminaires est équivalent à ( )∫
∞+

−−n
dttv

e α

α
1

( )∫
∞+

−−
=

n
dttf

e α

α
1

III.C.3)

Comme 0≠α , on déduit de la question III.B, que ( ) ( )tv
e

tu α

α
−−

≈
1

 quand t tend vers + ∞ .

La fonction f est non intégrable et positive sur [ [+∞,0 . Donc, la suite des intégrales de f sur

une suite exhaustive de segments ( )
INn

n
dttf

∈



 ∫0 tend vers ∞+ .

( ) ( )∫∫ =
nn

dttfdttv
00

 d’après le III.C.1).

La fonction v est continue par morceaux et positive sur [ [+∞,0 . La suite des intégrales de v

sur une suite exhaustive de segments ( )
INn

n
dttv

∈



 ∫0
est non bornée, donc v n’est pas

intégrable sur [ [+∞,0 .

On applique le résultat de la question 2b) des préliminaires au couple 






− − v
e

u α

α
1

,  en

remarquant que v
e

u α

α
−−

≈
1

au voisinage de + ∞ et que v n’est pas intégrable sur [ [+∞,0  :

( ) ≈∫
x

dttu
0

( )∫ −−
x

dttv
e0 1 α

α
 quand x tend vers + ∞ , c’est-à-dire :

( ) ≈∫
x

dttf
0

( )∫ −−
x

dttv
e0 1 α

α
quand x tend vers + ∞ .

D’autre part, la série de terme général ( )nf est à termes tous positifs et

( ) ( )∫ −−−
≈

n

n
dttf

e
nf

11 α

α

Posons ( )∫ −−−
=

n

nn dttf
e

w
11 α

α
. La série de terme général nw est à termes tous positifs, ses

sommes partielles ne sont pas bornées, en effet :

( ) ( )∫∑ ∫ −
=

−− −
=

−
nn

k

k

k
dttf

e
dttf

e 0
1

1 11 αα

αα
 qui n’est pas bornée car f est non intégrable et positive

sur [ [+∞,0 .

Donc la série de terme général nw est divergente et par théorème de comparaison des séries à

termes positifs, la série de terme général ( )nf  est divergente.

Sa somme partielle de rang n est égal à ( )∫=
n

n dttuS
0

( )∫=
n

dttf
0

, qui d’après le résultat de la

question 2b) des préliminaires est équivalente à ( )∫ −−
n

dttv
e0 1 α

α ( )∫−−
=

n
dttf

e 01 α

α
.

III.D
On suppose 0=α . Un travail analogue à celui du III.B à partir de la conclusion du III.A :

[ ] ( ) ( ) ( )( )1      ,1  ,  que   tel,0 00 −<−−∈∀⇒>∈∀∈∃>∀ εε enfnftfnntnnINnINn
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fournit ( ) ( )nfdttf
n

n
≈∫ −1

 quand n tend vers + ∞ , c’est-à-dire uv ≈  au voisinage de + ∞ . On

peut reprendre le travail des questions III.C.2) et III.C.3) en remplaçant la constante

α

α
−− e1

par 1.

La série de terme général ( )nf est convergente si et seulement si f est intégrable sur [ [+∞,0

avec ( )∫
+∞

≈
nn dttfR en cas de convergence et ( )∫≈

n

n dttfS
0

en cas de divergence.

Partie IV

IV.A
Dans les calculs ci-dessous, j’utiliserai le fait  que les intégrales de f sur le segment [ ]1,0  ou
[ ]2,0 est négligeable devant une suite qui tend vers + ∞ .
IV.A.1)

La fonction 
t

t
1→ est de classe 1C  et strictement positive sur [ [+∞,1 . On la prolonge en une

fonction f, de classe 1C sur [ [+∞,0 et strictement positive.

,1≥∀t  
( )
( ) ttf

tf 1' −=  tend vers 0 quand t tend vers + ∞ .

La fonction f n’est pas intégrable sur [ [+∞,0 .
On applique le III.D.

La série harmonique diverge et n
t

dt

k

nn

k

ln
1 .

1.
1

=≈ ∫∑
=

IV.A.2)
La fonction tt ln→ est de classe 1C et strictement sur [ [+∞,2 . On la prolonge en une fonction

f, de classe 1C sur [ [+∞,0 et strictement positive.

,1≥∀t  
( )
( ) tttf

tf

ln

1' =  tend vers 0 quand t tend vers + ∞ .

La fonction f n’est pas intégrable sur [ [+∞,0 car elle tend vers + ∞  quand t tend vers + ∞ .
On applique le III.D.

La série de terme général nln  diverge et nntdtk
nn

k

lnlnln
2

1

≈≈ ∫∑
=

Calcul : [ ] 22ln2lnlnln 22
+−+−=−=∫ nnnttttdt nn

IV.A.3)
La fonction tt t ln2→ est de classe 1C et strictement positive sur [ [+∞,2 . On la prolonge en

une fonction f, de classe 1C sur [ [+∞,0 et strictement positive.
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,1≥∀t  
( )
( ) tttf

tf

ln

1
2ln

' +=  tend vers 2ln  quand t tend vers + ∞ .

La fonction f n’est pas intégrable sur [ [+∞,0 car elle tend vers + ∞  quand t tend vers + ∞ .
On applique le III.C.3)

La série de terme général nn ln2  diverge et ∫∑ ≈
=

n t
n

k

k tdtk
.

1.
1

ln22ln2ln2 .

Calcul : on intègre par parties ∫∫ −−=
n

t
n

n
t dt

t

n
tdt

22

2

2ln

1

2ln

2ln4ln2
ln2

On pose 
t

tg
t2

: →  et et on applique au couple ( )fg, le résultat de la question 2a) des

préliminaires. En effet, ( )fog = au voisinage de + ∞ , et f n’est pas intégrable sur [ [2,+∞  car

continue sur [ [2,+∞  et prépondérante sur tt ln→ qui n’est pas intégrable sur [ [2,+∞ . Donc




= ∫∫
n tn

t

tdtodt
t 22

ln2
2

au voisinage de + ∞ .

Si on ajoute à cela que 
2ln

ln2 nn

tend vers + ∞ quand n tend vers + ∞ , on peut en déduire que

≈∫
n t tdt
2

ln2
2ln

ln2 nn

quand n tend vers + ∞ .

Finalement, nk n
n

k

k ln2ln2 1

1

+

=
≈∑  quand n tend vers + ∞ .

IV.B

IV.B1)
On applique les résultats de la question préliminaire 1.b) aux fonctions f et g en escalier sur
[ [+∞,0 , définies par : 

[ [1,, +∈∀∈∀ nntINn ,  ( ) natf =  et ( ) nbtg = .

Ces fonctions sont équivalentes quand x tend vers + ∞ . f est intégrable sur [ [+∞,0 , car en
escalier, positive, et que la suite de ses intégrales sur une suite exhaustive de segments

( )
INn

n
dttf

∈



 ∫0 est bornée (par la somme de la série de terme général positif na ).

On en déduit que ( ) ≈∫
+∞

+1n
dttf ( )∫

+∞

+1n
dttg , autrement dit :

∑∑
+∞

+=

+∞

+=
≈

11 nk
k

nk
k ba  quand n tend vers + ∞ .

IV.B.2)
On applique les résultats de la question préliminaire 2.b) aux fonctions f et g en escalier sur
[ [+∞,0 , définies comme ci-dessus 

Ces fonctions sont équivalentes quand x tend vers + ∞ . f n’est pas intégrable sur [ [+∞,0 , car
en escalier, positive, et que la suite de ses intégrales sur une suite exhaustive de segments
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( )
INn

n
dttf

∈

+



 ∫
1

0
n’est pas bornée. En effet  ( ) ∑∫

=

+
=

n

k
k

n
adttf

0

1

0
, somme partielle d’une série

divergente à termes positifs, tend vers + ∞  quand n tend vers + ∞ .

On en déduit que ( ) ≈∫
+∞

+1n
dttf ( )∫

+∞

+1n
dttg , autrement dit :

∑∑
+∞

+=

+∞

+=
≈

11 nk
k

nk
k ba  quand n tend vers + ∞ .

IV.C

IV.C.1)On applique le résultat du IV.B.1) aux suites de terme général 
INn

n
n

a
∈






 −=

22

1
 et

INn

n
nn

b
∈












 −+= 1
1ln

1
, qui sont à termes négatifs à partir du rang 2, équivalentes.

Ces séries convergent. Donc ( ) ( )bRaR nn ≈ .

On note γ la somme de la série de terme général nb .

( )bRn
k

n

n

k

−=−∑
=

γln
1

1

Pour déterminer un équivalent simple de ( ) ( )bRaR nn ≈ , on utilise le résultat de la question

III.D. En effet la fonction 
2

1

t
t → est de classe 1C  et strictement positive sur [ [+∞,1 . On la

prolonge en une fonction f, de classe 1C sur [ [+∞,0 et strictement positive.

,1≥∀t  
( )
( ) ttf

tf 2' −=  tend vers 0 quand t tend vers + ∞ .

La fonction f est intégrable sur [ [+∞,0 .

La série de terme général 
2

1

n
converge et 

nt

dt

k n
nk

11
2

1
2

=≈ ∫∑
∞++∞

+=
.

Finalement






++=−∑

= n
o

n
n

k

n

k

1

2

1
ln

1

1

γ

IV.C.2)

On pose 




 −





 −+=

n
nbn

1
1ln

2

1
1 pour 2≥n  et 00 =b , 11 =b . Alors ( ) 








=

+
2

1

!
ln

n

n

n

n

en
bS .

On applique le résultat du IV.B.1) aux suites de terme général 
INn

n
n

a
∈






 −=

212

1
 et ( ) INnnb ∈ ,

qui sont à termes négatifs à partir d’un certain rang, équivalentes.

En effet 




+−=










+−−−





 −+=





 −





 −+=

22332

1

12

11

3

1

2

11

2

1
1

1
1ln

2

1
1

n
o

nn
o

nnn
n

n
nbn

Ces séries convergent. Donc ( ) ( )bRaR nn ≈ .

On note B la somme de la série de terme général nb .

( ) ( )bRBbS nn −= .
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On connaît un équivalent simple de ( ) ( )bRaR nn ≈ , car la série de terme général 
2

1

n
converge

et 
nt

dt

k n
nk

11
2

1
2

=≈ ∫∑
∞++∞

+=
.

 On en déduit ( ) 





=

+
2

1

!
ln

n

n

n

n

en
bS 





++=

n
o

n
B

1

12

1

Et en passant à l’exponentielle :





+

+
= n

o
nB

n

n

ee

n

en
1

12

1

2

1

!
, ce qui donne le résultat demandé en posant Be=δ et en faisant un

développement limité de l’exponentielle à l’ordre 1 au voisinage de 0.












++= −+

n
o

n
enn n

n 1

12

1
1! 2

1

δ

IV.C.3)
On connaît la valeur de δ grâce à la formule de Stirling : πδ 2= .

fin


