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Préliminaires
1) g éant intégrable sur [a,b] , I'est également sur tout intervalle [x,b[ , pour tout x Ofa,b] .

1.a) f et g &ant strictement positives, f =0(g) est équivalent &

Oe >0,08 O[a,b telqueCit Ofa,b], B<t<b O 0< f(t)<eglt).

Soit x O[a,bf . g éant intégrable sur [x,b[, f I'est également par théoréme de comparaison
desintégrales.

D’autre part, par croissance de I'intégrale, Ox O[a,b[, B<x<b O OsIbe < eJ’ng .

[t = o oF

1.b) g éant grictement positive, f = g quand x tend versb est équivalent a

Oe >0,0B80[a,bltelquelt Ofab], B<t<b O 0<|f(t)-g(t) < eg(t).

Soit x O[a,bf . g &ant intégrable sur [x,b[, f —g I est également par théoreme de
comparaison desintégrales et f est intégrable sur [x,b[ , ca f=(f-g)+g, somme de deux
fonctions intégrables sur [x,b] .

D’autre part, par linéarité d croissancede I'intégrale,

b b b b
Ox O[abf, Bsx<b O o<|[f —J’Xg‘:‘IX(f —g)seIXg.

J’be zjfg quand x tend versb

2) f et g éant continues par morceaix sur [a,b[ sont intégrables aur tout segment [a, x] avec

x O[a,b[ . Mais g étant strictement positive & non intégrable sur [a,b[, J’axg ~ +oo En

particulier, I Xg est strictement positive au voisinage de b.
a

2.a) On reprend la définition du 1a)
Oe >0,08 0[a,bf telquedt Ofa,b], B<t<b O 0< f(t)<eglt).

Soit x O[B,b[ . Par additivité de'intégrale, J’axf :J’:f +J’;f et , par croissncede
I'intégrale:

[0 0t Lf [ o [f
Ogd =l 4+ 4 I < ¢

[o f9 f9 [o [9 [9




f
Comme Ig tend vers + o quand x tend vers b, pour Bfixé, I tend vers O quand x tend
j g
versb et peut donc &rerenduinférieur a € pour X asezproche de b.
Finalement :

I f
Oe >0,000 Ofa,b[ telqueTt Ofa,bf, a <t <b 0 0<#£ —<2¢.
.o

a

[.f =o.oH

exemples
i) [a,b = [L+eo], f(t 7 g( )= % f est négligeable devant g quand x tend vers + oo .

f est intégrable sur [L+oo[ et g nel'est pas. (fonctions de Riemann)

i) [a,b] = [L+eo, f(t)= % ot) = % f est négligeable devant g quand x tend vers + o .
f et g ne sont pasintégrables aur [1,+o[ . (fonctions de Riemann)

2.b) f et g &ant équivalentes quand x tend vers b, et g éant non intégrable sur [a,b[, f n'est
pas intégrable sur [a,b[ par théoréme de comparaison desintégrales.

f = g quand x tend versb est équivalent a f - g =0(g). D’aprésle 2a), Iax(f —g):o%’:gg

et I:f zLXg quand x tend vers b|.

Remargue : on a des résultats analogues pour des fonctions définies sir ]a,b].

Partiel

I.A
I.A.2)

I s agit d appliquer le résultat dela question 2b) des préliminaires sur I'intervalle |0,1]
et
Arcsin(t)
sur 1o, 1] et g n'est pasintégrable sur 0,1]. Donc

aux fonctionsf et g définies par f (t) = et g(t)= % Ces fonctions ont continues

I J’———In quand x tend vers 0*
Arcsm




1.A.2)

e e e

X2 1 1
IX3 Arcsin(t) dt = IX3 Arcsin(t) dt _IXZ Arcsin(t)

t t

dt . Or, d’ apres la question précélente,

Ijﬁ'”@) dt = —In(x) + o(ln(x)) quand x tend vers 0" . Donc,
J’;zﬁt_n(t) dt=- In(x3) + o(ln(x3)) + In(xz) + o(ln(xz)) quand x tend vers 0*

x2 et

B W_n(t)dt = -3In(x) + o(3|n(x)) +2In(x) + o(2|n(x)) quand x tend vers 0*

et

Ixsmdt = =In(x) quandx tend vers 0

1.B.1)

Lesfonctions g:t — %et t — tsont declasse C* sur [2,+oo[. Uneintégration par
n
. X 2 X
parties donne: J’z Idt S + dt

o®) () 1n@) "k )
1 — et on applique au couple (f,g)le résultat de la question 2a) des

(in(t))
préliminaires.
f =0(g) au voisinage de + 0, et g n'est pasintégrable sur [2,+eo[ car continue sur [2,+c et
d  Ox dt O

@)~ me

tend vers + o quand x tend vers + o, on peut

Onpose f:t -

prépondérante sur t — %qui n'est pasintégrable sur [2,+o[ . Donc sz

X

In(x)

voisinage de + o0 . Si on gjoute a céaque

- x dt
endedwrequeI o X quand x tend vers + o,
21n(t) In(x)
1.B.2)
On montre par réaurrencesur n=0 :

x dt ~  k!x ~ k!2 x dt
H — = - N ——
( Rn) J; |n(t) ZO Ink+1(X) ZO Ink+1(2) + (n + ) J’z (In(t))n+2
(HR,) aéé démontré dans la question précédente.
Supposons (HRn)pour n= 0. Une intégration par parties donne
dt _ X dt

o _ 2 e G
R I v I T

Larelation (*) et lerésultat de la question 2a) des préliminaires appliqué au couple (f ,g)

1 1
(in(t)"™ (in(®))™

et (HR,,,) est vraie.

maintenant défini par f:t - permettent de conclure en utili sant

et gt -




les mémes arguments que dans la question précéente (f = o(g) au voisinagede + o , et g
n'est pasintégrable sur [2,+o] car continue sur [2,+oo[ et prépondérante sur t — % qui n'est
pas intégrable sur [2,+o ) que:
Ix dt =~ "___quand x tend vers + .
(i)™ ( n(x))
x dt X

Donc =

I ( )n+2 HI )n+1
En remarquant que tous les termes de la somme Z Inl"(*;l)

et conclure que

[l
0 quandxtend vers +oo .

tendent vers + o quand x tend

|
vers + oo, on peut négliger lasomme Z—I 5;122
= In

()

x dt . klx X

Z Ink+1 Elnn+1( )

I:II:I

1.C.1)

ey

et en mtegrant successivement deux fois par parties la premiére de ces deux intégrales :

e e*

ex Xet % et
[x=>1, =— +2- —-3e+6[ —dt-
X = 1t2+1d N N 3e 6I1 t4 dt L_(—)t2t2+1 dt
e e

_36 t+
NG x3 1t t? +1

Lerésultat de laquestion 2b) des préliminaires appliqué au couple (f ,g) defini sur [L+oo[par

t

_ 5e e' [bt* +6 .
ft _>t—4et g:t M= ra permet de conclure en remarquant que f = gau voisinage
de + o et que g N'est pasintégrable sur [L+oo[ ca continue sur [L+oo[ et prépondérante sur

t - %qui n'est pas intégrable sur [L+oo[ gque

X t 2+
= e_4 tz 6 t quand x tend vers + oo .
Lt Ot +1

- x 5€' o . .
Pour trouver un éguivalent de [ ——dt, onintégre encore un fois par parties :
€q t“

X t
% =5 —se+ 200 ot
t? X t




Lerésultat de laquestion 2a) des préliminaires appliqué au couple (f ,g) maintenant defini

t t
par f:t - f—5et g:t- te—4permettent de conclure en utilisant les mémes arguments que dans
la question précéente (f = o(g) au voisinage de + o , et g n’est pas intégrable sur [L+oo[ ca

continue sur [L+oo[ et prépondérante sur t — %qui N’ est pas intégrable sur [L+oo[ ) que:

t* x*

guand x tend vers + o .

] ) ) X { 2+ X
On obtient ainsi : J’lte_“Htt2+16 t=5€4
X

xe' [bt? +6 X
I_4 2 =0 3
1t t°+1

- e* .
D’autre part, la cnstante - 3eest négligeable devant —;- qui tend vers + o quand x tend vers
X

quand x tend vers + oo et par laaméme:

+ 00 .,
] X et ex ex X

: =—+2—+ .
Finalement J’1t2+1dt Z 25 O%E
1.C.2)
Langage Maple :
n:=10

series(exp(-x)* int(exp(t)/(t*t+1),t=1..x) ,x=infinity,n+1) ;

Partiell

In.A
1¥cas: a 20
On pose a'= max(@,1)
Le résultat de la question 2b) des préliminaires appliqué au couple (¢, g) défini sur
[a',+oo[par ot ];I—((tt))et g:t- %permet de conclure en remarquant que ¢ = gau
voisinage de + oo et que g N’ est pasintégrable sur [L+oo[ que
‘[lel—(t)dt =J’ngt quand x tend vers + oo, C'est-a-dire:
= £t) @'t
In(f (x))-In(f (@))= a(In(x)-In(a’)) quand x tend vers + 0, ou encore
In(f (x)) = aIn(x) quand x tend vers + o, car les constantes nt négligeables devant In(x).
2*™cas: a =0
On pose a'= max(@,1)




Le résultat de laquestion 2a) des préliminaires appliqué au couple (¢,g) défini sur
&', +oo[ par ¢ :t - ];—((tt))et g:t - %permet de conclure en remarquant que ¢ = o(g)au

voisinage de + oo et que g N’ est pasintégrable sur [L+oo[ que

in(f () = In(f (a) + ijf'_((tt))dt - o(in(x)

In(f (x))

In(x

Danstouslescas: tend vers a quand x tend vers + o .

I1.B

Etudeducessa <-1

Il.B.1)

De la question précéalente on déduit qu'il existe une fonction € telleque:
In(f (x))-In(x*) = £(x)In(x), avec lim &(x)=0

a+e(x)

ouencore f(x)=x"**®) On éait que £(x)tend vers 0 quand x tend vers + o :

_1_a —1+CY
<
2
Pour x> max(, A a), 0< f(x)<x?*. Par comparaison avecune fonction de Riemann
intégrable sur 1+, f, qui est continue, est intégrable sur [a,+oo| .
I1.B.2)
Le résultat de la question 1b) des préliminaires appliqué ai couple (f,g) défini sur

Pour & = >0, DA>0,telquedxO[a+o], x>A 0 a+e(x)<a+d = -1

[a,+oo[par g:t - w, f &ant la fonction donnég permet de conclure en remarquant

gque f = gauvoisinagede + o
quef est intégrable sur [a,+oo[ et donc g également
que pour x > max(, A a), 0< xf(x)< x?** et donc lim xf (x)existe e vaut 0,

f" f(t)dt = J’XﬂoWdt quand x tend vers + o , ¢ est-a-dire:

f“’f(t)dt MK quend x tend vers + o .
x a+1

IN.c

Etudeducasa > -1

Il.C.1)

Delaquestion |l .A, on déduit qu'il existe une fonction ¢ telle que:

In(f (x))-In(x*) = £(x)In(x), avec lim £(x)=0

a+e(x)

. On éait que £(x)tend vers 0 quand x tend vers + oo :
-1+a
>
2
Pour x > max(, A',a), 0< x* < f(x). Par comparaison avecune fonction de Riemann
non intégrable sur [1+o[, f, qui est continue, n'est pasintégrable sur [a,+oo[.

ou encore f(x)=x

a+1

Pour § ===>0, [A'> 0, telquelxOfa,+eo], x>A'D a +e(X)>a -5 = -1




11.C.2)
Le résultat de la question 2b) des préliminaires appliqué ai couple (f,g) défini sur

[a,+oo[par g:t - W, f éant la fonction donnée permet de conclure en remarquant
gue f = gauvoisinage de + o et quef n’est pas intégrable sur [a,+oo[ :

IX f (t)ot = IXMdt quend x tend vers + oo, C'est-a-dire :

a a g+l

Xf(x) _af_(a) quand x tend vers + oo .

L f(t)dt = i1 T ael

Or, pour x> max(l, A',a), 0< x*°* < xf(x) cequi implique que xf (x)tend vers + o quand
x tend vers + oo et est prépondérante sur la mnstante af (a).

xf (x)

J;X f(t)t = T4y duend xtend vers + .

11.C.3)

Lafonction f:t - 2+sin(t) est de dasse C* sur [0,+oo[, strictement positive.

|n|$]f()(3)) = In (2; im X) tend vers O quand x tend vers + o et O est bien strictement supérieur

a-1 Pourtant J’OX f(t)dt = Lx(z +sint)dt = 2x - cosx+1, qui N est pas équivalent a

. - + .
x(2 +sin x) guand x tend vers + o, car le rapport 2;(Jr(:—()s'_)(ln’apas de limite quand x tend
X+ Xsin x

vers + oo,

[1.D
11.D.1)
Classique : le changement de variable x — In(x) raméne al’ éude des fonctions de Riemann.

L’ application x — 5 est intégrable sur [2,+oo[si et seulement si 3 >1.

1
x(In(x))
11.D.2)

1

X' (Inx)?

f est de dass C'sur [2,+oo[et () = —QH%E, donc lim () existe @ vaut —y.

f (x) x=to f (x)

On applique les résultats des questions 1 1.B et [1.C alafonction f :x -

Si y>1,fest intégrable sur [2,+o, d'aprés|i.B.1).
Si y <1, fnest pasintégrable sur [2,+oo[, d’ apresi1.C.1).

.E

Lesfonctions f, : x - fournissent des exemples de fonctions de classe C*sur

x(In x)?
[2,+00, pour lesquelles lim XfITE(X))existe @ vaut -1. Certaines de cesfonctions ont

X - +00 f

intégrables (pour B >1), d autres ne le sont pas (pour B <1).




Partielll

[1.A

DuDIR*,m:—a +fl—(u) tend vers 0 quand x tend vers + oo,

h(u) fu)

Pour € >0,[A>0 telque OuOIR", u>A0 |-a+ ];((;J)) <g
Il existe donc n, = E(A)+ 201N, tel que
OnOIN, n>n, O OtO[n-1,n] et DuO|t,n] ‘h((u))q

En intégrant sur [t,n] dont Ialongueur est inférieure él

OnOIN, n>n, O OtO[n- Ln]

cequi donre: [In(h(n)) - In(h(t )|s £.

Si In(h(n))-In(h(t))< 0, on en déduit : In(h(t))< In(h(n))+ ¢
Et par croissancede I'exponentielle, h(t)< h(n)e®, donc h(t)-h(n)< h(n)e -1).
Si In(h(n))-In(h(t))> 0, on en déduit : In(h(t))= In(h(n))- ¢

Et par croissancede I’ exponentielle, h{t)= h(n)e™, donc h(n)-h(t)< h(n)a-e).
Or, 0<1-e“ =¢€e" (e£ —1)s e -1, cae>0.

On peut conclure :

OnOIN, n>n, O OtO[n-1n]  |h(t)-h(n) < h(n)es -1)

[11.B
On remarque f (t) =

(1) -h(n)+e" £ (n)

e’ (h
Ce qui donne I ( dt = e f (n I e dt + I €% (h(t)~ h(n))et

PwsI dt— +I e n))dt, car a 20.

Delaquestion precedente on peut déduire une majoration de ladifférence

‘Iﬂn.l f(t)et —1_; N f(n)( =, " e (ht) - h(n)kt| < J’nn_le"‘|h(t)— h(n)dt

oo, o0 | 021 <ol ) < v )

a a

Si on a pris ®in de choisir € detelle sorte que e* —1soit strictement inférieur aun
&' strictement positif quelconque, on en déduit :

J’n”_l f (t )t

1-e™
f
< 1)

Oe'>0,[h, OIN telqgue OnOIN,n>n, O -1<¢




Cest-a-dire J’:_l f(t)dt = 1-e f (n)| lorsque n tend vers +co .

[.c

111.C.1)
Les fonctions u et v sont des fonctions en escalier, constantes sur les intervalles [k -1 k] pour

KOIN , donc J’kk_lv(t)dt = J'kk.l f )t et J’kk_lu(t)dt = (k).

111.C.2)

Comme a # 0, on déduit delaquestion 111.B, que u(t) = ; 9 \(t) quand t tend vers +co .

Lafonction f est intégrable & positive sur [0,+oo[. Donc, la suite des intégrales de f sur une

suite exhaustive de segments %’On f(t)dt] est bornée

OIN

J'Onv(t)dt = L” f(t)dt dapreslelll.C.1).
Lafonction v est continue par morceaix et positive sur [0,+oo[ . Lasuite desintégralesde v

sur une suite exhaustive de segments %’: v(t)dt5 est bornée donc v est intégrable sur
CJIN
[0,+00[.
. , . e H.I a E
On applique le résultat de la question 1b) des préliminaires au couple b v[ en
-e

remarquant que u = vau voisinage de + o et que v est intégrable sur [0,+oo[ :

+00
X

J’Xmu(t)dt =
J’Xm f(tot = [ -

D’ autre part, la série de terme général f (n) est &termes tous positifs et
f(n)= e (t)at

In”_l f (t)dt . La série de terme général w, est & termes tous positifs, ses

v(t)dt quend x tend vers + o, C'est-a-dire::

— e_a

v(t)dt quand x tend vers + oo .

— e_a

a
Posons w, = I

— e_a
sommes partielles ont bornées, en effet :

o k I . . _ .
gl—e"’ [ f (t)t = o [ f(t)dt qui est bornée caf est intégrable ¢ positive sur

[0,+00[ .
Donc la série de terme général w, est convergente d par théoréme de cmparaison des sries
la série determe général f(n) est convergente.

atermes positifs,




+
X

Son reste relatif au rang nest égal A R, = J'n+°°u(t)dt = " £ (t)dt, qui 0’ aprés le résultat de la

. N - Lo _a e
question 1b) des préliminaires est équivalent & [ -— — v(t)dt = o) f ()t
111.C.3)

Comme a # 0, on déduit delaquestion 111.B, que u(t) = : a

v(t) quand t tend vers + ..

-a

Lafonction f est non intégrable @ positive sur [0,+oo[ . Donc, lasuite des intégrales de f sur

une suite exhaustive de segments %’On f (t)dt ﬁ tend vers +oo .

OIN

J'Onv(t)dt = L” f(t)dt dapreslelll.C.1).
Lafonction v est continue par morceaix et positive sur [0,+oo[ . Lasuite desintégralesde v

sur une suite exhaustive de segments %’;v(t)dt est non borneg donc v n'est pas
JIN
intégrable sur [0,+oo[.

9 vLen
1-e L

On applique le résultat de la question 2b) des préliminaires au couple EL

remarquant que u = vau voisinage de + oo et que v ' est pas intégrable sur [0,+oo] :

-a

a

J’Oxu(t)dt ~ Lxl_e—a

X X a
[ f ()t = hies v(t)dt quand x tend vers + oo .

v(t)dt quand x tend vers + oo, ¢ est-a-dire:

D’ autre part, la série de terme général f (n) est termes tous positifs et
a

)= [, f @t

a
Posons w, = I

- I” f(t)dt . Lasérie de terme général w, est atermes tous positifs, ses
—_ e n-—.
sommes partielles ne sont pas bornées, en effet :

o k I . . — .
gl—e"’ J’k_lf(t)dt = 1—e‘“.[o f(t)dt qui n’est pas bornée caf est non intégrable e positive

sur [0,+00[ :
Donc la série de terme général w, est divergente et par théoréme de mmparaison des sriesa
la série determe général f(n) est divergentd.

termes positifs,

Sasomme partiellederang n est égal & S, :J’Onu(t)dt :E f (t)dt, qui o' aprésle résultat dela

J;” f ()t

a
l1-e

a

—v(t)dt = T

question 2b) des préliminaires est équivalente a L”

[11.D
On suppose a = 0. Untravail analogue a @ui dulll.B apartir dela wnclusiondulll.A :

Oe >0,0h, OIN telque OnOIN, n>n, 0 OtO[n-1n]  [f{)- f(n) < f(n)le° -1)

10



fournit J’n_l f(t)dt = f (n) quand ntend vers + oo, ¢'est-&-dire v =u au voisinage de + o . On

peut reprendre le travail des questions111.C.2) et 111.C.3) en remplacant la mnstante
a

1-e™

par 1.

Lasérie determe général f(n)est convergente si et seulement si f est intégrable sur [0,+oo]

avec R, = [ " £ (t)dt en cas de onvergence ¢ S, = [ " £ (t)dt en cas de divergence

Partie |V

IV.A
Dans les calculs ci-desus, | utiliserai le fait que lesintégrales de f sur le segment [0,1] ou

[O,Z]est néegligeable devant une suite qui tend vers + oo .
IV.A.1)

Lafonctiont — Elest de dase C' e srictement positive sur [L+oo[. On la prolonge en une

fonction f, de dasse C'sur [0,+oo[et grictement positive.

f't)_ 1

Ot>1, m— Etendverso quand t tend vers + o,

Lafonction f n'est pasintégrable sur [0,+oo[.
On applique lell1.D.

La série harmonique diverge & Z% :J’:% =Inn

IV.A.2)
Lafonction t - Int est de dase C'et strictement sur [2,+oo[. On la prolonge en une fonction

f, de dasse C*sur [0,+oo[ et strictement positive.

Ot>1, f—(t) -1 tend vers O quand t tend vers + .
f(t) tint
Lafonction f n"est pas intégrable sur [0,+oo[car elletend vers + o quand t tend vers + oo .

On applique lel11.D.

Lasérie determe général Inn diverge Zln k zj’:lntdt =nlnn

Calcul : J’:Intdt:[tlnt—t]'z1 =nlnn-n+-2In2+2
IV.A.3)

Lafonctiont — 2'Intest de dassee C'et strictement positive sur [2,+oo[. On laprolonge en
une fonction f, de classe C*sur [0,+oo[et strictement positive.

11




Ot >1, f—(t): In 2+i tend vers In 2 quand t tend vers + oo .

f(t) tint
Lafonction f n"est pas intégrable sur [0,+oo[car elletend vers + o quand t tend vers + oo .
On applique lell11.C.3)

Lasérie determe général 2" Inn diverge d ;2k Ink = 2In 2J'1” 2 Intdt .

2"Inn-4In2 1 n2_t
In2 In2J2 t

Calcul : onintégre par parties J’: 2' Intdt =
t

Onpose g:t - ZT et et on applique ai couple (g, f)le résultat de la question 2a) des

préliminaires. En effet, g = o( f ) au voisinage de + o, et f n'est pasintégrable sur [2,+of car

continue sur [2,+eo et prépondérante sur t — Int qui n'est pasintégrable sur [2,+c] . Donc

n2' o .
J;Tdt—oﬁ’zZ Intthauvmsmagede +o0,

n

Si on gjoute a céaque 2 Inn

tend vers + oo quand n tend vers + o , on peut en déduire que

J’”z‘ ntdt = 21"
2 In2

guand n tend vers + oo,

Finalement, ZZ" Ink =2""Inn quand ntend vers + o .

IvV.B

IV.B1

On ap%lique les résultats de la question préliminaire 1.b) aux fonctionsf et g en escalier sur
[0,+00[ , définies par :

OnOIN,OtO[n,n+1], f(t)=a, e g(t)=b,.

Ces fonctions ont équivalentes quand x tend vers + o . f est intégrable sur [0,+oo[, ca en
escalier, positive, et que la suite de ses intégrales sur une suite exhaustive de segments

%’On f (t)dtﬁ est bornée(par la somme de la série de terme général positif a_).
CIN

On en déduit que I:: f(t)dt = J’::g(t)dt, autrement diit :

+o0o

+00
Zak = Zbk quand ntend vers + oo .
k=n+1 k=n+1

IV.B.2

On app)lique les résultats de la question préliminaire 2.b) aux fonctionsf et g en escalier sur
[0,+oo[ , définies comme ci-desaus

Ces fonctions ont équivalentes quand x tend vers + o . f n’est pas intégrable sur [0,+oo[ , ca
en escalier, positive, et que la suite de ses intégrales aur une suite exhaustive de segments
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ﬁ;n dtﬁ N’ est pas bornée En effet I dt = Zsak , somme partielle d’ une série
JIN

divergente atermes posmfs tend vers + o0 quand ntend vers + o .
On en déduit que I (t)dt = I gt)dt, autrement dit :

+0o +o0o

a = Zbk quand n tend vers + o .
k=n+1 k=n+1

IvV.C

IVV.C.1)On applique le résultat du 1V.B.1) aux suites de terme général Ean = —2—12% et
n- Lo

E)n -1 + Ingi— 1% , qui sont atermes négatifs a partir du rang 2, équivalentes.
n OIN

Ces Zries convergent. Donc R, (a)= R, (b).
On note y lasomme de la série de terme général b, .

Z%—In n=y-R,(b)

Pour déterminer un équivalent simplede R, (a)= R, (b), on utilise le résultat de la question
I11.D. En effet lafonction t — tizest declasse C* et strictement positive sur [L+oo[. Onla
prolonge en une fonction f, de classe C*sur [0,+oo[et strictement positive.

Ot >1, ff—((tt)) = f tend vers O quend t tend vers + o .

La fonction f est intégrable sur [0,+oo] .

. L, +00 +oo 1
Laserie de terme général izconvergeet izzj d—,::—.
n k=n+1 n t n
Finalement
L1 1
;——Inn:y+—+oBlE
=1 K 2n ([
1V.C.2)
1 1 nle"
On poseb, :1+H1——HnEL——E our n=z2 et b, =0, b, =1. Alors S,(b)=1In :
p -5 On3-—0p p =0, by (b) 7

On appligue le résultat du | V.B.1) aux suites de terme général Ean =- (bn )nD,N :

2n* Doy
qui sont atermes negatifs a partir d’un certain rang, équivalentes

Eneﬂ‘etbn:1+En—1HnEL—EH_1+En % H_%
O 20 0 n0O n 2n 3n

Ces Zries convergent. Donc R, (a)= R, (b)
On note B la somme de la série de terme général b, .

S.(b)=B-R,(b).

Es

12n C
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On connait un équivalent smplede R, (a)= R, (b), car la série de terme général iz converge
n

A e o1
On en déduit S, (b)= IHEWE_ B+ +O%E

Et en passant al’ exponentielle:

1 iR

nie" —voft

- :68612n On
n+=

n 2
développement limité de I’exponentielle al’ ordre 1 au voisinage de 0.

1
n=:an 2e‘”%+i+oﬁl%
12n n

1V.C.3)
On connait la valeur de d grace daformule de Stirling: & =27 .

", cequi donre le résultat demandé en posant & = e® et en faisant un

fin
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