CONCOURS Centrale-Supélec 2003 Filiére PSI
MATHEMATIQUES I

Partie I - Polynomes de Hilbert
k
LA.1) Pour tout k0040, 1, 2, ... .n}, T,(X)=(X+ 1) = ZC;X"
=0
LT, (X) ¥ (X?) T T

Hl . G G
1 2 .. C, .. CCLX
50 0 1 .. C> .. CjE
m,=0.. . . . o . L
Ep 00 .. Cf . cfEXk
0. 0

% 00 .. 0 .. C;EX”
B sii>] 0<i<n
M, est une matrice de M,..1(R), de terme général m;; = ECZ s§ii<j '0<j<n
1.A.2) M, est une matrice triangulaire supérieure, dont le déterminant vaut 1. Elle est donc inversible.
On peut aussi remarquer que l'application U, : P(X) — P(X — 1) est un endomorphisme de C,[X], tel que
UnOTn:T;,O Un:Id
T, est donc inversible, et admet pour inverse U,,.

M,, matrice de T, dans la base canonique de C,[X] est inversible, et admet pour inverse la matrice de U, dans
cette base.

k
Pour tout k140, 1,2, ... ,n}, Uy(X*)=(X—-1)= Z(—l)"" Ci X'
i=0

UD) U(X) U(X?)  Un(XY) U(X")
e e L A S G Vi ey =y
1 -2 .. (-D"'c, .. (-p7'CcCX
DO (D . ()T EX
M =0. ... .. . IZ
Ep 0 0 .. o .. (FDFCF Ex"
. .. . . 0 .. L.
Ep 0o 0 .. 0 cr EX”
D sii>j 0<i<n

Mn_1 a pour terme général m';; = %_1)/‘-!’ Clsi i< J 0< J
= : <n
1
LB.1) H(X) k.X(X— DX =2)...(X=k+1)  Donc deg(Hy) = k.

La famille (Ho, Hi, H>, ... , H,) formée de polynomes de degrés deux a deux distincts, est libre.
Elle est formée de n+1 vecteurs de C,[X], qui est un espace de dimension n+1. C'en est donc une base.



1
I.B.2) H(j) = ;j(j -1 —2)...(—i+])
e sij0{0,1,2,..,i—1}, H(j)=0
JG =D mit) ! _ci
i! iN(j —i)! /
JG=D..(j—i+]1)

i!

. sij 20, H(j) =

* sij <0, Hj) =

H) = D CDET D)+ D +i =D (D i+ e
il il(=j =1

—j+i-1
Dans les trois cas, Hi(j)[Z.
1.C.1) (Ho, H\, H, ... , H,) étant une base de C,[.X], tout polyndme P de C,[X] peut se décomposer sur cette base :

[ ao, ay, as, ..., a,)OC™, tel que P = Z a,H,

Pour tout k040, 1, 2, ... ,n}, P(k)= Z a H (k).
i=0

D'aprés 1.B.2), lorsque £(1{0, 1,2, ...,i — 1}, H(k)=0
et lorsque k=i, Hi(k)= C ,’{

k k k n
donc P(k)=Y a,H (k) =Y a,C, = am;, =% m,a, (miy=0sii>k)
; Z k Z k ; k
U
, 0 E’; %
P(k) = Z(tMn)k,iai = E}M"D : % ceci pour tout k{0, 1, 2, ... ,n}
i= 0 Eﬂ %
g
HOF Heo
Soit, matriciellement, DP( ) E ='M, Eﬂl

:
bof B

1.C.2) M, étant inversible, sa transposée l'est aussi. En inversant la relation précédente,

F HOF  FOF

L
30 C_ 4y PO PO

S O O

« Pourtouti0{0, 1,2, .n}, a= Y ML, PGY = 5 (M), )
Jj=0 j=0
= z (M) PO (M " est triangulaire supérieure)
a;= z (=1)"7C/P(j) dapres les relations I.A2)
=0
* Sii=ntl, I'égalité P= i a jH ; dans C,[X], peut étre vue comme une égalité dans C;[X] :
J=0

P= ZCZH avec dpi =dpr=...=a;=0.

Ceci est possible car les vecteurs de la base (Ho, H, H,, ... , H,) de C,[X] ne dépendent pas de », sont stables par



passage de n a n+1.
k
Dans C[X], la relation a; = Z (—l)k_'] C,‘! P()) qui vient d'étre établie, est valable pour £[1{0, 1, 2, ... , n+1,
70
n+2, ... ,i} et donc pour k =i,

ce qui donne Z (—l)i_j C,iiP(]') =a;=0.
YE
Donc, lorsque i = n+1, Z (=)™ C/P()) =o.
7=

I.C.3) » Il est clair que ¢) I a)
e Si 0i0{0, 1,2, ... ,n}, P()OZ, alors 0i0{0, 1,2, ... n}, a0Z, d'aprés les relations a; = Z(—l)"" C/P(j)
Jj=

Ceci montre que a) U b)
* On a vu que pour tout i de N et toutj de Z, H,(j)UZ. (cf1.B.2)

=l

Si pour tout i de {0, 1, 2, ... ,n}, a;0Z, la relation P(j) = Z a;H,(j) montre que pour tout j de Z, P(j)JZ.
De sorte que b) U ¢)

On a ainsi prouvé que les trois propositions a), b) et ¢) sont équivalentes.

En particulier, les implications a) [ b) et b) [I ¢) montrent que les polynémes P de C[X] pour lesquels
P(N) O Z sont les combinaisons linéaires a coefficients dans Z des polynomes de Hilbert et eux seulement.

[.D) ¢ On a vu en [.C.2) que si PLIC,[X], alors pour tout i = n+1, Z (—l)i_j CijP(j) =0.
=
Ceci montre que a) I b)
* Réciproquement, soit (u;),ox une suite complexe telle que Ui = n+1, Z (- C,-ju ; =0.
j:

11 existe un (unique) polynéme P de C,[X] tel que

P(0) =u,

POz e dinternolati

O (qui peut étre déterminé par exemple comme le polyndme d'interpolation de Lagrange)
B..

BP(n) = u,

Montrons par récurrence que pour tout kLN, u, = P(k).
C'est déja vérifié par construction de P(X) pour k=0, 1, 2, ... ,n.
Supposons que jusqu'a l'ordre k—1 = n, u; = P(j).

K
La relation z (D"’ Clu ; =0 permet d'exprimer le terme u en fonction des termes précédents :

Jj=0
-1
U=~ % (_l)k_j Ci!uj E
/=0

k
Mais, d'aprés 1.C.2) et l'appartenance de P & C,[X], la relation Z (=) C/ P(j) = 0 donne également
-

P(k)= - %2 (-7 ¢} P(j)E

et, puisque par hypothése de récurrence, u; = P(j) pour j=0, 1,2, ..., k-1, il s'ensuit que u; = P(k).
La propriété u; = P(j) est alors vérifiée jusqu'a l'ordre &, ce qui montre par récurrence que UALN, u; = P(k).
On a ainsi montré que b) [1 a)



Partie Il - Quelques proprietés des séries entieres

ILA. 1)J' f(rett)e—zptdt _ J’Za rnel(n P)t
—hn=

u, (1)

= la| 7

Mi[-m,m]

La série entiere ) a, z" est absolument convergente en tout point de son disque ouvert de convergence
Dr={zOC/ |z| <R} ; rappartient a ce disque puisque #[J] ||, R [. Donc } |a.| ¥ converge et la série de fonctions
> u, converge normalement sur [-TUTT].

De la convergence uniforme car normale de Y u, s'ensuit que IQZ u,(t) Bit Z a u, (t)dt E

' N T it —ipt _ n 4 i(n—p)t
c'est a dire I_nf(re Ye P'dt = ;%nr J'_ne th
ei(n—p)t |j7
T
or '[nel(n P)tdt — (n _p) E_”
7T si n=p

=0si n#p

Dans la série de droite ne reste que le terme obtenu pour z = p.

JT . .
Donc J' f(re")e™dt =a,r?.21 , ce qui est le résultat demandé.
=T

I1.A.2) Remarquons que, puisque 7] |w], R [, pour tout z de [-TLTT, | re”|=| 7| <| W]

. . . ., © re" it .
La fonction ¢ — re”— wne s'annule pas et est continue sur [-TLTY. L'intégrale I”—w f(re")dt estbien
Jre" —
définie.
1 s . it I %ﬁgf(ren‘)@t
— re"))dt = 4
27TJ' f (re")dt = o7 ) -Gy
re v, (1)

1

(le développement en série de |- @ étant possible car
7 el[
La somme de la série entiére z — f{z) est continue en tout point du disque ouvert de convergence Dg.
Quand ¢ décrit [-TUTT, re” décrit C, = {zOC / |z| = r} O Dg.
Par composition, la fonction ¢ — f{re”) est continue sur le segment [-TUTT). Elle y est donc bornée, et atteint son
maximum.

Ceci justifie l'existence de M(r) = SUP [fire")| = Max o Ve = Max ||

O -m,m] zlC,

w )
Er?gf(re ) < E7§Mf(r)

La série géométrique Y Hﬂ g M ,(r) converge puisque |w] <7 et la série de fonctions } v, converge
r

<1)

reit

DAOETT, (o) =

normalement et donc uniformément sur le segment [-TLTT).

AlorsI % (t)%i = Za’ % (t)th



D 1 g I’eit f(rezt)dt 1 d ’ ne—iptf(reit)dt
onc — |\ ———— = —
2 "—-w 27sz:0 r’ 2,

I1.B.1) voir la question précédente

. dees . . 17 re" it
11.B.2) De I'égalité I1.A.2) on tire la majoration [{w)| < —— [|———f(re")
2rrdlre” —w

17 r
(2] jﬂ WM (r)dt

| re"— WP = (re"— w)(re™—w)=r?—r (We™ + we") + W (we™ + we") est réel et
we™ + we" < [we™ + we| < || + [w] =2|w| donc - r(we™ + we") = —2r|w)|
dou |re"—wf=r?-2rw| + |of = (r — |w])>

1 1
et finalement ‘ it _ (4)( = _|w|
re r
1 n
alors, 6] 27_[I |w|M p(rydt _ |0J|M (0

fOl‘lCthl’l constante
I1.B.3) Soit p un entier naturel quelconque.
f*, comme produit de deux séries entiéres de rayon de convergence = R, est aussi une série entiére de rayon = R.

Par récurrence immédiate, il en est de méme de /7. Ainsi, fPUER.
Par ailleurs, soit z)JC, tel que [f(zo)| = MAr) = l\z/g‘g‘ f2)|

020G, [f(z)| < [fizo)| etdonc JAZ)|” < [fizo)|” = (M)

doa Max |m)| < (My(r)” clestadire M, (r) < (M)

zOC,

,
En appliquant le résultat I1.B.2) a la série entiére 7 , on obtient [/7(w)| < m M /7 () et donc

KOE | ; L (m, )

/p
o L r
Ces réels sont tous positifs, en prenant la racine p*™, [f(w)| < Ema M, (r)

Or pour tout réel a>0, 1}qu£ 47 =1

En passant a la limite dans 1'inégalité précédente lorsque p — +oo, on obtient donc |f(w)| < M(r)

I1.C.1) Puisque |w)] < R, la série Y .50 a, " converge. Il en est de méme de la série Y 514 @, "7

do
—-1-7 _]_
zanwn o rn ’ Z|a |

n=j+1 n=j+1 n=j+1 n=j+l1

n=l=j

I1.C.2) OJON, |b)= <

(la série Y a,z" converge absolument si |z| <R, et ici, » <R)

z" le reste d'ordre m de la série convergente ¥ |a,|z"

Notons R,.(z) =

n=m+1

On sait que mh}}‘} R.(2)=0

1
Ainsi, JON, |b|< —7R(r) oulona jllmR(r) 0



1 1
Ce qui montre que b;=o0 @VW E lorsque j — 4o (et a fortiori que b; = O %7 E)

I1.C.3)  Soit zOC tel que |z| <R.
Soit alors 7' tel que |z| <r'<R et |a) <7’

. B 1 E . . z/ z
d'apres I11.C.2), b;=0 Sai b lorsquej — +ooetdonc | b;Z[|=0F 7E=0q,
r

La série Y b; Z converge pour tout complexe z tel que |z] < R . Son rayon de convergence est donc = R.

* Oz0Ds, , (z - Wg@)= ). bz - @y bz
Jj=0 Jj=0

do

. -1~
par ailleurs, b; = Z a,0" =gt a0 ta W
n=j+1

J

'

<1

E, série cvgente car

do

ij = Z ana)" 7= aj+o + aj+3 w+w? Ajra w*+ donc bj = Ct)bj+1 + Aj+1
n=j+2

d'ou (z— wglz) = Z(C(i)jﬂ +aj+])zj+1 _w‘z bjz.i
J=0 j=0

(- wg@=w) bz ~wy bzl + a2 == wh+fi2) - a
7 7=0 =

or b= Zanw”‘1 et who=Aw) - ao

n=l

etdonc (z— w)g(z) =Az) - Aw)

I1.D.1) Soit Q, la proposition : si fL1E; s'annule en p points distincts z), zo, ... , 2, de Br - {0}, alors il existe FLUER
P P
telle que : Uz[Dg , F(2) I_I (z —Z_,-) =fl2) I_l (7’2 - ij)
J= J=

* Pour p = 1, soit fL1E s'annulant en z, UE, - {0} ; larelation I1.C.3) (z — wg(z) = f(z) — A w) est valable pour
tout et pour tout z de Dg, en particulier en prenant z; pour w :

il existe gi[1ER telle que (z — z1)g1(z) = fz) — fz1) = A=)

alors (z = z)gi(z)(r* — z,2) =f=2)(r* — z,2)

en posant F(z) = gi(z)(r* — z,z), qui est bien une série entiére en z de rayon =R car g,[JEz ,on a :
OzODx, (z — z)Fi(2) = f2)(r* - Z,2)
La relation Q, est ainsi démontrée.

* Supposons la proposition Q, vérifiée, et soit f{1E s'annulant en p+1 points distincts zy, z,, ... , z,11 de Br - {0}.

fs'annulant déja en p points distincts zi, z,, ... , z, de Er - {0}, par hypothése de récurrence, il existe F,[JER
telle que :

000k, Fi2) [|(2=2)) = A [] ¢ = Z,2)
j=1 J=1

p
P
-z, 2 _ =
alors Fl(Zp+1)1|:| (Zpu =2;) = ‘f(zpﬂ)l_l (*"=Z2;2,1)  donc Fi(z,n)=0.
=1
20 =
Alors, d'apres Qy, il existe GUER telle que  0z0Dk, (z = 2,:1)G(z) = Fi(2)(r? = Z 41 2)

En multipliant la relation de récurrence par (#* = Z ., z) et compte tenu de 'égalité qui précéde, on obtient :
ptl

p
UzODr, (z = 2p1)G(2) rl (z— Zj) =fz) rl r* - ij) , ce qui montre Q,:; puisque F>(z) = (z — z,11)G(z) est
77! J=1



une série entiére de rayon = R.

4 2= _ 2
rt=r (zjz+zjz)+‘zjz‘

11.D.2) Soit zOCk - {z},

-z, | F—zz-Zztzz
Jj zz ZjZ ZjZ Zij

compte tenu de ce que |z| = r,

L rt=r’(z.z+z E)+r2‘z ‘2
r ZjZ B j j j o,
z=z; r —ZAZ—ZAZ'F‘ZA‘
- J J J
2 —
. re—z;z
Ainsi =r
z-z,;

I1.D.3) » Lorsque zOCk - { z1, 22, ... , 2, }, F(z2) = |_| H z-z, Ef(z)

module = r?

Par continuité de F, félcp IF| = _{SZuIZ) ) |F(z)]. 1l en va de méme pour f.

(cette ¢galité n'est pas vraie pour le Max, . Mlaz)fz ] |F(z)| pouvant ne pas étre défini)

Donc MF(F):zucR-{SzlllE IF@I= o ] Sup LRl = M)

21522

* 11.B.3) appliquée a F en w= 0 donne : |F(O)| < Mi(r)=r? M(r)

14
et d'apres IL.D1), F(0) |'| (=z,;) =f0) r¥
j:

2p
r
»
donc [f{0)] 2 | © r M) doiil vientque M) []2,] 2 110y~
|_| j j=1
j=l
I.D.4) * Si f{0) =/(0) = ... = f*(0), alors ap = a; = ... = ar.1 = 0.

Dans ce cas fz) =z" [ax + ar z + @k 27+ o+ @y 27+ ]
Posons G(z) = Z Ay Z 7 desorte que f(z) = z* G(z)
=0
Pourz#0,/(z)=0 = G(z)=0. G etfontdonc les mémes zéros sur Er - {0}.
En appliquant I.D.3) 4 G, Mq(r) ﬁ 2, 2160
=

e OzODg, [z)| = |2|* |G(2)| etdonc M(r)=r* Mq(r)
* G(0) = a = YOk

En reportant ces deux derniéres relations dans la premiére,
(k)
ce qui donne bien M /() |_| ‘ ‘ ‘f © )‘ s
k!
o f‘”( ) . oo
ILE) Si f# 0, LEON, a; Z0 (sinon, fiz) = >0z" = 0)

Soit k= min{ i[ON, a; ¢O} (fD=arz*+...)
* Soit pUN, quelconque. Posons z; = 1,2z, =2, ..., z, = p, et prenons » = p (on a bien z,[] Br -{0})



d'apres 11.D.4), [M(p)| p! 2 ou a est indépendant de p.

(k) 0 p+k
mplﬁk donc |M(p)|= ap
k! p

alors, en utilisant la formule de Stirling pour p!,

M . (p) p+k - p ep B?H k=1/2
‘ v ‘ cp. TN 7 pw \/_pcm (carc<e)

—do quand p —de

Ceci est incompatible avec I'hypothése M/(r) = O(c") c'est a dire que M estborné qd p — +oo
Donc f'=0. ‘
Partie Ill - Theoreme de Polya
n!
HLA.1) F, = XX =1)(X-n) admet une décomposition de la forme
Fn=A—°+ A + A, A A

+..+ —Z
X X-1 Xx-2 X-n GX-j
n!
G =1).2.1.12...(j=1=n)j - n)

En multipliant par (X — /) et en spécialisant X par j, on obtient : A, =

n!
D (= )
1 n= ]C/
Ainsi, F, = Z( )
i nl f(re") dt i nlre” f(re") dt

II.A.2 4 , = , ‘ :
) :[T(re” =1)...(re" —n) 2w Ire” (re” —1)...(re” -n) 21T

A= - (=)

B n (- 1)" ’C’ i nmj re”f(re”) dt
= L%Z e’ f(re Z( 1) C _n "~ o
Or, d'aprés 11-A-2), J'rdf—(rejl) 2dItT =f0)

; " n! f(re") dt &
onc, . : — =
_In(re” =D...(re" —=n)2m £

D" CIf()

II1.A.3) pour tout r, tout & et tout ¢,
|re"= kP = (re"—k)(re™—k)y = r*—=rk(e™+e&")+k* = r*=2krcos(t) +k* = r*=2kr+k* = (r—ky

1 1
donc |re"—k| = |r—k| et ‘ ‘ |’, k|

i n! f(re") d
_J,.T(rei’ =1)...(re" —n) 2m|

d'aprés la question qui précede,

2&U”Qﬂﬁ=

j:

T ety fae m Ao ar
j;( DTETWD S_J.nl(re”—l)...(re”—n)|27T_:[T‘re —1‘ ..... ‘re —n‘ 21
o oM (r)  dt
I|r 1| ..... |r n| 27T

et, puisque » > n, pour tout k=1,2,...n, |r—k|=(—k)

ZGW”@ﬂﬂ



n |
et ) < o M, ()
j; n - _n](l" - 1) ..... (I" - I’l) 27T (r _ 1) ''''' (r _ n)
fonction constante
IT1.B.1) Soit n[IN* et appliquons III.A.3)a r=2n+1
" M . (2n+1 M. (2n+1
= 2n.2n —1)....(n +1) (2n)!

22n+1
d'aprés 1'hypothése b) M(2n+1) = o Eﬁ E
2n+1

en utilisant la formule de Stirling, n! O +/27m @ H , on obtient :
Ce O

2m.n2n eZn 22n+1 E

S (=1 C £(k)| =

2CVma )‘ OE e (2n)"\am 2 +1
- n—k vk _ L _ _
3 v et <ok 2R ol o

autrement dit, nlird? ‘g (-D"*C ,]f f (k)‘ =0

Or chaque f{k) est entier par I'nypothése a) (AN) [ Z), donc pour tout 7, § (-D)"*CEf k) EDZ.
=)

Une suite (v,) d'éléments de Z, de limite nulle, est nécessairement nulle a partir d'un certain rang.
(Pour € =Y, [hoON, On = n, | v, | <% donc v, =0)

n

Donc CheON, O = n, z (=D)"*CE f(k) =o0.

1I1.B.2) d'apres 1.D), il existe un polynome P de C[X] (de degré < no) tel que LJjUN, f{j) = P(j)
Considérons la fonction g =f— P ; elle est nulle sur N.

27’
M(r) < M(r) + Mp(r) =0(2") puisque M[(r) =0 ET E =0(2") et Mp(r)=o0(2")
r
(P polyndme a une croissance a l'infini inférieure a toute fonction exponentielle)

d'apres IL.E), il s'ensuit que g =0
Donc f'= P et f est une fonction polynomiale.
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