Concours Commun Polytechnique

Epreuve de Mathématiques 1 option MP

A propos de I’hypothése ” de classe C! par morceaux” du théoréme de convergence normale
d’une série de Fourier..

Partie I . Résultats préliminaires

I.1.a Le théoréme de Dirichlet énonce que si la fonction f est de classe C' par morceaux, et
continue par morceaux, alors la suite (S,(f)),en converge simplement sur R vers la fonction
PPN Cls Cal

I.1.b Si’on suppose la convergence uniforme sur R, alors f est continue sur R. Réciproquement
si f est continue sur R alors d’aprés le théoréme de convergence normale rappelé dans 1’énoncé,
la convergence vers f est bien uniforme puisque la convergence normale entraine la convergence
uniforme.

1.2 La fonction ¢ : x — /x siz € [0, 7], paire et 27 périodique admet le graphe suivant:

 est continue sur R puisque lim+ o(x) = lim+ p(r) = lim @(x) = ¢(7) . dérivable sur

R — 77 , mais n’est pas de classe C'! par morceaux sur R, car lim ¢/(z) = +oo0.
z—0t

I.3.a La suite u,, — [ converge vers 0, donc en posant Vn € N, v, =1,0na

0 < |up, — 1| = o(vy)

D’apres le théoréme de sommation des relations de comparaison pour les séries a termes
positifs , puisque > v,, est une série divergente, on obtient:

> luk =1 = o(n+1)
k=0

Or > 7 o l(ux — 1) <> r_o |ur — 1| . On en déduit le résultat demandg.
1.3.b En reformulant le résultat précédent a 1’aide des limites :
> kolux — 1) D o W

lim &= =) g = Jim (

) —1



L4 Soit f : R — C une fonction continue et 27 périodique telle que la suite des sommes par-
tielles .S,,(f) converge simplement sur R. Cela signifie que pour z fixé dans R, lim S, (f)(x)

existe dans C : notons L(z) cette limite.

S
D’aprés la question 1.3.b, pour tout réel z, lim k=0 j(lf)@) = L(x).
n—oo n

ZZZO Sk(f)

D’autre part, d’aprés le théoréme de Fejer, les sommes de Fejerderangn : 0,(f) = -1
n
convergent uniformément, donc simplement, sur R, vers la fonction f.

Par unicité de la limite , on en déduit que Vz € R, L(z) = f(x).
L.5 Soit u,, une suite de réels positifs convergente vers 0. Posons pour tout entier 7,
d,, = sup(ug, k > n)

— La suite (u,,)nen est bornée. Ceci entraine 1’existence de d,, pour tout entier naturel n
— Par définition , Vn € N, u,, < d,

—VneN,VE>n+1,u, <d,
Donc
dpi1 =sup(ug, k >n+1) <d,
la suite (d,,)nen est donc décroissante.

— Soit € > 0. Il existe un rang N tel que pour k£ > 0 < ug < €. On en déduit alors
dy =sup(ug, k > N) < e, puispourn > N,0<d, <dy <e
la suite (d,, ),en est donc convergente vers 0.
Partie II. Un exemple de Série de Fourier divergente (en un point)
IL6 Vz € [0,7],Vn € N, f,(z) = =5 sin [(2"3 + 1)%] .Ona sup |fu(z)| < 5, donc la série
z€[0,7]

N,
<

de fonctions ) | ., f, converge normalent sur [0, 7].
I1.7.a Soient p, k deux entiers.

T 2 1 1 [" 2 1 2 1
Ly = / cos(pt) sin( k; t)dt = —/ [sin(pt + k;— t) + sin(—pt + k; t)]dt
0 0

2

/ _—l[cos(pt+L2+1t) cos(—pt+%t)]w_1[ L 1 |

PR gkl prk+d T 2ptk+l T prk+l
11.7.b

q q k+q
1 1 1 1

ok ;””“ ;2(p+k)+1 2(—p+k)+1 (j;qzjﬂ) 2%k + 1
On posera ¢ = 5
si0 <qg<k,k—q=>0doncT,, estla somme de termes tous positifs
si0<k<gq,

1 q—k 1 k+q+1 q—k 1 1 k+q+1 1
T, r= —_— — = >0
ok 2k+1+21—2j+‘ 2j — 1 Ck+Z(1—2j+2j—1)+,Z 95 —1°
j=1 j=1 j=1 Jj=q—k+1

1

: i =N : N
IL7.cOnsaitque Y, 3 ~noo In(n), etquelasérie Y, o 57 diverge donc " o 575 ~noo

Zé:vzl ﬁ ~n—oo %ln(N)



I1.7.d Puisque ¢ —,_o0 O et Z ] 0 ﬁ — 00, On peut écrire

Tos — . e = In(k
bk C’“+Zzg+1 e Z2L7+1 oo 5 (k)

IL8 a,(f) =L [7 f(t)cos(pt)dt = 2 [ 5, -1 fa(t) cos(pt)dt
la série de fonctlons > st fnlt )cos(pt) est normalement convergente sur [0, 77| on peut donc
permuter intégrale et série:

2 ~1 [ [.s .t 2 1
= ; ﬁ/o sin [(2 + 1)51 cos(pt)dt = — Z EIPQHL

n>1
11.9
- wlf) %=

Sops—1(f)(2) —i— Z ay, cos( 02 + Z Z 2 o ) cos(nt)

donc
ao 2 X1
Szp3—1(f)(0):_ ; Z_g n,2a3-1 — Z Z n,24°—
n=0 q= 1 n=

(la permutation des ) _ est autorisée puisque n varie dans un ensemble fll’ll)

ao(f) 2~ 1 ao(f) | 2
521037 (f)(O) - = 9 + ; qz; q T2p3*1 2431 > — 9 + 7]_])21—12;0371 op3—1

on a isolé le terme d’indice p de la série S 12T 31 503_1, les autres sont tous positifs
q= 1 2P ,24 )

On en déduit donc puisque

21 3_ 21 3 p3 111(2)
ﬂ__pszle,Qle ~p—oo _21 (2p 1) ~p—oo _21 <2p ) = ng

que lim S,,5_,(f)(0) = 4o0. Il existe donc une suite extraite de la suite (S, (f)(0))nen qui
p—oo

diverge , ce qui entraine la divergence de cette suite.
Partie III Fonction a variation bornée. Théoréme de Jordan
II1.10 La fonction f définie par f(0) = 0 et f(x) = wcos(3%) si T # 0 est continue sur R*,

et ilil(l) f(z) = f(0), elle est donc continue en 0. Posons x; = m pour 1 < k < n, et

To=0,2p4 =1

On a

S i) = @)l = 3 |z cos(rln — 1)) = gty cos(mn — i + 1) + | flwn)| + 1f (za)]
=0 i=1

n—1

1 n—i 1 n—i+1 1 1

- Z ST N s LA R
1 1 1 1 1 1 1
= 5((1+§)+<§+§)+““+<T1+ >+1+E)

Finalement si I’on note o la subdivision (4 )o<k<ni1, V (0, f) = > iy T

On en déduit que la fonction f n’est pas a variation bornée puisqu’il n’existe aucune constante
M qui majore toutes les sommes ) " | + : en effet hm Yo T =400

i=17
ITI.11 Exemple généraux
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II1.11.a Si la fonction f est monotone sur [a, b] alors pour toute subdivision o de [a, b],

Vo, £) =+ flain) -~ 1) = |F0) ~ fa)

V (o, f) est constante, donc bornée. Donc V' ([a, b], f) = |f(b) — f(a)|
IIL.11.b Si f = g+ h ou g et h sont a variations bornées , alors
V(a,f) <V(a,9) +V(a,h) =|g(b) = g(a)| + |h(b) — h(a)]

d’ou

V(la,bl, g +h) < |g(b) = g(a)| + [1(b) — h(a)]
IIL11.c Si f est continue et de classe C'! par morceaux sur [a, b], notons (a;)o<i<, une subdi-
vision de [a, ] telle que f soit C! sur chacun des intervalles [a;, a;11]. Soit o = (z;)o<i<n, une
subdivision de [a,b]. Notons o1 = (y;)o<j<n la subdivision obtenue en intercalant les points
a; dans la subdivision o. On obtient immédiatement V (o, f) < V(oy, f) grace a I’inégalité
triangulaire.

Notons M; = sup |f'(z)] et M = [ nax M;. On applique I’inégalité des accroissements
z€[a;,a;+1] SUSp—
finis sur chacun des intervalles de la subdivision o4

Viow £) = 3 1) = Sl < 3 Mlgra = u5) = MO - a)

Donc f est bien a variations bornée.
IT1.12 Considérons une subdivision de [a, c],0 = (x;)o<i<, €t une subdivision de [c, b],0’ =

(Y7)o<j<n
(z;) U (y;) est alors une subdivision de [a, b] donc
n—1 N-1
D (i) = F)l+ D 1) = Fu)l < V([ b], ) (1)
i=0 Jj=0
;€0 y; €0’

done Vo, f) < V([a,b], f) et V(o', f) < V([a, 0], f)
Par définition f est donc a variation bornée sur [a, ] et sur [c, b].
On en déduit en passant au sup sur o, puis sur ¢’ dans (1) que

V(la, e, )+ V(le,0], f) < V([a, b], f)

I11.13.a
In|N Tk | In|N Tk
3 / (F(t) - Fla)e ™t <3 / () = flaw)de
k=1 k=1

orsit € [zy_1,xx], on peut écrire | f(t) — f(zx)| < V([xg_1,t], f) < V([2p_1, %], f)
donc

/ () — Flae)| dt < Vi(f)(@x — 251)

II1.13.b
AN | UL Ny |
Z / f(:l?k)e_mtdt = Zf(xk) / e~ it g — Zf@:k)E(e_mxk — eminer-1)
h=1 k=1 k=1
Tk—1 Tp_1

on peut donc effectuer une réindexation ( transformation d’Abel)
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In|N Tk ' 1 |n|N 1 ' [n|N—1 .
Z / f(zp)e™™adt| = - Zf(xk)%eﬂmk— Z f(@pqr)e” "
k=1 k=1 k=0
1 [n|N—1
= —| D (flww) = flaen))e ™ + f(2m)e ™" = f(0)
k=1
or fest 27 périodique donc
[n|N Tk |n|N 1 1 In|N—1 1
S [ fae et < 37 17w = S| < 5 32 1) = S| < V0,241
k=1
I11.13.¢ On en déduit que , pour la subdivision o considérée
1 21 - 1 In|N Tp -
LDl = | [ e dt\ — = Z ™ e
In|N |n|N
— —int —int
el = 37 (> / Y [ ploear
-1 k=1 k—1
nlV PNy |
alf) < 5o / Fnl+ >0 [ fae
k 1Y %k-1 k=1 Y Tk-1
|n|N 1
len(N)] < _ka xk_1)+mv([0,2ﬂ],f)
\nIN
1 27 1
n < = Vi —V 072 )
o)l < 5 SR + gV (0.25.0)
Vo2, f) 1 ‘
< b
(N € TR gV (027, ) @apris 12

Cette inégalité est vraie pour toute valeur de I’entier V. On peut passer a la limite pour N — oo
on obtient alors

len(F) < 5~ | | V([0, 2], f)
Il.14.a Posons X = k(S,, — L) — (n+ k)(0nik—1 — L) + n(oy—1 — L)

n+k—1 ln—l
(3 5) o o)
p=

X = k(Sa—L)— (n+k)

n+k—1 n+k—1 n+k—1
X = k;S—ZS+ZS_kS—ZS > (Sn—S,)
p=n
X = un+1+(un+2—|—un+1)—|— ............ —|—(un+k_1—|—...—l—un+1)

HL14.b |k(S, — L)| = |X + (n+ k) (0pss1 — L) — n(on_y — L)|



d’apres la question 14a

P A N 2A n +(k—l)A_Ak(k—l)
“n+2 n+2 7 n+2 0 2n+2)
Donc puisque la suite d,, est décroissante
Ak(k —1) Ak(k —1)
L) < ——— etk 1 < ————=+ 2n+ k)d,,—
|k(S, — L)| < EE) +(n+k)dpigp—1 +ndy_y 2 19) + (2n+k)dp—
soit Ak — 1) 5
— n
— L) <——=+(—+1)d,_
|(:Sy, )|_2(n+2)+(k:+ )Ydn—1

II1.14.c On suppose que (k — 1)? < 4n?d, ; < k?
d’ou \/d,_1 < % donc

2n
dnfl(? + 1) <dp_1++dn
D’autre part

A(k’ — ].) ATL\/ dn—l
2(n +2) S 2 SV
En regroupant on obtient |(S,, — L)| < dn,_1 + (1 + A)\/dn—1
On en déduit que la suite S,, converge vers L puisque la suite d,, converge vers 0.
ITI.15 Soit alors f une fonction continue sur R a valeurs dans C, 27 périodique et a variation
bornée sur [0, 27]. On a d’aprés 13: |e,(f)| < 5757V ([0, 27), f)
Pour tout réel z ona S, (f) = ao(f)/2 + > _; ar(f) cos(kx) + b (f) sin(kx)
posons ug = ag(f)/2 et pour tout entier k : uj, = ax(f) cos(kzx) + b (f) sin(kx)

On a [ug| < |ax(f)] + [bx(f)] < 2(|cx(f)| + |c-x(f)]) pour k > 1

donc, puisque f est a variation bornée, pour tout k > 1, |ug| < ﬁV([O7 2r], f) < k_f\fl avec
M = %V([O, 27, f). Posons M’ = |ag(f)/2| ;on a alors
max (M, M')
Vk € N < v
€N ] < == +1

On sait d’aprés le théoréme de Fejer que la suite de fonctions o, (f) converge uniformément

vers la fonction f. La suite 0, (f)(x) converge donc vers f(z) et les hypothéses de la question

14 sont réalisées.

D’autre part d’aprés la question 5 il est effectivement possible de construire une suite d,, décrois-

sante qui majore |0, (f)(z) — f(x)| puisque cette suite converge vers 0.

On peut méme faire mieux puisque v, = sup |o,(f)(x) — f(z)| — 0, on peut choisir v,, <
z€[0,27]

d,, et donc d,, indépendante de x

On en déduit que

[Sn(f)(2) = f(@)] < dny + (1 + max(M, M"))\/dn
ceci traduit que la suite de fonctions S, (f) converge uniformément sur R vers la fonction f.
16 la fonction ¢ de la question 2 peut s’écrire sur [0, 2] comme somme d’une fonction crois-
—X= 4+ p(x) siz € [0,

YT iz €], 27

sante et d’une fonction décroissante: ¢ = ¢, + ¢, avec p, () = {
2

ﬁ .
et py(z) = NN ur G 0,7]
—¥E + ¢(x) siz €], 27

donc d’apres 11.b ¢ est a variation bornée sur [—, 7| donc on peut appliquer le résultat de 15
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—a+ p(x)siz €0, 7]

B siz €|m, 2| ct

( Rem : pour trouver ¢, et ,, on a posé¢ a priori ¢, (z) = {

asiz e [0,7]
py(T) = { —0B+ ¢(x) six €]m,27]
continuesen 7 : § = —a + /7)

17 Toute fonction lipchitzienne sur [0, 27| de rapport k est a varaiation bornée et V ([0, 2], f) <
2mk en revenant a la définition de la variation totale d’une fonction . Elle vérifie donc les
hypotheses de 15

puis ajusté « et § pour que ces deux fonctions soient



