EPREUVE OPTIONNELLE de MATHEMATIQUES
CORRIGE

a) classique
b) FO :O’Fl :1, F2 :1, F3 :2,F4 :3’F5 :5’___

a) Immédiat sin>2 Fns1=Fn+Fn-1et Fn-1>0 (N-1>1)

b) Les suites geométriques vérifiant la relation (U,,, = U, + Un) sont les suites
n n
J5 +1 ~J5+1
A et | M7
neN neN

o _ L [(1+B) ] 1 [(1-4BY
c) Ontrouve 'n — \/g 2 \/g 2

1-+/5
2

<1

d) Immédiat car

5-1

e) la fonction génératrice est donc définie pour ‘X‘ <

et un calcul de série géométrique donne :




3.a) Lesdiviseursde @ =1 etO0 sontévidemment les diviseurs de aet PGCD (a,O) =a,

b)Si & =Dbq + I, toutdiviseur de aet b divise b et rcar r =a—bq, etinversement,
tout diviseur de b et I divise aet b cara=bq+r.

ponc D(a,b)=D(b,r) et PGCD (a,b)=PGCD (b,r).

¢) En particulier, PGCD (Fk+2’ Fk+1) = PGCD (ka Fk)
car B, =R+ Fy.

Par récurrence, on a donc PGCD (F,,,, F, )= PGCD (F,, F, ), et comme
F,=1 F,=0, ce PGCD vaut1.

Deux nombres de Fibonacci consécutifs sont donc premiers entre eux.
4. comme F, =1, F,=2:|F,=2F,+0

Comme F;, =2, F, =3

F,=F,+F, (0<F,<F,)

IF; =2F, +0

De méme, on Vvérifie : ‘Flz =F,+F, (0<F,<F,)
‘Fll = FlO + Fg (0< Fg < Flo)

5 DO D5 O DO O

F,=F,+F, (0<F,<F,)
IF;=2F,+0

En fait, pour N > 2 Iécriture F,., = F,,; + F, estladivision euclidienne de F,,,

par

I:n+1 car |:n < I:n+1 .

Pour F,., et F, .., I"algorithme d’Euclide s’effectue donc en N divisions.

5. a) La propriété établie PGCD (a, b)= PGCD (b, C{) pour a = bg + r montre que :
PGCD (a,b)= PGCD(a,,a,)= PGCD(a,,a,)=5



5 =PGCD Qnir Gng2 | = A
=0

Le PGCD est bien le dernier reste non nul.

b) Onag; =21 (sinon 0, =0 et @, =a,, alorsqu’ona &, <@, =b<a,

De méme, tous les 0; sont >1.

Par ailleurs,
a'n+2 = O = |:O
A, 21=F

Puis a'n = qn+1 an+1 + an+2 2 an+1 + an+2

>F, +F,=F,

De méme, A > Fn+2_k par récurrence immédiate.

c) Sil’algorithme d’Euclide s’effectue en N + 1 divisions, on a donc :

n+1 -

D’apreés 2° (encadrement de Fn ), onadonc:

1 ((5+1)

>
n+l — \/g 2
d) Comme b<10p0na:10"2b+1>b+i52 1 [\/g;lj

b>F -1

&

En passant au logarithme :



2

pIn 10 >n In [\/§+1j|n 5

Etonentire N 2 (p In 10 + In \/g) /|n (£2+1J

et N+1>5p+2,

5. C’est classique. Par exemple, avec O<b<a a départ.

I = andnold b;
Tantque D # O, faire a:=b;
b:=r;

Sortir A ;



