Corrigé de Mines-Ponts 2007 PC Premiére épreuve

I.

sin nx .
est continue sur R.

[l 1- e Pour tout n € N*, 'application f, : z ——

1 .
e Pour tout n € N*, f,, est bornée et [|fy[|c < —. Puisque a > 1, d’apres I'exemple de Riemann, la série
n

Z % converge. Par théoréme de majoration pour des séries & termes réels > 0, la série Z || frlloo
n=1 n=1
converge, donc la série d’applications Z fn converge normalement sur R.

n>1

D’apres un théoréeme du Cours (convergence normale et continuité pour une série d’applications), on
conclut :

’ S, est continue sur R

0 2- e Puisque u €] —1;1[,ona: vVt €]0;+oc[, e’ —u>1—u>0, donc J est continue sur ]0; +oc].

1
eEn0: J(t) L 1—257*1 > 0. D’apres I'exemple de Riemann en 0, application t — 771 est
= —u

intégrable sur ]0;1] si et seulement si v > 0. Par théoréme d’équivalence pour des fonctions & valeurs
réelles > 0, il en résulte que J est intégrable sur ]0;1] si et seulement si y > 0.

tr+
e En 4oo: t?J(t) =

— 0, par prépondérance de I’exponentielle sur les puissances.
et —y t — +oo

v+1 1
On a donc, pour t assez grand : 0 < — <1, dout 0K J(t) < ok D’apres 'exemple de Riemann
et —u
en +00 (2 > 1) et le théoreme de majoration pour des fonctions & valeurs réelles > 0, on déduit que J

est intégrable sur [1;4o00[, pour tout v € R.

Finalement :

’ J est intégrable sur ]0; 4+o00[ si et seulement si : v > 0. ‘

0O 3- On a, pour tout ¢t € [0;+oo[, par sommation géométrique et puisque |ue '] < |u| < 1, donc
—t
ue "#£1:

N —Nt) N+1e—Ntta—1

B u = (ue NN u u(l—uNe 1 u
RN(t’w_(etfu_ue 1—ue-t )ta _(et—u_ et —u )ta N

et —u

O 4- 1ére méthode :
e Pour tout N € N*, Ry(-,u) est continue par morceaux sur |0; +oo[.

e La suite (Ry (-, u))

NeN+
donc uNtle Nt —, 0.
Noo

converge simplement vers 'application nulle sur ]0; 4o00[, car |u| < 1 et t >0,

e L’application nulle est continue par morceaux (car continue) sur ]0; +o0].

‘u|N+1e7NttO¢71 tozfl

e D’apres 2- : Vit e]0; 4o, |RN(t,u)’ = Y < N J(t),

et J est intégrable sur |0; +oo[ d’apres 2-, avec « & la place de 7.

D’apres le théoreme de convergence dominée, on conclut que, pour tout N € N* Ry (-, u) est intégrable

+oo
sur ]0; +oo[ et que : / Ry (t,u)dt — 0.
0 oo



2éme méthode :
e Soit N € N*.

* L’application Ry (-,u) est continue sur ]0;4oc[, d’aprés sa définition en 2-; ou d’apres expression
obtenue en 3-.

uNJrl

* En 0 : Ry(t,u) R 17150‘*1 >0, donc, d’apres 'exemple de Riemann en 0 et le théoréme
— —u

d’équivalence pour des fonctions & valeurs réelles > 0, Ry (-, u) est intégrable & la borne 0.

uN+1 e —Nttoz-‘rl

* En 400 : t*Ry(t,u) =

borne +oo.

, — 0, donc, comme en 3-, Ry(-,u) est intégrable & la
e —u t — +o0o

Ainsi, Ry (-, u) est intégrable sur ]0; +o0l.

|U‘N+1 —Ntta 1 |U‘N+1
e On a, pour tout N € N* : Ry(t,u < e ~Ntpa—l
’p t b
et —u 1—u
donc :
+oo +oco |U‘N+1 +oo
‘/ RN(t,u)dt‘ </ |Ry (t,u)|dt < 7/ e Nl gy
0 0 I—u Jo
N+1 +oo a—1( N+1 1
= lut / (§) ¥ - Wlf yal(@) = 0,
s=Nt] 1—u J, N N 1—u N Noo

car |u| <1 (et a > 0).

On conclut :

+oo
/ Ry(t,u)dt — 0
0 Noo

O 5- e Le résultat de 2-, avec « & la place de v, prouve que, pour tout « €]0;4o0[, Papplication
utafl

t— est intégrable sur |0 ; 400l

et —
e On a, en utilisant le développement en série entiere géométrique et la définition de Ry (¢, u), pour tout
t€]0;+ool :

Uta71 Uta71 e —t 71 N-1
o= o = e N (ue ™)™ + Ry (tu).
n=0

Les applications en question étant toutes intégrables sur ]0; +ool, on a :

/+oo ute—1 +oo L NE:l +0o ( )
dt:/ utv e~ ( )dt+ R (t, u) dt
0 et —u 0 0

n=0
et :
400 N-—-1 N-1 400
/ wt® le _t( (ue_t)n) dt = untt / e ~(ntDtpa—1 gy
0 n=0 n=0 0
N-1 too a—1
o S [T )
=1 0
+o0 N-1 n+1 N
u u
:</ ) B (@3> 5
0 =0 (’I’L+ ) [n<—n+1 ot



On a donc :
“+oo

+o0 uta—l N u™
/ dt =) T(a)— + Ry (t, u)dt.
0 1 n 0

et —u

+oo n
Comme / Ry (t,u)dt — 0, il en résulte que la série Z F(a)u— converge. De plus, comme
0 Noo n«

n>1
n

u
(o) # 0 (car I'(«) > 0), la série Z e converge, et on déduit, en faisant tendre l'entier /N vers 'infini :
n>=1

+oo tafl oo n
Vae]O;—i—oo[,/ L at=T)y L

t @
e u n
0 n=1

O 6- Soit € R — 27Z. 1l existe alors X €]0;2n] et k € Z tels que x = X + 2k7.

On applique (2) & u = e X (résultat admis dans 1’énoncé) :

) 400 o1 too e inX
elX / dt =T'(«) Z .
0

el —u ne
n=1
Comme :
—+oo : —+oo +oo .
e inX cosnX . sinnX
no - ne +1 Z ne ?
n=1 n=1 n=1
on a donc :

+oo eiXtafl +oo eiXtafl +oo eiXtafl(et_ efiX)
F(OZ)SQ(.T):IIH(/O mdt)z/o Im(m)dt:\/o Im((et—elX)(et—e_IX))dt

/+OOI ( e iXta—l et —ta—1 ) & /+oo sin Xto—1 & sin X /+O<> to—1 &
= m = == .
0 e?* —2cosXet+1 0 et —2cos X + et 2 Jo cht—cosX

Finalement, comme I'(a) # 0 (car I'(«) > 0), et que x = X [27] :

5. )_iosinnx_ sinx /+°° to—1 dt
o\ _n:1 ne  2T(a) ), cht—cosz

O 7- Soit M €]0; +o0].
On a, par utilisation d’une série géométrique :
M -1 M —1 M +oo M +00 L q—1
t* 1 @ 1 u \" 1 Ty
dt = - dt= A — (—) dt:/ —( 7) dt,
/0 cht —u /0 chtq_ Y /o chtz cht o cht Z (cht)n

ch n=0 n=0




tocflun
e Pour tout n € N, 'application g, : t — W est intégrable sur |0; M|, car > 0.
c

e La série d’applications Z gn converge simplement sur ]0; M].
n>=0

a—1

e La somme de cette série d’applications, qui est I’application ¢t — A est continue par morceaux
cht —u
(car continue) sur ]0; M].

e On a, pour tout N € N :

M M to(—lun
In| = ‘
f; = )
Comme |u| < 1, la série géométrique g |u|™ converge. Par théoréme de majoration pour des séries a
n=0

M
M ufm MO
dtg/ el dt = Juf | _ [ul"M?
0 alo @

termes réels > 0, la série E / |gn| converge.
n>=0

D’apres un théoreme du Cours (convergence normale et intégration sur un intervalle quelconque), on

ta—l
déduit que l'application t — P a— est intégrable sur |0; M] (ce que 'on pouvait aussi voir directe-
ment), que la série Z / gn converge, et que l'on peut permuter intégrale et série, d’ou le résultat

n=0
voulu :

M o1 too
dt = dt
/0 cht—u Z/ cht (cht)ntt

(] 8- Notons, pour tout n € N :

ta—l

M
10 - _ n__ v
By )0 +00] — R, M>—>hn(M)—/0 v T dt.

“+o0 tafl tafl
e Pour tout n € Nyona: h,(M — u"————dt car lapplication ¢t — u"———

M) e /0 (cht)nt1 pp (cht)n 1
est intégrable sur |0; +oco[, comme plus haut.

e On a, pour tout n € N et toutME]0;+oo[:

M a1 M tafl
Ay R =t
(c 0

(cht)ntl cht)n+l
+oo ta—l “+oo ta—l
< lul /o (cht)ntl ™" = [ul / cht

Il en résulte que, pour tout n € N, h,, est bornée et que :

ol < fu* [ B

Comme |u| < 1, la série géométrique Z |u|™ converge, done, par théoréeme de majoration pour des
n=0
séries a termes réels > 0, la série Z [|hnl|loo converge, donc la série d’applications Z h, converge
n=0 n=0
normalement sur ]0; +oo.



D’aprés un théoréme du Cours (convergence normale et limite), on peut permuter limite et série, d’ot :

toc—l

+oo M a-1 too +oo

li n — n

M in—i-oo Z u / (Ch t)n+1 dt Z u / (Cht)n+1 dt
n=0 0 n=0 0

Il en résulte d’apres 7- :

+oo ta—l +oo “+oo ta—l
dt = " ————dt
/0 cht —u ngou /0 (cht)ntt

O 9- Soit € R — 7Z. On applique 7- & u = cosz (on a bien u €] —1;1]) :

+oo tafl too +oo totfl
—dt = cos" x —dt.
J X ]

cht —cosx
n=0

Puis, en utilisant 6- :

Sa(z) = 751115(: /+°° e dt = sz +§ (/+°° 7#)‘_1 dt) cos" x = S Jia cos" x
T 2T(a) )y cht—cosz 2T(a) o (cht)rtt S 2T(a) &= .

n=0

On conclut, avec les notations de I’énoncé :

Ve eR—7Z, Su(x)= 2F(Oé)G@(cosarJ)

I1I.

0 10- Soit € > 0 fixé. Comme B(s) = as* (14 o(1)), il existe § > 0 tel que :

Vs €l0;0], |B(s)— as)‘*1| <eas™ ™t

On a alors, pour tout s €]0;4] et tout n € N* :

|B(s)e ™" — as* ! e " =|B(s) - as)‘_1| e " Leas™ e S,

puis, les fonctions intervenant étant intégrables sur ]0; 4] :

5 5 5
‘ / (B(s)e ™™ —as* e ) ds‘ < / |B(s)e ™™ — as* e ™| ds < / cas® e ™ ds
0 0 0
no

) no
t\A1 dt ca
:sa/ sle™™ds = 6a/ (7> et — == A letdt
0 [t=ns] 0 n n n= Jo
—+oo
ca N1 —t ca

On conclut :

s
Ve>0, 36 >0, Vn e N, ‘/ (B(s)e_”5 —as)‘_le_"s) ds‘ < €%F(/\)
0




0O 11- Soit 6 > 0 fixé. On a, pour tout n € N—{0,1} :

+oo +o0
[ Bee e s < [ [Bloe ™ - e s
J 5

+oo

+oo
:/ }B(S)efsfasAflefﬂ e—(r—1s 45 < (/ |B(s)e*57CL5Aflefs|ds)e*(n—l)é7
4 4

+oo
d’out le résultat demandé, en notant C(J) :/ |B(s)e ™ — as’\*le*ﬂ ds et en remarquant que
5

A—le

lapplication s — B(s)e ~® —as ~*% est bien intégrable sur [4; +o00l.

O 12- Soit € > 0 fixé. D’apres 10-, il existe § > 0 tel que :
d a
Vn 2 1, ‘/ (B(S)e_nS — aSA_l e—ns) ds‘ g E—F()\)
O n
Puis, 0 étant ainsi fixé, d’apres 11-, on a, pour tout n > 2 :
“+o0
‘/ (B(S)e—ns_as)\—le—ns) ds‘ SC((S)Q_(TL_U(S.
1)

On a donc, pour tout n > 2 :

+oo +oo +oo
‘/ B(s)e_"sds—/ as’\_le_"sds‘ = ’/ (B(s) —as’\_l)e_”sds‘
0 0 0

1) 400 g +o0
:‘/0 +/5 )g’/o ‘+’/5 )QE%I‘()\)—&—C(é)e_("_l)‘S.

1
Par prépondérance classique : e~ (=1 — 4 (—)\),
noo \ 1N,
a
donc, pour n assez grand : |C(6) e*(”*1)5| < 57?\1“()\).

Il en résulte, pour n assez grand :

+oo +oo a
’/ B(s)e ™ ds —/ as*lems ds‘ = —T(AN)o(1).
0 0

Enfin :

+oo +oo - too

t\ -1 dt
[ e reas = [T () e = [ et Kooy
0 [t=ns] 0 n n n 0 n

On conclut :

+oo
A B(S)einsds:a%(]ﬁk 0 (1))

[0 13- On a, par le changement de variable v = cht, de classe C! et bijectif de ]0; +oo[ sur |1; +oc[, donc
qui conserve l'intégrabilité :

dv dv

v=cht, t=Argchv=1In(v++vv2—-1), dv=shtdt, c1t:®:271
02 —

)

9

an = /*“’ et /+°°<ln<v+m>>“ v
" T 1

——d
cht)ntt pntl 02 — 1



puis, par le changement de variable s = Inv, de classe C! et bijectif de ]1;+4o0[ sur ]0;+o0|, donc qui
conserve l'intégrabilité :

s=Inv, v=-e? dv=e®ds,

/+oo (1n(es+4/e2s_1))“_1 esds 400 (ln(es—i— /ezs_l))a_l
an = - =
o e(n-{-l)s \/ﬁ 0 e2s _ 1

e ™ ds.

J 14- On a, au voisinage de 07 :
e*+ve2 —1=(1+s+0(s)) +/2s+0(s) =1+ V25 + o(v/3),
ln(es—|—\/ezs—l)zm(l-l-\/%—i—O(\/g))=\/%+0(\/§) ~  V2s

s — 0t

et :

Ver —1=/(1+2510(s) - 1= V2ol ~ s,

S *)0
d’ou : 1
1 s 28—1 oa— a—1
B(s) = (In(e® + \/87)) N @ = (v2s)272,
e2s 1 s — 0t \/%

On conclut :

B(s) ~ (V2)*~?

s — 0t

O 15- L’application B de 14- satisfait les conditions (4) et (5) (et la continuité) car :

eEnO: B(s) ~ . (V2s)* 2 =22715571 >0 et % — 1> —1, donc, par 'exemple de Riemann
s — 0

en 0 et le théoreme d’équivalence pour des fonctions & valeurs réelles > 0, B est intégrable sur |0;1].

e En +00:

Bls) = (el - e )] (e’ +o(M)] " [s+In(2+0(1)]"" ot

Ve 1 Ve 1 Ve2s —1 s 4oo @5

donc, comme en 1-, B est intégrable sur [1;+oo].

+oo
On peut remarquer : ag = / B(s)ds.
0

eEnOf,onavu: B(s) ~ 25715571 donc B(s) = as* (14 0(1)), en notant a = 2271 > 0 et

s — 0t
e
A=—=>0.
5 >
D’apres 12-, on a donc :
+ r(s
_ > —ns o F()‘) F()‘) _ %1 (5)
an—/o B(s)e ds-a?(l—i-o(l)) o =22 et

d’ou : o
apn? ~ 25_1F(—),

noo 2

et finalement :

apn? — 2%’11“(%)

noo 2
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