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1. Définition de 1’exposant de Hoélder ponctuel

1a

Soit s € [0, 1]. L’ensemble I'*(xq) est inclus dans C et contient la fonction nulle sur [0, 1].
Soient (f,g) € I'*(x0)? et A € R alors f + Ag est continue sur [0, 1] comme combinaison linéaire de fonctions continues sur
[0,1]. De plus, grace a l'inégalité triangulaire, on a

v € 0.1]\ {zo}, I(f + Ag)(ﬁc)_—i:j Ag)wo)| |f(|:;)—_i)(|f0)| N Ig(ﬁc)_—xgo(lfgo)l
donc
Va € [0,1]\ {0}, U+Ag)(g_gf 2a)(@oll te[o,sf]l{){xo}f(ltt)—;;(?()” + A|te[o,sff{){zo}|g(ft)—:fcfli()”
[(f +Ag)(@) — (f + Ag)(xo)|

Par conséquent, ’ensemble

| B , € [0,1]\ {xo}} est majoré et non vide. Sa borne supérieure
Tr — X

est donc finie i.e. Af + g € I'*(z¢). Ainsi, I'*(z¢) est un sous-espace vectoriel de C.
Soient (s1,52) € [0,1]? tel que 51 < s et f € I'*2(x) alors

|/ (x) — f(=o)| _ f(z) — f(fo)

|z — xo|™ |z — @]

S2—81

Ve € [0,1]\ {=o}, | |z — o]

Comme sy — s1 > 0, la fonction z +— |x — x|* ! est majorée par 1 sur le segment [0, 1]. Par suite,

(@) = flxo)| _ £ () = f(xo)|

Vrel0,1 o}, < ;
0,11 {zo} |z — 2] tef01]\{zo} |t — x|

1f() = f(@o)|

| o x € [0,1]\ {xo}} est majoré et non vide. Sa borne supérieure est donc finie
T — X0

ie. f €T (xp), ce qui montre 'inclusion I'*2(zg) C TSt ().

Par conséquent, I’ensemble

Par définition, I'%(zg) C C. Réciproquement, soit f € C alors la fonction x — f(z) — f(x¢) est continue sur le segment
|f(z) — f(z0)|

z—zof x €[0,1]\ {zo} p est majoré et non vide,
— To

[0,1] donc bornée sur le segment [0, 1]. Par suite, I’ensemble {

ce qui montre que f € I'%(z). D’ot, I'(zg) = C.

1b
Soit f € C dérivable en zq alors

Vo € [O, 1] \ {xo}’ |f($) — f(x0)| _ |f(.I‘) - f(560)| Ix _ x0|1—s

‘ll?*l‘0|s |II?—£C()|

Comme 1 — s > 0, la fonction z — |z — mo\lfs est majorée par 1 sur le segment [0, 1]. La fonction f étant dérivable en x
la fonction taux d’accroissement en xy définie par

oo+ [0,1]\ {zo} = R
f(z) — f(zo)

r — X

T —

est continue sur [0,1]\ {zo} et prolongeable par continuité en zy. Elle est donc bornée sur [0, 1]. Par suite,

— t) —
Vo €[0,1]\ {zo}, |f(z) f(*fO)' < |f(t) — f(@o)l
|z — 2o tel01\{zo} It — ol
. ; |f(x) = f(zo)| . . " :
Par conséquent, I’ensemble | o x €10,1]\ {zo} p est majoré et non vide. Sa borne supérieure est donc finie
r — X9

ce qui montre f € I'*(zg).
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1.c
Soit zo €]0,1[. La fonction f : [0,1] — R, = — |z — x| appartient & C et n’est pas dérivable en zy. De plus, soit

s € [0,1] alors
1f(z) = f(xo)|

=z - <1
|z — xo]

Vo € 0,1\ {z0},

donc f € T'¥(z). Il existe donc des fonctions continues sur [0, 1] non dérivables en zy mais appartenant a I'*(z() pour tout
s€0,1].

2
Soit z € [0,1] \ {1/2} et s €[0,1], on a

|P(|x) p/(1/2) = 2 D) |o— 12
r—1/2|%

Pour tout s € [0,1/2], la fonction z — /22 + 1) |x — 1/2|"/27% est continue sur le segment [0, 1] donc bornée sur [0, 1].
Par conséquent, pour tout s € [0,1/2], f € I'*(x¢). De plus, pour tout s €]1/2, 1], lir? . V22z+1) |z - 1/2|1/273 = +4o00.
rz—1/2

lp(z) —p(1/2)|

L’ensemble { =12

, e [0,1]\ {1/2}} n’est donc pas majoré i.e. p & I'*(1/2). Finalement, «,(1/2) = 1/2.

3a
Soit (h, k') € [0,1]% tel que h < K’ alors
{If () = fWI, (2,9) € 0,1 + |z —y| < h} c {[f(@) = f()], (z,y) €[0,1]* : |[x —y| < h'}
donc wy(h) < wy(h') ce qui prouve la croissance de wy sur [0, 1].
Soit € > 0. Comme f est continue sur le segment [0, 1], f est uniformément continue sur [0,1] d’aprés le théoréme de
Heine. Il existe donc n > 0 tel que
V(z,y) € (0,1 [x —y| <n = [f(x) - fly)| <e
Ainsi, pour tout réel h € [0,1] tel que |h| <7, on a 0 < ws(h) <e. Comme wy;(0) =0, on a donc prouvé que
Ve >0,3n>0: Yhe(0,1], |h|<n = 0<wi(h) —ws(0) <e

ce qui prouve la continuité de wy en 0.

3.b
Soit (h,h') € [0,1]% tel que h < K et (z,y) € [0,1]2 tel que |z —y| < A'.
Si | — y| < h alors
[f (@) = f(W)] < wp(h) <wp(B) Swp(h) +wp(h = h)
Si | — y| > h alors, par symeétrie, on peut supposer que z < y et on a
[f(@) = fW)] < [f(@) = fl@+ )|+ [f(z+h) = f(y)|
Orlz+h—yl=y—(z+h)=|z—y|l—h<h —hdonc |f(x) — f(y)| ws(h)+wsr(h' —h).
D’o,
V(z,y) € 0,12 |z —y| <h' = |f(2) = fy)| < wr(h) +ws(h' —h)
ce qui prouve que
wr(W') <wgs(h) +ws(h' = h)

3.c
Soit (h,h') € [0,1]%. Si h < I/ alors la croissance de wy et la question précédente donnent

wr(h) S wp(h') Swg(h) +wp(h' = h)
donc
lwp (W) = wr (W) < wy (Jh— W])
Par symétrie des roles joués par h et h’, on en déduit que
V(h,h') € [0,1]%,  |ws(h') = wp(h)| < wy (Jh— 1))
Soit hg € [0, 1] alors
Vh e [0,1], |ws(h) —ws(ho)| < wy ([ = hol)
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Comme wy est continue en 0 et vaut 0 en 0, on en déduit que wy est continue en hg puis que wy est continue sur [0, 1].

4.a
Par définition, f € C. Soit s € [0, 1] et zo € [0, 1] alors

|f(x) — f(x0)] < Yt (|2 — x0l)

v —x0|”  — |z —x0/°

[f(z) = flzo)|

|z — xo|®

Vo € [0,1]\ {xo},
h
Donc si la fonction h +— wa(s) est bornée sur [0, 1] alors I’ensemble { , e [0,1]\ {xo}} est majoré et non

vide, ce qui implique que f € I'*(z).

4.b
Soit xg €]0, 1] alors ¢ est dérivable en zy. D’aprés la question 1.b, on en déduit que ¢ € I'*(xg) pour tout s € [0,1]
puis que ag(zo) = 1.
Soit s € [0,1]
—q(0 _
v\ oy, 1O < pope oy
x
donc ¢ € I'*(0) puis o,y (0) = 1.
Soit n € N* alors

1 LY_ 1, 1 dngd
Non) " N\on+1) " 20 " 2041 200+ 1)

1 1 -1
2n 2n+1  2n(2n+1)

1 dn +1
D >
one W (2n(2n + 1))

~ 2n(2n+1) puis
1 dn+1
2n2n—|—1 2n2n+1) dn+1
\/271 2n +1)
2n(2n +1) 2n(2n +1)
Comme An 1
lim ——— =0 et lim —— #0
n—+oo 2n(2n +1) n—+oo \ /2n(2n 4 1)
h
on en déduit que la fonction h +— wj(fh) ne tend pas vers zéro en zéro. La réciproque de la question précédente est donc
fausse.
2. Le systéme de Schauder
5.a
Soit j € N et k € T;+1. Pour tout entier &', on a
. . ) . k k+1
k27771 (k+ 12777 C K277, (K +1)277] = {2, ;} (K, k' +1]
k—1 k
= ke|l—,=
=

Par conséquent, 'unique entier &’ tel que [k27771, (kK + 1)27797Y C [K'279, (K’ + 1)277] est k/2 si k est pair et (k —1)/2
si k est impair. Dans tous les cas, il existe un unique entier k' tel que [k277~1 (k + 1)27971] c [K'277, (K + 1)277]. 1l
appartient & 7; et est donné par k' = E(k/2).
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5.b
Soit j € N, k € T; et £ € Tj41. D’aprés la question précédente, (27971 € [E(£/2)277, ([E(¢/2) + 1)277]. Ainsi,
) 0 si E(l/2)#k
0 (€27771) = N )7&
’ 1—-[4—-2E(¢/2) — 1] sinon
0 sil#2k+1
N { 1 sinon
5.c

Soit (j,k) € Z. Par définition, la fonction 6, j, est continue sur [0, k277 [U]k277, (k + 1)277[U](k + 1)277,1].
Comme 1 — 27715277 — 2k — 1| =1 — |27F}(k + 1)277 — 2k — 1| = 0, la fonction 6, est continue sur [0, 1].
Soit n > j et £ € T, alors, en utilisant le résultat précédent, il existe un unique entier ¢’ tel que

(27", (¢ +1)27"] C [277 71 (¢ + D277 C [E(¢/2)27, ([B(C/2) +1)27)
Ainsi,
0 si E(0')2) #k
Vo e [(27", (0+1)27"), Ojp(x)=( 1—[27T e —¢ -1 =211z —¢ si 0 =2k
1|20 — 0 — 1| =140 -2 sil =2k+41
La fonction 6, ;, est donc affine sur 'intervalle [(27", (£ 4 1)27"].

5.d

Montrons que si une fonction f est k;-lipschitzienne sur [a, b] et ko-lipschitzienne sur [b, ], elle est k-lipschitzienne sur
[a, ] avec k = max(kq, ka).
En effet, soit (z,y) € [a,c]?. Si (x,y) € [a,b]? U[b, c]? alors

If(z) = f(y)] < klz -y

Sinon, par symétrie des roles joués par x et y, on peut supposer que x < b < y. On a alors
|f(x) = f)l < 1f (@) = fFB) + [£(b) — f(y)| < klz — b[ + k|b — y| = K|z —

Soient (j,k) € Z. La fonction 6; est constante sur [0,5277] U [(k + 1)277,1] donc 0-lipschitzienne sur ces intervalles. La
fonction 0; x, est affine sur les intervalles ([2k27771, (2k +1)277" et ([(2k +1)27771, (2k 4+ 2)27771] de pentes respectives
27+1 et —29+! donc 27 !-lipschitzienne sur ces intervalles.

En appliquant le résultat précédent, on en déduit que la fonction 6; ; est 27 -lipschitzienne sur [0, 1] i.e.

V(z,y) € 0,1 |0jk(2) = 5 (y)] < 27|z —y]

6
Soit € > 0. Comme f est continue sur le segment [0, 1], le théoréme de Heine implique que f est uniformément continue
sur [0, 1], il existe donc n > 0 tel que

V(z,y) € (0,172 |z =yl <n = [f(z) - fly)| <e
Soit N € N tel que 2= < 5, alors

VjeN, j>N = <Vk €T, lejr(f)] < % |f ((k+1/2)279) = f(R279)] + % 1f((k+1/2)277) = f((k+1)277)| < s>

donc
VjeN i >N = m ; <
JeN, g2 kef%{|cy,k(f)| >€

lim max |c; =0.
S0 k€72](| j,k‘(f)‘

Par conséquent,
7.a
Soient (j,k) € T et (i,¢) € T.
~ Si j > i alors la fonction 6; ¢ est affine sur I'intervalle [k277, (k + 1)277] donc ¢;  (0;¢) = 0.
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— Supposons j < ¢ alors 6; 4 (kQ*j) =00 (k2i+1’j2’ifl) = 0 d’aprés la question 5.b car k27177 £ 20 + 1 (I'un est
pair et autre pas). De méme, 0; ¢ ((k +1)277) = 0; ¢ ((k + 1)27F17727=1) = 0.
Enfin, 0; ¢ ((k+1/2)277) = 6, , ((2k +1)20792771). Or, (2k +1)27J = 20 + 1 si et seulement si i = j et k = L.
Par suite, Cjk (92"@) = (Si’j(sk,g.

7.b

Montrons que la série de fonctions ) fi est normalement convergente sur [0, 1] ce qui prouvera qu’elle converge
uniformément sur [0, 1].
Soit j € N et z € [0,1] alors

f@)] <0 ) O5(2)
kET;

et comme les fonctions (ejvk)keTj sont & support disjoints et majorées par 1, on en déduit que |fja(x)} < b;. La série ) b;
étant supposée convergente, on en déduit la convergence normale de la série de fonctions ) fi. On note f* sa limite.
la fonction f® est continue puisqu’elle est limite uniforme de fonctions continues. La convergence uniforme impliquant la
convergence simple en 0 et en 1, la fonction f® s’annule en 0 et en 1. Elle appartient donc a Cg.
Soit (j, k) € Z. Pour tout couple de fonctions continues sur [0,1], (f, g), on a|c; x(f) —¢;k(9)] < 2||f —9g|loo- La convergence
uniforme de la série de fonctions ) f§ vers f® implique

N

Gk (f) = lm cin [ D0 D" ajwbyw

N =0k ET;
En utilisant la linéarité de c; 1, on obtient
N
i (f) = Tim > > ajwejn (O p) = ajx

N —+oc0
J'=0k'E€T;

g:ilt f de classe C* sur [0,1] alors f’ est bornée sur [0, 1]. On pose M; = || f/||oo- Soit (j,k) € Z alors le théoréme des
accroissements finis donne
If ((k+1/2)277) — f(k277)[ <2797 "My et |f((k+1/2)277) = f((k+1)277)| <2777 'M,
Par inégalité triangulaire, on en déduit que |c; 5 (f)| < 27771 M;. On pose donc M = M; /2 pour obtenir que
V(j,k) €L, cjp(f) < M277

Si, pour tout entier j, on pose b; = max lcji (f)] alors, pour tout entier j, b; < M277.
€75

La série & termes positifs ij est donc convergente. D’aprés la question 7.b, on en déduit que la série de fonction

>~ g, avec, pour tout entier j, g; = Z ¢;.k0;,k, converge uniformément i.e. que la suite de fonction (S, f)nen converge
kET;
uniformément sur [0, 1].

8.b

Soit f de classe C? sur [0, 1] alors f” est bornée sur [0,1]. On pose My = || f/||o- Soit (j,k) € Z alors 'inégalité de
Taylor-Lagrange donne
—j—1

|f(k277) = f((k+1/2)277) + 27797 (k+1/2)277)| < 4 M,

et
—j—1

‘ , , ‘ 4
|f((k+1)277) = f((k+1/2)277) =277 f" ((k+1/2)277)| <
Par inégalité triangulaire, on en déduit que |c; 5 (f)| < 477273 M. On pose donc M’ = 273 M, pour obtenir que

V(. k) €T, lejn ()] < M'47

M,
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Soit n € Net £ € Ty, alors S,,(f) est une combinaison linéaire de fonction affines sur 'intervalle [(27"~1 (¢+1)27"~1]
d’aprés la question 5.c. Par conséquent, la fonction S,,(f) est affine sur lintervalle [£27 "1 (£ + 1)27"71].

9.b
Soit n € N tel que pour tout £ € T, , S,,—1f(£27™) = f(£27™). Soit £ € Tpy1.
— Si £ est pair, alors pour tout k € T, £ # 2k + 1 donc 6,, x(£27"~1) = 0. Ainsi, en posant £ = 2p, on a

Suf(E277Y) = Suca f027) 4 3 ennlF0ilt277Y) = F0277) = f(e27 )
kETn
— Si ¢ est impair, alors il existe p € T, tel que £ = 2p + 1. Pour tout k € Ty, 0, (027""1) = 6, donc
Suf(27" ) = Suf (2p+ 1277 = Sua f (20 + 127" )+ D enn(NOn (2777 = St f (20 + 127" ) +enp(f)
kETn
Comme S,,_1f est affine sur 'intervalle [p2~", (p + 1)27"],

Su—1f (2p+1)27"71) = % (Sn-1f(P27") + Sprf ((+1)277)) =

Par conséquent,

(fF@2™) + f((p+1)27"))

N |

SuF (02 = 3 (FG2) + F((p+1)27) + () = £ (0 +1/227) = 27

Finalement, pour tout £ € 7,41 , S, f(£27"71) = f(£2=""1).

9.c

Pour tout entier n, on note H(n) 'assertion "V¢ € T, 11, Spf(£27"71) = f(e2=n=H",
D’aprés la question précédente, pour tout entier n, H(n) implique H(n + 1). Il suffit donc de prouver H(0) pour conclure
par récurrence. Or, on a

S0.f(0) = co,0(f)bo,0(0) =0 = f(0)
et
Sof(27Y) = co0(f)o,0(27") = coo(f) = f(1/2)

Ainsi, H(n) est vraie pour tout n € N et
Vn € NVLE Tovr, Sof(f27" Y = fe27m 1)

10.a
Soit € > 0 et f € Cy. Comme [ est uniformément continue sur [0, 1], il existe > 0 tel que

V(z,y) €[0,1%, |z —yl<n = [f(x) - fly)l<e
Soit N € N tel que 27V <5, soit n > N et = € [0,1]. Il existe £ € T,, 41 tel que x € (2771 (¢ + 1)27 "~ 1], donc
Suf(x) = F(@) = S f(x) — Suf (£2777Y) + S f (27771) — f (.2771) + £ (€27"71) = f(x)
Or,on a S, f (£27"71) = f (27" 1) et |f (£27"7) — f(z)| <e.
De plus, S, f est affine sur [(27"1, (¢ + 1)27"~!] donc
Snf(z) — Spf (627”71) =ontl ( 27" 1) (S f ((€—|— 1)27”71) —Snf (@27"71))
puis
Suf(x) = Spf (27" =27 (=277 (f((e+ 127" ) = f(e27"71))

Comme 2" [z — 2771 < Tet |f((0+1)27"7) — f (£27"71)| <&, on en déduit que |5, f(z) — f(z)] < 2e.
On a donc trouvé un rang N tel que

YneN, n>N = (Vxe|0,1], |Snf(z) — f(x)] < 2¢)
ce qui prouve que la suite (S, f)nen converge uniformément vers f sur [0, 1].
10.b

Soit n € N. Comme les fonctions ¢; ; sont linéaires pour tout (k,j) € Z, S,, est linéaire comme combinaison linéaire
d’applications linéaires.
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Soit f € Cy alors S, f est continue sur [0, 1] comme combinaison linéaire de fonctions continues sur [0, 1] et
Z > el =0 et Suf(1)=>_ > cju(f)k(1)=0
J=0 keT; §=0 k€eT;

donc S, f € Cp. De plus,

nSnf chjksf 5,k

j=0keT;

Soit (j,k) € T alors par linéarité de c¢;k, ¢ x(Snf) = Z Z cirw (e (05 k) = ¢k (f).
—0k'eT;

=3 ikl = Snf

=0 keT;

D’ou,

ce qui prouve que S, est un projecteur dont l'image est incluse dans Cy.

Si on prend f = by alors S, f = f donc la norme subordonnée & S,, est supérieure ou égale a 1.

Soit f € Cy. Comme la fonction S, f est continue et affine par morceaux de subdivision adaptée (k?‘"_l)ke[[o gn+1]" Elle

atteint ses bornes en un point de cette subdivision. Or, en ces points, elle coincide avec f donc ||Sp flleo < ||flloo-
Ainsi, la norme subordonnée & S,, est égale & 1.

;(1){:3 €]0,1[. La fonction f : R** = R, z + z* est de classe C> sur R et
Ve e R™  f(x) =s(s—1)ax* "2 >0
donc f est concave sur RT*. Par conséquent, pour tout (a,b) € (R**)2, on a
a+b\’ _ a®+0b°
() =
ce qui implique (a + b)* > 2571(a® + b*). Comme le résultat est conservé si a ou b est nul, on en déduit que

Y(a,b) € (RT)?  a* +b° <27 %(a +b)*

11.b
Soit f € I'*(xg) N Cy. Par définition, il existe une constante M telle que

vz € [0,1], |f(z) = f(zo)| < M |z — x|’
Soit (j,k) € T alors

i) = £ ((k+1/2)279) = flao) — 3 (F (K279) = F(ao)) — 5 (7 ((h+1)279) — F(ao))

| =

donc
leji ()] < M|(k+1/2)277 — z|” + % k279 — mo|” + % |(k +1)277 — zo]
Or, la croissance de la fonction x +— x* sur R** et une inégalité triangulaire donnent
|(k +1/2)277 — 20]” < (|k277 — 20| +27771)°
D’autre part,
6279 — 2| + |(k + 1)277 — 20" < 2'7% (|k277 — 20| + [(k + 1)277 — zo)” < 2'7° (2]k277 — 2| +277)°
donc
k277 — zo|” + [(k+1)277 — 20| < 2(|k277 — 20| +27771)°
Ainsi, en posant ¢; = 2M, on obtient
lej k()] < e (|k27j — x0| + Q*j)s
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3. Minoration de I’exposant de Holder ponctuel

12
Soit n € N alors
27l < — 2| <27 & —(n+1)In2< —In(jz — 29]) < —nIn2

In (| — xo])

S n< <n+1

In
Par unicité de la partie entiére, il existe un unique ng € N tel que 27~ ! < |z — 2| < 27" donné par

——

13
Soit j € N. Pour tout k € Tj, la fonction 6y, ; est a support dans [k277, (k 4+ 1)277]. Ainsi, 6, ;(x) est nul si k # k;(z)
et Oy ;(xo) est nul si k # k;j(x0). Par conséquent,

Wi < 00 () s )~ s )| 4 1038 ) () 00 (2) = B0 20)

(avec égalité si kj(z) # k;(z0)).
Or, d’aprés la question 5.d, pour tout k € T;, |0, (z) — 6, (z0)| < 297 |z — 24| donc

Wi < (‘Cjicj(x)(f)‘ * ‘Cjicj(xo)(f)D 2 e = 2ol

14.a
Soit j < ng. Par hypothése,

- ’Cj,fcj(xo)(f)‘ <a (’kj(w)Tj - on‘ + 2_],)5 +a (‘I%j(mo)rj - wo‘ + 2_],)5

’Cjicj(x)
Or,
‘l;:j(xo)Q_j — a?()’ <277 et ’l}j(x)Z_j — a:o‘ < ‘l;:j(x)Q_j - x’ + |z — mo| <279 + |2 — 20
donc
‘cj,,;j(w)(f)’ + ‘cj’,;j(wo)(f)’ < (Jo— ol + 2—.7’+1)S +c (2‘j+1)8 < 120 (Jo — zo| + 2—j+2)s

Comme |z — 20| < 27" < 277, on en déduit que

Cj,’:v‘j(w)(f)‘ +

oo (D)| S @217 (279 4 2772)" < 2170 (2771 4 2702)" oty
donc (‘c = (f)‘ + ‘Cj - (f)’) 2+l < ¢ 21=80(=i+1)s3s9i+1 — 4¢,2(1=9)i 35 Par suite,

Wj S 4012(1_S)j3s|$ — .130|

14.b
D’apreés la question précédente

>y

=0 keT;

(DI 1034(2) — (o) = S W5
j=0

ng

< 24012(175)j35|x — Zp
7=0

N 1 — 2(1=8)(no+1)

S 4813 |l‘ - $O|W

donc
9(1—s)(no+1)

20— — 1

>3 eI 1054(@) = i (a0)] < 4er3%|z — ol

j=0keT;
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et comme 2" < |z — x| 7!,

no _ _
s 20=9) | — g5~ 1
>3 Jesk1]103(2) = Byil@o)] < der3* o = ol T
J=0keT;
1
S _ s___ -
< 801 (3/2)" e — ol s
< calz — ol
15 .
Soit j € N. Par hypothese, |¢; ; (. )(f)‘ <e (‘kj(mo)g—j _xo‘ +2—j) .
Or, |k;(z0)277 _mo‘ < 277 donc ‘ s )(f)‘ < ¢y2801-3).
Pour tout k € T;, 6, 1(zo) est nul si k # /2: (z9) donc
> lein(D0k(wo)| = ‘Cj,l%j(ro)(f)‘ ’Gj,léj(zo)(l"o)‘ < ‘Cj,zzj(xo)(f)‘ < 20079
kET;
Par suite,
e .
S Y leulDlula <o Y, 20
Jj=no+1EkeT; j=no+1
1
< Clzfsng :
1—-2-s
25
< 275(n0+1)7
= 1—2-
<1~ molt = ol — ol
16

On définit 'ensemble E de la maniére suivante :
E={neN:wp2™) >27""}
— La fonction f est continue sur le segment [0, 1], donc elle atteint ses bornes. Comme ||| = 1, il existe = € [0, 1]
tel que |f(z)| = 1. De plus, f s’annule en 0. On en déduit donc que wy(1) > 1, ce qui montre que I’ensemble E est
non vide.

— Comme wy est continue en 0, on a
lim wf(27™") =wr(0)=0

n—-+oo
ce qui montre que ’ensemble E est majoré.
L’ensemble E est donc une partie de N non vide et majorée. Elle posséde donc un élément maximal que 1’on note n;.
Comme la fonction wy est croissante, on a donc E = [0, n4].
Comme ny + 1 & E, Ventier ny vérifie bien

wp(2 ) <2700 <y (27

Enfin, si un autre entier ny vérifie la méme égalité, alors ny € [0,n1] et no + 1 & [0,n1] donc ny = n;. Par suite, 'entier
ny est unique.

17
Soit n € Net « € [0,1]. Il existe £ € T,,41 tel que z € [(27"1 (£ +1)27"~!] donc

Spf(z) — f(x) = Suf(z) — Snf (42—"—1) +Suf (27 ) = feem Y 4 f (e = f(x)
Or, Spf (27 1) = f (27 et |f (£27"71) — f(z)| Sws (27771).
Comme S, f est affine sur 'intervalle [(27"~1 (Z + 1)2 n-1y
|Snf(@) — Suf (27771 < |Suf((C+ 127" = S f (27| = |f((e+ 127" ) = f (27" )| <wyp (2777
Ainsi, si n > ny alors
1S f(a) — f2)] < 2wy (27771) < 2 x 27m0% = 2 Fsg(mno=ls < glFs |y )
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donc ||f — Snflloo < 215z — 20]°.

18.a

Soit j € N. Pour tout k € T, 0;1(z) est nul si k # k;j(z) donc
> 1eintDN85@) = ;000 D] [0, 0@ < [esy (D] < 1 (Js@)2
kET;

Or,

/;:j(x)Q_j —.’L‘()‘ < ‘];j({t)2_j — 37‘ + ‘LL’ —,’L‘ol < 2_j + ‘37 —x0| d’ou

S ek D05 @) < ex (2777 + |2 = wo])”

kET;
Sij>mnge+1alors 277 < 27071 < |z — 2¢|. Ainsi,

Z > lein(HI05k(@)] < 13|z — 20 (01 — no)

Jj=no+1k€eT;

18.b

J *’l‘o‘ +27j>

10

Soit n € N*. Par hypothése, wy (27™) < ¢4(N)(1 4+ n;3)~" donc, par décroissance de la fonction x + 2= /N sur R*,

1/N

C4(N)
—np <1 <=
momostem s (G055)

Par conséquent,

Z 3 el 1654 (2)] < e13°ea(N)/N [z — a* (270%) /N

j=no+1keT;

< 013504(N)1/N\:c — zo|®|z — xg\fs/N

< (25(N)|.7J _ xo‘s(l_l/N)

19

Comme f(x) — f(xg) = Z Z ¢ik(f) (05 k(x) — 0 k(x0)), les estimations précédentes conduisent &

JENkET;

[f (@) = f(xo)| < calr — wol® + eslw — ol + Z Y leiu()l1050(@)]

j=no+1keT;

Si ng < nq alors pour tout NV € N*,

Z D leiw(NNB5u(@)] < es(N)]z — 2ol N 4|1 = S, flloo

j=no+1keT;
< o5 (N[ — ao|[*0—1/N) 4 9148 —
On en déduit que f € [*=Y/N) pour tout N € N* donc af(zg) > s.
Si ny < ng alors
[F(@) = f@o)l <D D ler(F)]1050(x) — 01 (x0)]

JENKET;

Io‘s

<|If - Snof||oo+ZZ|cjk )N051(x) = 051 (20|

Jj=0keT;
et en utilisant les estimations précédentes

|f(x) — fzo)] < 2%z — mo|® + colz — mo®

donc f € I'® puis ay(xo) > s



