Mines-Ponts 1995, Premiere épreuve, options M&P’

I-1°) a)

( 4 pages )

Premiere partie

oT(U)={p>0]|VYneN, uptp =uy,} est non vide et inclus dans N donc py = Min 7 (U) existe .

o Montrons que 7 (U) = po.N* = {pok | k € N*}.

— Soit p € po.IN*, p = pok. Onap # 0et Vn € N, upip = Untpok = Unipo(k—1) = *** = Uy, donc
peT(U).

— Soit p € T(U). La division euclidienne par py donne p = pok + r avec r < pg et Vn € N, upy, =
Untpoktr = Untr, OF 7 ¢ T (U) puisque r < pg donc 7 = 0 et donc p = pok.

o T(Q) = N* est immédiat; i* = 1 donc 4 € T(C) et pg | 4 mais ¢; = —1 # c3 = 1 donc pg ¢ {1,2} et
donc 7(C) = 4N* .

b) P # () car, par exemple, Q € P. D’autre part, siU € Petp € T(U), ona|u,| < Max(|ugl, |u1], ..., |up—1])

)

I-2°) a)

donc P C B. Enfin, si (U,V) € P?, soit p € T(U) et ¢ € T(V), posons r = pg € T(U)NT(V). On a
Uptr + AVppr = Uy + vy, donec U + AV € P.
Donc P sev de B .

P n’est pas de dimension finie car la famille (E;)4ep, out P est 'ensemble infini des nombres premiers

positifs, définie par : E; est ¢g-périodique, E,(0) = 1 et, pour r € [1,¢q — 1], E4(r) = 0, appartient a P et

est libre.

En effet, si D> A\E;=0,onaV¥n e N, > A\ E;(n) =0 et, en particulier, pour n = gy € P, on obtient
qeP qeP

Ao = 0 car Ey(q0) #0 < q| qo-

p—1 p—1 p—r—1

o Soit n = pg+ r avec v € [0,p —1]. On a A(U,p,n) = %kzo Upgtr+k = %kzour+k = kzo Uptk +

=

p—1 p—1 r
%9 S Upgg = % ukJer? > Uptk en posant k := r+k dans la premiere somme et k := r+k—p dans la
k=p—r k=r k=0
p—1 r
seconde somme. Donc A(U,p,n) = ]l? > ug —|—% > up = A(U, p,0) donc A(U,p,n) ne dépend pas de n .
k=r k=0

p—1 q—1lpo—1
o Soit po la plus petite période. On a p = pog et A(U,p,n) = % D Upgp = 1%‘1 DD Untipotr =
k=0 i=0 r=0

poq Z poA(U, po,n + ipy) = Z A(U,po,n) par indépendance de n et donc A(U,p,n) = A(U, po,n).
Donc A(U p,n) ne dépend pas de p eT(U).

b) L() =1 et L(C) = +(co + 1+ 2+ e3) = 2(0+ (=1) + 0+ 1) soit L(C) =0

<)

I-3°) a)

SiU € PyNPy, U=X2alors 0 = L(U) = AL(Q2) = XA donc U = 0 et donc Py NPy = {0}. D’autre
part, soit U € P, on peut écrire U = L(U)Q + (U — L(U)Y) et L(U — L(U)Y) = L(U) — L(U) = 0 donc
UePy+Pi. Onadonc P =Py D Py .

o Soit p € T(U), up,yp = Untpt1 — Untp = Upy1 — Up = uy, donc U’ € P. La linéarité étant immédiate,
on a donc D € L(P) .
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o D) =0et D(C)=C"aveccy=—-1,cy =1, ch=1, sk =-1.
o D(U) =0 <= VYn, upy1 =u, donc Ker D =P .
o Soit U" = D(U), on a vu ci-dessus que p € T(U) = p € T(U'). Soit un tel p, on a L(U') =

p—1
1_17 S (ug41 —uk) = up —up = 0. Donc Im D C Ker L = Py. Réciproquement, soit V' € Py, posons ug = 0
k=0

n—1
et, pour n > 1, up, = >, vg. On a Vn, v, = upt1 — u, et, de plus, si p € T(V), on a, pour n = 0,
k=0
p—1 n+p—1 n—1 n+p—1
up =3 ve =pL(V)=0et,pourn>1 uppp= 3 ovp= 3 vkt >, vk=un+pAV,p,n)=u,.
k=0 k=0 k=0 k=n

Donc U € P et V.= D(U). En conclusion, ImnD =P .

b) D(Py) C Im D = Py donc Py est stable par D . D’autre part, en notant Dy l’endomorphisme de Py
induit par D, Ker Dy = Ker D NPy = P1 NPy = {0} donc Dy € GL(Py) .

c) Pour U € Py, Do(U) = AU <= Vn, Upt1 — tn = My, soit Do(U) = AU <= Vn, unpq11 = (A + 1)u, soit

VYn, u, = (A + 1)"ug. La condition U € P s’écrit, pour ug Z0 et A %= —1, I3p >0, (A+1)? =1 et, dans
p—1

ce cas, on a bien L(U) = % S(A+ 1) =0saufsi A\ +1=1o0u L(U) = ug qui n’est nul que si U = 0.
k=0

Le cas ug = 0 donne U = 0 et le cas A + 1 = 0 donne Vn > 1, u,, = 0 qui n’est périodique que si ug = 0
soit U = 0. vk

IKTN
En conclusion, Sp(Dy) = {—1 +e P |peN* ke[l,p— 1]]} et Ex=C-((A+1)")

neN -’

n+p n n+p
1-4°) a) Soit U € Py, on a,sip € T(U),Vn, up,, = >, up = > up+ >, ux=u,+pA(Up,n+1)=u; donc
k=0 k=0 k=n+1

U* € P. La linéarité étant évidente on obtient 8 € L(Py, P) .

b) ¢ On a ug = ug et, pour n > 1, u, = v —u’_; donc U* =0=U =0 et donc Kerf = {0} .

p—1
o SiV eImd, V =60(U) alors v,_1 = > ux = pA(U,p,0) = 0. Réciproquement, soit V € {U epP |
k=0

n
Up—1 = O}, posons ug = vg et, pour n > 1, u, = vy —vp—1. OnaVn, v, = > ug. De plus, soit p € T (V),
k=0
onavn>1, Untp = Ungp — Ungp—1 = Up — Un—1 = Uy €t, pour n = 0, u, = vp —Vp_1 = Up = Vg = Ug

donc U € P. DoncImGz{UeP‘up_1:0}.

Deuxiéme partie

II-1°) o Soitpe T(U)etr € [0,p—1]. On a uppir = up — u,. Donc s'il existe r € [0, p—1] tel que u, # 0

n—-+oo
alors wu, ne tend pas vers 0 et la série (Y uy) diverge grossiérement. Par contre, si Vr € [0,p—1], u, =0
alors, par périodicité, Vn, u, =0 et (3 uy) converge.
Donc (> uy) converge si et seulement si U =0 .

o U est borné donc il existe M tel que ‘%5’; < n—% et donc (3~ uy) est absolument convergente .
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=1 4 p=1 /4 ju 1
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LU) 1 (1% 1

=% "2 (ﬁj_oﬂ” +ol2)

Doncsi U € P\ Py ona L(U) # 0 et donc wy, ~ @ Donc si U € P\ Py, (3 wy) diverge .

k—+oco
-1

P
Par contre, puisque (Z Elg') converge, (Z—k_lz (% > juj> + 0(,3—2)) converge et donc
§=0

siU € Py, (O wg) converge .

c) Puisque U est borné, lim U—T{L = 0et (3 wy) est obtenue a partir de (3 v,,) par regroupement par paquets
de taille bornée donc ces deux séries sont de méme nature.
Donc (> v,) converge <= U € Py .

4n
I1I-3°)a) C € Py donc S(C) existe et on peut écrire S(C) = lim <Z C;)
Jj=1

n—-+oo

Or %C_j:”if(%zcﬂ+C4k+2+64k+3+64k+4>:i1< -1, 0 , 1 , 0 )
Ak +1 " 4k+2 "4k +3 "4k +4 k+1 "4k+2 "4k +3 T4k +4

j=1

:n ( [tk dt + [ t4k+2dt) Zfo Dtk de = [ (#2 — 1) Zt‘“‘dt

t4n

an
Or, pour t* # 1, E 4 = tt 11, en particulier, pour ¢ € [0,1], (£ — 1) z ik = i1 mais ceci est

g <
t?+1 7 =

_ [ 1¢dn _q | o< [
vrai aussi en t = 1 donc le - =/ o dt In t2+1dt+fo t2+1dt’ Mais 0 < [,

—— 0 donc en passant a la limite :

1.4 _ 1
Jo t"dt = T

3

1
1
©) /0t2+1 4

np . np n
b) T € Py donc S(T') existe et on a S(T) = lim YY) = lim > 1_, > L.
J n—+00 i=1 J k=1 pJ

Or g%*l’i p% Eﬁ% Zn: Jl:ln(np)+7+0(1)*(ln(n)+v+o(1)).

Done S(T) = 7( ).

Troisiéme partie

luntkl < 5 Z 1]+ Donce | LU)[ < [|U]]o

i\

<1
p

MWM-1°) oSoitU e Petpe T(U),onal|LU)| =
et donc L est continue sur P .
¢ On a, d’apres ci-dessus, ||L|| < 1 mais, pour la suite constante Q, |L(Q)| =1 = |||,

o Ona Py=KerL=L""'({0}), or L est continue de P dans C et {0} est un fermé de C donc, en tant
qu’image réciproque d’un fermé par une application continue, Py est un fermé de P .

. Donc ||[L]| =1.
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IM-2°) o Soit U € P et U' = D(U), Yn,|u,| = |unt1 — tn| < [tng1] + Jun| < 2||U||, donc U] < 2||UJ
donc D est continue sur P .

o De plus, ||D]] < 2 mais on a vu au I-3°) ¢) que —2 € Sp(Dy) C Sp(D) (obtenu,par exemple, pour
p=2etk=1)et enprenant U € E_5 = C- ((71)")71EN et U#0,ona |[DWU)| =2|Ul,- Donc
D] =2 .

M-3°) Soit ¢ € N* et Z la suite (qui sera utilisée également plus bas) définie par :
— Z est 2¢-périodique,
— pour n € [1,q], z, =1, et, pour n € [¢+ 1,2q], z, = —1.

q
On a A(Z,2¢,1) =q—q=0donc Z € Py, |Z|| ., =1et,si Z* =0(Z), z; = > zr =—1+qgl=q—1
k=

donc || Z*||,, = ¢—1. Donc YM >0, 3¢, |D(Z)| > M = M.||Z]
Donc 0 n’est pas continue sur Py .

g—1 k
IM-4°)a) o Vt € [0, 1], % => ﬁ qui se prolonge par continuité en 1 et donc I, existe .
k=0 -
qg—1
oI, = Z [0,q — 1], Vt € [0,1], t2 < t**L donc 0 < 1 + 12 < 1+ tF*1 et donc
k=0

tk
14ttt = 1+tq

P b 1 ey|_ () <l
Onadonc/o 1+tth2/0 Wdt:[k—i—lln(l—’—t )]0:k+ donc I, >1n()k§0k_+1m

+oo donc I; —— 400 .
q—+o0

2qNZ N-1/gq - .
b V — _ pqgrr prqgTqrr
) Vi Zn Z<Z {2pq4rr 2pq+q+r

n=1 p=0 \r=1
N—-1 1 N-1 q 1
— _ g2ratr—=1 gy _ / t2ratatr—1 dt]
=0 <r_1 2pq+r 2pq+q+r]> ; <r_1 [/ 0
N-1 q 1 N—-1 1
=3 (Z 19)¢2Payr— 1dt> = Z/ (1 ftq)tQPthr_ldt
p=0 \r=1 0 0
N—-1 1 9 N—-1
1— — 4
=3 [a-meni=t dt/ﬁfgzﬂq
p=0 0 - 0 - p=0
1 2 2gN 1 1
1—t9)21 — % 1—t 1—t4
:/ ( ) 5 dt:/ —(1—th)dt:Iq—/ 1N dt
o 1—t 1-1¢% o (T—=t)(1+1¢9) o (T=18)(1+1¢9)

(toutes les égalités ci-dessus sont valables comme au IT-3° car les égalités entre fonctions & intégrer sont
valables en ¢t = 1 par continuité)
—1 g—1
1 19 N ‘ 1 ¢k N 1 gN
< RN S Ze— = q < q =
Or0shmguem s gl Tt s 2 e

Donc Vy —— I, .
NN—>+oo g

q
aNTT i

c) Comme Z € Py, Vv —— S(Z) donc S(Z) = I, et |I,] i +oo donc VM >0, 3gq, |S(Z)| > M =
q% o0

N—+o00
M. Z]
Donc S n’est pas continue sur Py .




