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Les candidats sont priés de mentionner de facon apparente sur la premiére page de la copie :
MATHEMATIQUES 1.
L’énoncé de cette épreuve, commune aux candidats des options M et P’, comporte 4 pages.
Ce probleme est consacré a ’étude de suites complexes périodiques. Par définition, une suite
complexe U = (uy)nen est périodique si et seulement s’il existe un entier naturel p, différent de
0, tel que, pour tout entier naturel n, I’égalité

Up4+p = Un
a lieu. L’entier p est appelé période de la suite U. Soit & ’ensemble de ces suites.
La premiere et la deuxieme partie définissent les applications linéaires L, D, 6, S et les sous-
espaces vectoriels &) et &, de 'espace vectoriel &. Elles étudient les noyaux et les espaces
images de ces applications. La troisieme partie s’intéresse a leur continuité.

Premieére partie.

Désignons par Z 1’ensemble des suites complexes V' = (v, )nen bornées. Admettons que A

soit un espace vectoriel complexe et que I'application de % dans R, V — ||V|| . = sup |vy],
nz
soit une norme.

I-1°) Premiéres propriétés de 'ensemble &7 des suites complexes périodiques :

a. Désignons par .7 (U) l'ensemble des périodes d’une suite complexe périodique
U. Démontrer 'existence d’une plus petite période pg; caractériser ’ensemble
7 (U). Déterminer les ensembles .7 (Q2) et .7 (C) relatifs aux deux suites définies
ci-dessous :
Q = (wn)nen, pour tout n, w, = 1; C = (cp)nen, pour tout n, ¢, = Ri"+1.

b. Démontrer que I’ensemble & des suites complexes périodiques est un sous-espace
vectoriel de ’espace 4.

c. Cet espace vectoriel & est-il de dimension finie 7

Etant donnés une suite U de 2 et deux entiers naturels p et n, désignons par

1=l
A(U,p,n) le nombre complexe défini par la relation : A(U,p,n) = = > upik.
P r=o

I-2°) Décomposition de & en somme directe.

a. Démontrer que pour une suite U donnée de &, le nombre complexe A(U, p,n) ne
dépend ni de lentier naturel n, ni de la période p de U (p appartient a .7 (U)).

Pour une suite U donnée de &, soit L(U) la valeur commune de ces nombres com-
plexes A(U,p,n); désignons par L la forme linéaire : U — L(U).



b. Calculer L(Q2) et L(C); Q et C sont les suites définies a la question I- 1 ° a.

c. Soit y le noyau de la forme linéaire L. Soit &) le sous-espace vectoriel engendré
par la suite ) définie a la question I- 1 °a; démontrer que l’espace vectoriel
& est égal a la somme directe des deux sous-espaces vectoriels &y et F; :
P =Pyd .
I-37) Etude d'un endomorphisme Dy de .

A tout élément U = (un)nen de &2, associons la suite U’ = (u,)nen, définie par la
relation :

pour tout entier naturel n, u; = Up41 — Up-

a. Démontrer que, pour tout U de £, la suite U’ appartient a £2. Soit D ’applica-
tion : U — U’; établir que D est un endomorphisme de &2. Déterminer les images
D(Q2) et D(C) des suites définies a la question I-1 ° a. Quels sont les noyau et
espace image de I’endomorphisme D ?

b. Démontrer que le sous-espace vectoriel & est stable par D et que la restriction
de D a Z est un automorphisme, qui est noté Dy.

¢. Déterminer toutes les valeurs propres de cet automorphisme Dy de &y ; préciser
des éléments de &y qui sont des vecteurs propres associés a ces valeurs propres.

I-4°) Etude d’une application linéaire de &, dans 2.

A tout élément U = (u,)nen de 2, associons la suite U* = (u%)nen, définie par la
relation :

n
pour tout entier naturel n, v = > wu.
k=0

a. Démontrer que 'application 6 : U — U™ est une application linéaire de &, dans

2.

b. Déterminer le noyau et I'espace image de cette application linéaire 6.

Deuxiéme partie
Soient U = (up)nen un élément de & et o un réel supérieur ou égal a 1. L’objet de cette

Un

partie est d’étudier la série de terme général v, = —, n > 1, et de considérer la forme

linéaire S qui, & un élément U de Z, associe le nombre complexe S(U) défini par la
X u
relation : S(U) = —
n=1
II-1°) Soient U = (un)nen un élément de &2 et a un réel strictement supérieur a 1. Quelle
est la nature de la série de terme général u,, n € N? Quelle est celle de la série de
U
terme général v, = —, n > 17
nCV

I1-2°) Soit U = (up)nen un élément de & de période p; supposons le réel v égal a 1; pour

n

étudier la convergence de la série de terme général v,, = —, n > 1, considérons les
n

nombres complexes wy, k > 1, définis par la relation :

p—1 u]
Wk = Ugp + Vkpt1 + -+ + Vkpip-1 = Zo ot
]:

a. En supposant les deux entiers p et j donnés (p > 0, j > 0), déterminer le

développement limité a ’ordre 2 par rapport a z de ’expression et lorsque
P+
I’entier k croit indéfiniment.
b. En déduire la nature de la série de terme général wy, k > 1, lorsque la suite U
appartient a & sans appartenir & &, puis, lorsque la suite U appartient a &.

c. En déduire la nature de la série de terme général v,,, n > 1; discuter sa conver-
gence suivant que la suite U appartient ou non a ’ensemble Z.



Désormais, désignons par S la forme linéaire qui, & une suite U appartenant a £,
(o]
. , u
fait correspondre le réel S(U) = —.
n=1

II-3°) Deux exemples :

a. Soit C' = (cp)nen la suite définie a la question I-1°a. Calculer S(C). Une
méthode, parmi d’autres, consiste a utilliser la relation :
pour tout entier naturel k, / At = ——.
0 k+1
b. Soit T' = (tn)nen la suite de période p, dont les termes ¢, n € N, sont définis par
les relations :
pour tout entier r compris entre let p—1, 1 <r<p—-1,%.=1;t,=1—p.
Déterminer S(T') en supposant connu le résultat : il existe une constante 7 telle

que :

1 1 1
1+ 3 + 3 +---4+ —=1In(n)+ v+ o(1), lorsque entier n croit indéfiniment.
n

Troisieme partie
D’apres les résultats admis et la question I-1 ° b, le couple (7, || || ) est un espace vectoriel
normé. Le sous-espace vectoriel &y de & est muni de la méme norme. L’objet de cette
partie est d’étudier la continuité des applications linéaires L, D, 6 et S. Rappelons que, si
T est une application lipschitzienne d’un espace vectoriel normé (F, || || ;) dans un espace
vectoriel normé (F, || || ), sa norme est définie par la relation :

T(x
||TH = sup H ( )HF
veE |zl

I1I-1°) Démontrer que la forme linéaire L est lipschitzienne. Déterminer sa norme. Le sous-
espace vectoriel & est-il fermé dans & 7

IT1I-2 ) Cette application linéaire D de & dans lui-méme est-elle lipschitzienne ? Déterminer
éventuellement sa norme.

I1I-3°) L’application linéaire 6 de &y dans & est-elle lipschitzienne ?

I11-4°) Etude de la continuité de la forme linéaire S :

Dans cette question, ¢ est un entier donné strictement positif.

1
1—1¢
a. Soit I, I'intégrale définie par la relation : I, = —— dt
a & P a /0 (1—)(1+19)

Etudier la définition de l'intégrale I, et la convergence de la suite réelle (I;)g>1
lorsque 'entier ¢ croit indéfiniment.

b. Soit Z = (zn)nen la suite appartenant a &2, de période 2¢q dont les termes z,,
n € N, sont définis par les relations :
pour tout entier n compris entre 1 et ¢: 1< n<gq, z, =1,
pour tout entier n compris entre g+ 1et 2q : g+ 1< n < 2¢q, 2z, = —1.
Etant donné un entier N strictement positif, soit Vi le réel défini par la relation
VN _ 2qN Zj

n=1 T ‘
Etudier la convergence de la suite réelle (Vy)n>1.

c. Déduire des résultats précédents que la forme linéaire S définie sur &, n’est pas
lipschitzienne.

FIN DU PROBLEME



