ELECTROCINETIQUE

chapitre 4

Circuits oscillants

Dans ce trés court chapitre, on présente les oscillations libres d’un circuit LC ne comportant que des
composants idéaux. L’équation différentielle régissant ce circuit est I’équation de 1’oscillateur harmonique & une
dimension. Elle intervient également dans les systémes mécaniques oscillants, ce qui permet de faire une analogie
entre grandeurs mécaniques et grandeurs électriques. Une telle analogie, entre deux domaines différents de la
physique, est souvent fructueuse, d’une part parce que cela simplifie le traitement mathématique, d’autre part
parce que cela permet parfois des interprétations physiques concrétes de phénomeénes abstraits.

En seconde année, ces problémes d’oscillateurs, tant mécaniques qu’électriques, seront complétés avec I’étude
des phénomeénes d’amortissement dus aux dissipations d’énergie (frottements en mécanique ou effet Joule en

électrocinétique).
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1 Oscillations libres d’un circuit LC.

1.1 Etablissement de I’équation différentielle.

On considére le circuit ci-dessous. Dans un premier temps, Uinterrupteur relie la branche comportant la
source de tension constante Ejy au condensateur, supposé idéal, de capacité C.

S0 cj_“* -

Durant le régime transitoire, le condensateur se charge, jusqu’a atteindre un régime permanent, tel que :

UCoo = Fy = goo = CEy (1)

Une fois le régime permanent atteint, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert. Il ne
circule plus de courant dans le circuit. On bascule alors I'interrupteur, de sorte que le condensateur soit branché
aux bornes d’une bobine, supposée idéale, d’inductance L. Aucun signal électrique n’est imposé au circuit ; il
évolue alors en régime libre qui ne dépend que des caractéristiques intrinséques des composants du circuit.

Etablissons I'équation différentielle qui régit les graﬁﬁﬁ%@le’éﬁ@ 8 du circuit.
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Choisissons un sens pour le courant. Les tensions uc et ur, aux bornes des deux dipdles sont égales ; notons-la

u. Avec les notations choisies, le condensateur est gnregmventinmiéceptess, et la bobine en convention générateur.
ne peut pas étre vendu,,
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ot la notation d?q/dt? signifie « dérivée seconde de la fonction ¢ par rapport a la variable ¢ ». La charge du
condensateur vérifie donc une équation différentielle du second ordre :

d2q 1
wte?=" (3)

La tension u = uc étant proportionnelle & la charge du condensateur, on a immédiatement :

L’équation différentielle vérifiée par l'intensité s’obtient en dérivant (3) par rapport au temps :

d3q 1 dq_O:>d2i 1 .0 (5)
w et "TaeT e

En définitive, toutes les grandeurs électriques du circuit obéissent a la méme équation différentielle du
deuxiéme ordre a coefficients constants (ou f est ¢, u ou 7) :
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d? 1
7f+w8f20 avec wo = — (6)

dt? VILC

Un systéme physique quelconque régi par une équation différentielle de cette forme est appelé un oscillateur
harmonique a une dimension. La grandeur wy est la pulsation propre de l'oscillateur, homogéne a I'inverse
d’un temps.

Le terme pulsation propre s’oppose a la pulsation forcée. La pulsation propre du circuit intervient lorsqu’on laisse le
circuit évoluer spontanément, sans imposer aucune grandeur électrique ; c’est le régime libre. Comme on le verra par la
suite, on peut aussi imposer la pulsation d’un circuit ; on parle alors de régime forcé.

Attention! Dans ’équation différentielle d’un oscillateur, les signes sont importants. Ainsi, I’équation différentielle
suivante n’est pas celle d’un oscillateur harmonique :
d?f 5

qz @/ =0

1.2 Reésolution de ’équation différentielle.

L’équation différentielle (6) a une solution sinusoidale, qu’on peut écrire de deux fagons différentes :
BCPST1 Fénelon
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f(t) = A cos UJot + B SiIlLUot (7)

foy = K% (8)

Les paramétres A et B, ou K et ¢ sont des constegf?ef d’intégration. Les deux formes sont équivalentes, comme
une petite manipulation trigonométrique le mon acilement. On les détermine & 'aide de deux conditions

initiales. En outre, on choisit le basculement de 1I'i 1tbrrupta;‘;r eomme nouvelle origine des temps.

La charge q(;), vérifiant (3), est donc de la forme :
ertains drc;Es réservés

a4t = HEBHRTELaHB Yehdu )

A Tinstant initial (basculement de l'interrupteur), comme il y a continuité de la tension aux bornes du conden-
sateur, donc continuité de sa charge, celle-ci est égale a la valeur atteinte en régime permanent donnée par

(1) :

qt=0) = CEy = A = CEy = q) = CEy coswot + B sinwyt (10)

Pour déterminer B, il faut une seconde condition a la limite. L’intensité dans le circuit est :

. dg .
i) = i —CEywy sinwgt + Bwy coswpt (11)

Or, il y a continuité de l'intensité traversant la bobine ; comme elle est nulle avant le basculement de 'interrup-
teur, on peut écrire & 'instant initial :

i(t=0) = 0= Buwy=0= B =0 (12)

En définitive, on a donc :
q) = CEy coswyt (13)
iy = —CEowp sinwot (14)
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La tension aux bornes du condensateur et de la bobine est alors :

Uy = %: Ey coswot (15)

Les grandeurs électriques du circuit varient donc sinusoidalement. Une grandeur G (g, u ou %) varie sinusoi-
dalement au cours du temps si elle est de la forme (en remplacant éventuellement le cosinus par un sinus) :

G = G coswot (16)

Elle est caractérisée par deux paramétres :

e son amplitude G,,, qui est la demi-différence entre les valeurs extrémales prises par la fonction,

e sa pulsation wy, reliée & sa période temporelle Tj, temps au bout duquel le signal se répéte identique a
lui-méme, ou a sa fréquence vy qui est 'inverse de la période :

1 wWo
Vo= — = 20 17
TO 2w ( )
Gm
=
&}
qu/2 = =
O 1 T, 27, t
_G"l
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Dans la formule de G, le terme wyt s’interpréte comme un angle, puisqu’on en calcule de cosinus. L’unité
de la pulsation est donc le rad-s~!. C’est bien une grandeur homogéne & I'inverse d’un temps, puisque les
radians sont homogenes & une grandeur sans dimension (rapport de deux longueurs).

Un systéme physique dont une grandeur varie sinusoidalement est qualifié d’oscillateur; si aucun autre
terme n’apparait, ¢’est un oscillateur harmonique. Le circuit LC est qualifié¢ de circuit oscillant. La période
To de ses oscillations est reliée a sa pulsation propre :

2
Ty = = 2nVIC (18)

wo

En seconde année sont au programme les circuits oscillants amortis, dont ’amplitude diminue au cours du temps. 11
est également possible de réaliser des circuits oscillants dont I’amplitude augmente au cours du temps, mais cela nécessite
évidemment un apport d’énergie.
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2 Déphasage entre tension et intensité.

2.1 Mise en évidence et calcul du déphasage.

Représentons simultanément la tension et 'intensité dans le circuit lors des oscillations libres.

La tension u et le courant i sont des fonctions sinsoidales de méme période, mais elles ne parviennent pas
a leur valeurs extrémales (maximum ou minimum) B@P Meineedates. On dit que la tension et le courant sont
déphasés. Exprimons les deux grandeurs sous la fbna@d Gindosaiis a 'aide de (15) et (14) :

uey = Eo coswot u(t) = U,, coswyt

’—4 19
ity = CEowo cos (wot + /2 )y = I cos (wot — @) (19)

A
Le terme ¢ est appelé le déphasage entre le coqp tnt et la tension. Dans le cas du circuit LC, on a p = —7 /2.
Lorsque |p| = m/2, les deux grandeurs sont dites en-gquadrature.

Il y a une ambiguité sur la définition du déphasage. En effet, on pourrait aussi bien écrire :

w of ertgm%(ggrtg&s réserves
i(t) 1€ g&sotejrre vendu

c’est-a-dire qu’il y a deux conventions de signe possibles. Les deux sont utilisées, et aucune n’est meilleure que 'autre.
Cependant, une fois choisie une écriture, il faut s’y tenir. Dans cette seconde écriture, le déphasage serait ¢ = /2.

2.2 Retard et avance.

Considérons une période quelconque, c’est-a-dire un intervalle de temps compris entre une date ty prise au
hasard, et la date to + Tp. Sur cette période, identifions les maxima les plus proches de wu et iq; soit ¢
I'instant correspondant & ce maximum de la tension, et to I'instant correspondant & ce maximum de l'intensité.
(On pourrait raisonner aussi avec les minima).

On constate que sur une période, le courant parvient & son maximum avant la tension, soit t; < t5. On dit
que le courant est en avance sur la tension, ou réciproquement que la tension est en retard sur le
courant. Comme on ’a vu, le déphasage est —7/2; le courant est donc en avance de phase de 7/2, ou encore
en quadrature avance, sur la tension. Réciproquement, la tension est en quadrature retard sur la tension.

[
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U 4 At

L’avance et le retard de phase correspondent a une avance ou un retard temporels. Raisonnons sur la premiére
période [0;Tp]. Le maximum atteint par la tension correspond a :

27Tt1
U,y = Up = coswot; = cos - =1= wpt; =0 ou 2m
3 2w
BCPST1 Féeelon=0 ou — =Ty (20)
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De méme, le courant atteint son maximum lorsque :

I i A 3
i(tz) =1,, = cos | wota + 9 P —sinwgty = 1|= wots = ?

77 3r 3T,

Slp= = 2 21
27 20 4 (21)

certains droits réservés

Les deux maxima de u(y) et i(;) les plus proche§ SR RRESHSE BN AHtes 3Ty /4 pour lintensité et Ty pour la
tension. On a donc un décalage temporel de Tj/4 entre les deux signaux. Le courant est en avance temporelle
de t; — to = Ty /4 ; réciproquement, la tension est en retard temporel de Ty/4. Entre deux grandeurs vibrant en
quadrature, il existe un décalage temporel d’'un quart de période.

On peut tirer de cet exemple une formule trés générale. Soit |At| = |t; — ta| le décalage temporel entre les
deux grandeurs. On a dans notre exemple :

\At\zl_ ™ _M

To, 4 2x2r 2rm

(22)

Ceci se retrouve facilement a ’aide d’une régle de trois, en remarquant qu’a un déphasage de 27 correspond
un décalage temporel de Ty. On retiendra donc la formule trés générale liant le décalage temporel au déphasage :

A4 _ lel

TO B 2w (23)

Le signe devant étre déduit de ’étude des fonctions représentatives des deux grandeurs, une étude graphique
étant souvent la plus simple.
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3 Analogies électromécaniques.

Elles seront vues en détail & 'occasion du cours sur les oscillateurs mécaniques : masse accrochée & un ressort

sans frottement, pendule pesant sans frottement, etc. On donne ici 'analogie avec une masse m qui oscille au
bout d’un ressort de constante de raideur k.

i -

d2

A%z
KTl +wig=0 équation différentielle 1= +wiz=0
charge ¢, tension u variable de l'oscillateur allongement x
1 lsati [k
= — satio opre =1/—
wo Jic pulsation propr wo -

Plus finement, peut-on trouver I'équivalent mécanique de la capacité C' du condensateur et de I'inductance
L de la bobine ? Pour cela, récrivons I’équation diffé@&r%%l-[é-t%ﬁ@@iﬁrélle est fournie par la loi des mailles d’une
part, et par le principe fondamental de la dynami(ﬁ\ﬂgcﬂ%g@%l%007

di d
aJrL&:O équatmﬁ‘% mdit}Jrkz:O

A
charge ¢ variagp ?16 Poscillateur allongement z
. ... dq o 77 . . dx
intensité ¢ = @ variation temporelle de la variable vitesse v = T
1 certains droits réservés
° paramétf@@&%ﬁ@ﬁ@tﬁiﬂ%ﬂg}l k
L paramétre d’inertie m
Li? ) o cingti mu?
— énergie cinétique
5 nergie cinétiqu 5
v énergie potentiell b
5C énergie potentielle 5
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