Chapitre 9 : Fonctions d’une variable réelle

Cadre :

I1 s’agit d’étendre I’é¢tude de la continuité et de la dérivabilité d’une variable réelle a des
applications f: 4 — E ou A est une partie de R et £ un espace vectoriel normé sur K =R ou
C (au programme : seulement de dimension finie).

Rappel :

Si E,, E,, F sont des espaces normés, une application bilinéaire B: E, X E, — F est continue
B(x,,x,)| < Clpxi ||

De plus, lorsque E, et E, sont de dimension finie, toute application bilinéaire

si et seulement si il existe C >0 tel que V(x,,x,)e E X E,,

B:E/ xE, — F est continue.

Cas particuliers importants : le produit usuel, le produit de deux matrices, les produits
scalaires, le produit vectoriel sont continus.

I Rappels sur la continuité

A) Exemples

Les applications lipschitziennes sont continues

Un composée, une somme de fonctions continues sont continues.

Si f:A—E, et g:A— E, sont continues, et si B est bilin€aire continue, alors
x> B(f(x),g(x)) est continue.

Si E est de dimension finie, et B=(e,...,) est une base de E, alors une

application f: 4 — E se décompose de maniere unique en f = z fie, ou f, 1 A—>K.
k=1
fest alors continue si et seulement si toutes les applications coordonnées le sont.
En particulier, si les f, sont polynomiales ou rationnelles et les dénominateurs ne

s’annulant pas, alors f'est continue.

B) Prolongement par continuité en un point

Théoréme :

Soit f: A — E une application et a€ 4\ 4. fa un prolongement continu en a si et
seulement si f(x) aune limite be £ quand x tend vers a.

Dans ce cas, le prolongement par continuité¢ de f est unique et obtenu en posant

f(a)=b.

C) Continuité sur une partie et continuité uniforme

Définition :
f:A— E est dite continue sur A4 si elle est continue en tout point ae€ 4, c'est-a-

dire Vae 4,Ve>0,3a>0,Vye A|y—d<a=|f(»)-f(a)|<e (1)
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Les deux premiers quantificateurs sont identiques, donc ils peuvent étre permutés :

Ve>0,Yae A,3a>0,Vye 4,|y—a<a=|f(y)- f(a)|<se (")

f: A— E est dite uniformément continue sur 4 si :

Ve>0,3a>0,Vae A Vye 4 |y—al<a=|f(y)-f(a)|<se (2)

Entre (1) et (2), on a échangé deux quantificateurs différents.

Mais (3a >0,Vae A, P(a,a))= (Vae A,3a>0,P(a,q))

Donc on peut en déduire que toute fonction f: 4 — E uniformément continue sur
A est continue sur 4.

Caractérisation de I’uniforme continuité :
On verra plus loin qu’une fonction f:4 — E est uniformément continue si et

seulement si il existe une fonction @: R, — R, continue en 0 telle que :
@(0)=0 et Vx,ye 4[f(x)= f(V)| < ax|x~)

Ainsi, 'uniforme continuité est en quelque sorte une généralisation du caractére
lipschitzien.

D) Continuité et compacité

Théoréme (Heine) :

Toute fonction continue sur une partie compacte d’un espace normé est
uniformément continue sur cette partie.

L’image d’une partie compacte par une application continue est un compact.

En particulier, si f: X — R est continue sur la partie compacte non vide X d’un

espace normé, alors f'est bornée et atteint ses bornes.

NB:

Les compacts d’un espace normé de dimension finie sont les fermés bornés. Par
exemple, tout segment est compact ; si la suite (u,),, converge vers /, ’ensemble
{un,n e N}U{l} est compacte.

Démonstration du cas particulier (les autres ont déja été vus) :

Dans ce cas, f(X) est un compact non vide de R, il est donc borné et non vide.
Donc f(X) admet des bornes inférieures et supérieures, qui sont dans f(X) car c’est
un fermé.

Exercices a connaitre :

(1) Si f:R—>R est uniformément continue, alors il existe a,b>0 tels que
Vxe R,

f (x)|£a|x|+b. Mais la réciproque est fausse, par exemple avec

x> sin(x?) .

Démonstration :
Soit f: R — R, uniformément continue.

Alors Ve > 0,3 >0,V(x,y)e R2,|y—x| <05:||f(x)—f(y)||<€
On veut montrer qu’il existe a,b >0 tels que Vxe R,|f(x)| < a|x| +b.
On pose € =1.
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I1 existe alors & >0 tel que V(x,y)e R2,|y—x|<0{:>||f(x)—f(y)||£l

Soit x>0

], X, =i.h avec hzg, n= X .
2 h

w =X =h<a, soit | f(x,) = f(x)]<1

Et |x, —x|<a donc |f(x,)— f(x)| <1

Donc en sommant :

/)| £|/ ()= f(0)]+] 1 (0)]
<[£ ) = £ O+ Ce) = £ )|+ [ () = £ (x,)] +] £ (0)
<n+1+|7(0)

On pose pour i e [IO,n

On a ainsi |x

M
< +1+[/(0)

D’ou le résultat avec a = % , b=1 +|f(0) , valable aussi pour x<0.

On note f :x > sin(x?).

Alors f'est continue, telle que |sin(x2 )| <1, mais pas uniformément continue :

Onpose x, =42nx+%, y,=~2n7w

Onaalors limx,—y, =0,et lim f(x,)—f(y,)=1#0

n—>+oo

On peut poser &£=5. Alors pour tout a>0, il existe N tel que
Vn2N,|x, - y,|<a, mais |f(x,)~ f(2,)

Donc fn’est pas uniformément continue.

— 1
=1>=

Remarque :
Caractérisation de I’uniforme continuité avec les suites :
f:A— E est uniformément continue si et seulement si pour tout couple de suites

(x,),en> (7,),e de 4 telles que lim(x,—y,)=0,0na lim(f(x,)—f(»,))=0.

Démonstration :
- Si f'n’est pas uniformément continue, il existe (x,),.y €t (¥,),y Suites de 4

telles que lim x, —y, =0 et f(x,)—f(y,)-»0

En effet, il existe £ >0 tel que Var>0,3(x, y)e 4%,

oyl <aet| - sz e

<%et £ G = £ ()

2£

1 .
Pour @ =—, onprend (x,,y,)e 4> vérifiant |x, -y,
n

Et les deux suites introduites conviennent.
- Soit f uniformément continue et (x,),.y, (V,),.y deux suites telles que
limx, -y, =0.
n—>+oo
Soit £€>0. Comme f est uniformément continue, il existe a >0 tel que
2
V(xay)e Aza V()C,y)e A ,|X_y| <a:||f(x)_f(y)"<g

Comme lim x, —y, =0, il existe un rang N tel que Vn = N,

n—s-+oo

<a

Xp = Vn

Et donc pour n> N, on aura ||f(xn)—f(yn)

<E€.
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(2) f:R — E estuniformément continue si et seulement si :
Ve>0,34>0,V(x,y)e R?, f(x)—f(y)" < 8+A|x—y|

Démonstration :
Soit f:R—E.

Supposons que Ve >0,34>0,V(x,y)e R?,

£ - )| < e+ Ay,
Soit £>0. Tl existe donc 4> 0 tel que [f(x)=f(»)]| <5+ Ax—y]
ZQZJYOHam“SW‘”‘fUW<§+A

Réciproquement, soit f uniformément continue.
Soit £>0 ;il existe @ >0 tel que V(x,y)e R?,

Donc pour |x—y| < <&

£
2(A+1)

=il <a=|r0-f0)<e
Soit (x,y)e R*, avec y>x.

On note h=£, N= X
2 h

I

Alors pour tout i e HO,N
Et |[y—(x+Nh)|<h<a
Donc |f(x)—f(y)|S|f(x)—f(x+h)|+...+|f(x+Nh)—f(y)|S(N+1)8

Mais N:[y_x}su+l
h h

(x+ih)—(x+(@+Dh)|=h<a

Done |£(x)— ()| < %(y—x) +e

On peut donc prendre 4 = % .

(3) Si f:R — R est continue et 7-périodique, alors f est uniformément continue.

Démonstration :
Soit £ >0. Comme f est uniformément continue sur [0,2T ] (car c’est un compact),

il existe & >0 tel que V(x,y)e [0,2TT, x—y| <a= ||f(x)—f(y)|| <€
On note alors a'=min(a,T).

Soit alors (x, y)e R?, supposons que |x— y| < @', montrons que || f(x)— f( y)|| <e.

Comme |x— y| <T, il existe un entier relatif N tel que x—NT e [O,ZT ] et
y—NTel0,27].

On a alors |x—NT—(y—NT)| = |x—y| <a

Done |/ (x)=f(»)|=]/(x=NT)~ f(y=NT)|<e

Ce qui achéve la démonstration.

(4) Relevements :
On appelle relevement de f:A4— U (cercle unit¢é de C) toute application

@p:4— R telle que Vxe 4, f(x)=e”"™ (o0 A4 est un ensemble quelconque)
Probléme :
Si f'possede une certaine régularité, peut on choisir ¢ avec la méme régularité ?

En général non. Par exemple, I’application Id;; n’a pas de relévement continu.
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Théoréme du relévement C' :
Soit / un intervalle de Ret f:/ — U declasse C'.

Alors il existe ¢:1 — R de classe C' telle que f =¢".

Démonstration :
Analyse :
Si Viel, f(t)=e"" ou ¢ estdeclasse C',alors Vie I, f'(t) =i¢'(t)e"""
Clest-a-dire Vie [,¢'(t)=—i ]} ((Z)) (fne s’annule pas car a valeurs dans U)
Synthese :
Soit ¢, € I . On peut écrire f(z,) =€ ou @, € R.
On pose alors pour 1€ I, ¢(t) =, — I A (S)
 f (S)

Comme f est de classe C' et ne s’annule pas, % est continue et donc ¢ est de

classe C'.
De plus, ¢ est a valeurs réelles :

On doit montrer que V¢e I,¢(t) = ¢(t), c'est-a-dire :

Vie I If(S) If(S)
o f(s) v f(5)

Ou encore Vie I,

J‘ &)/ (S)+f(S)f(S)
f (s)l
=1,

Done Vse £, f'(s)f () + f(s)(/)(s) =0
=7

De plus, ¢ est un relevement de f:

Considérons h définie par h(t) = f(t)e" .

On a h(t)) =1 et h est dérivable, et Vte I,h'(t)=e " (f'—i.f.¢')(t)=0
Donc Vte I,h(t)=1.

Théoréme du relévement continu :
Soit f:[a,b]— U continue. Alors il existe ¢:[a,b]— R, continue et unique a

27 pres, telle que f =€

Démonstration :

Unicité a 2z pres :

Si Vie[a,b] f(1)=e" =" ou @ et @, sont continues et réelles, alors
Viea,bl @ (t)-0,(t)e 272

Donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, ¢, — ¢, = cte = 27k,

Pour I’existence :
-Si f(la,b)) c U\{-1}, c'est-a-dire Vi€ [a,b] f(r)#—1.

On pose alors pour ¢ € [a,b], o(t) = 2Arctan _Im/® (qui est bien définie)
Re(f(1))+1
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(Justification du choix :
Si f(t)=x(t)+iy(t)=e€" ou x(t)e R et y(t)e R, alors

2

x=cosf =
I+u oy u=tan? etdonc u=—"— et ="2Arctan IO )
y=sinf = 2u x+1 x(t)+1
1+u?

Alors @ est continue (car composée de fonctions continues), et on a
Vie [a,b], f(t) =€ (Voir justification)

- Si f'n’est pas surjective ; il existe u, =e'” tel que Ve [a,b],f(t) #1U,
On pose alors g(t)=—e "% £(¢)

On peut alors appliquer le cas précédent a g puis f(¢)=e

i(6y+7+

@ (ou ¢ est
continue telle que V7€ [a,b], g(1) =)

- Dans le cas général :

£ :[a,b] = U est continue, donc uniformément continue sur [a,b]. Donc il existe

a >0 tel que pour tous x,ye [a,b], si |x— y|< & alors | f(x)— f(»)] <2

Ainsi, pour tout ce [a,b], Sile.cra) TVESE PAS SULjeECtive car

[e,crer

f(c)—f(x)|<2 donc f(x)#—f(c).

On pose alors N = [b_a}
o

Et pour ke HO,NH, a,=a+kN ,et a,, =b
Ainsi, pour tout i€ HO,N

Vxe [c,c + a],

], Sllay.a,,] €St pas surjective, il existe ¢, la,,a,, ] >R

i+l
qui soit un relevement de f, . |-
On aalors f(a,)=e"'" =
Donc il existe n, € Z tel que ¢,(a,)=¢,(a,))+2nx
Quitte a remplacer ¢, par @, —2n, 7, on peut supposer que n, =0, c'est-a-dire que
o, (a)=9¢(a)
Et on a toujours f, ,j=€*
On recommence ensuite en 4, ...
On consideére alors ¢ [a,b] — R définie par Vie HO, N |], Pl a] = P

Ainsi, par construction des ¢,, ¢ est continue.

Remarque :
Le résultat est vrai aussi pour un intervalle / quelconque :

En effet :
I1 existe une suite de segment croissants (au sens de I’inclusion) (K,),. telle que

1=Jk,.

neN

On applique le théoréme du relévement continu a f,
On trouve alors @, : K, — R continues telles que f,, =e'”
Soit 7, € K, . Pour tout ne N, @, est un relévement continu de f .

Donc ¢, et @, sont deux relévements continus de . .
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On peut donc supposer (quitte a modifier ¢,) que ¢, =¢, et donc
Dk, (1) =@, (1)

On a alors pour tout n,me N tels que n>m, @, =¢, car ce sont deux
relevements continus de f,, qui prennent la méme valeur en ¢, .

On pose alors pour tout te I, ¢p(t)=¢,(t) ounesttel que te K.
Ainsi, par construction, ¢ est continue et c’est un relévement de f.

(5) Module de continuité uniforme d’une application bornée :
Soient / un intervalle de R et f:/ — E une application bornée ou E est un evn.

Pour §20, on pose @,()= supﬂ|f(x)—f(y)||,|x—y| <8}, Alors @, est définie et
croissante sur R, , vérifie @,(0)=0 et Va, 520,0,(a+ ) <o (a)+ @, ()

De plus, @, est continue en 0 si et seulement si f est uniformément continue sur /.

Démonstration :
Soit 6 =0.

Alors |/ (x)= /()
Donc @, (J) existe pour tout 6 >0.

On note 4(8)={|f ()~ ()| }x—» <5}

Alors pour 0,0'>0 telsque d>9',ona A(d') < A(J).
Donc @,(6") < @, (5)

De plus, @, (0) = sup{/ (x)= /()] x = y}=sup{0}=0
Soient &, > 0. Montrons que @, (a+ ) <@, (a)+ @, (B).

x— y| < 5} est non vide (contient 0) et majoré par 2|| f ||w .

9

Soit (x,y)e I?, supposons que y >x et |x—y| <a+pf

Si x+a=y, alors |x—y| <a et donc ||f(x)—f(y)|| <o (<o ()+o(f),
soit en passant & la borne supérieure pour [x—y|<a+ 8, @, (a+ )< @, () +a,(f).

Si x+a<y,alors

[f =D |f )~ fxra)|+]f(x+ )= f()| < 0, (@) + @, (B)

car [x+a—)|<f

Montrons maintenant que f est uniformément continue si et seulement si
limaw,(6)=0

-0
Remarque :

Par définition de @, , ona V(x,y)e I f(x) —f(y)||e A(|x— y|)

Donc V(x,y)e I, /()= f ()| £ @, (|x—¥])
Supposons que gin(} @, (6)=0.

Soit £>0. Il existe alors & >0 tel que VJe [0, ] o (0)<¢€

Pour (x,y)e I*,si |x—y| <a, alors ||f(x)—f(y)|| < a)f(|x—y|) <e¢
Donc fest uniformément continue.
Réciproquement, supposons que f est uniformément continue.

Soit £>0. Il existe & >0 tel que V(x,y)e I*,|x—y|<a=|f(x)- f(y)|<e
Pour § <a, A(J) est alors majoré par €, et donc @, () <¢.
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E) Cas des fonctions réelles d’une variable réelle : théoréme de la valeur
intermédiaires et conséquences

Théoréme :

Soit f :[a,b]—)R une application continue sur [a,b] telle que [a,b]. Alors il
existe ce ]a,b[ tel que f(c)=0.

L’image d’un intervalle par une application continue a valeurs réelles est encore
un intervalle.

L’image d’un segment par une application continue a valeurs réelles est un
segment.

F) Fonctions monotones et homéomorphismes

Théoréme (de la limite monotone) :
Soient a,hbe R et f:[a,b| —» R croissante. Alors f a une limite finie en b si et
seulement si elle est majorée. Si elle n’est pas majorée, alors lin[} f(x) =400
x—=

On a des énoncés analogues pour f'décroissante et pour a au lieu de b.

Définition :
On appelle homéomorphisme entre 4 et B toute application f: 4 — B bijective,
continue et de réciproque continue.

Théoréme :

Soit / un intervalle de R et f:/ — R une application continue. Alors :

(1) f'est injective si et seulement si elle est strictement monotone. De plus, si f est
injective, ¢’est un homéomorphisme de / sur son image J = f{I}.

(2) f est un homéomorphisme entre 7 et J si et seulement si J = f{I} et fest soit
injective soit strictement monotone.

I1 Dérivation des fonctions d’une variable réelle
A) Dérivabilité et dérivée en un point

C’est la méme chose que pour les fonctions numériques :

Soient a€ R, A un voisinage de a et f: 4 — E. fest dite dérivable en a si le taux
S ()= f(a)
x—a

limite est appelée dérivée de fen a, et notée f'(a).
Extension :
Le cas échéant, on pourra aussi considérer les dérivées a droite et a gauche en a.
Propriétés :
Si f'est dérivable en a, alors f'est continue en a.

d’accroissement a une limite lorsque x tend vers a. Dans ce cas, cette

Soit (e,,...e,) une base de E, et f: 4 — E se décomposant en f(x)= Zfi(x)ei .

i=1
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Alors f'est dérivable en ae A4 si et seulement si toutes les f, le sont et on a alors

f@=3 1 @e.

B) Caractérisation par un développement limité

Théoréme :

Soit /' définie dans un voisinage de a. Alors fest dérivable en a si et seulement si
elle admet un développement limité¢ d’ordre 1 en a f(a)= f(a)+k(x—a)+o(x—a) et
dans ce cas f'(a)=k.

C) Opérations

Théoréme :
- Soient f,g:A— E des fonctions dérivables en a et Ae K. Alors f+ Ag est

dérivable en a, et (f+ Ag)'(a)= f"'(a)+ Ag'(a)

- Soient f:4—E, et g:4— E, dérivables en a et B:E XE, = F bilinéaire
continue. Alors k: x+— B(f(x),g(x)) est dérivable en a et

k'(a)=B(f"(a),g(a))+B(f(a),g'(a))

- Soient f: 4— Bc R dérivable en a, g: B — E, dérivable en b= f(a). Alors
go f estdérivableenaet (go ) (a)= f'(a)g'(f(a))

Démonstration (pour le deuxiéme point) :
Comme B est continue, il existe M tel que

V(i Vo) e ExEy|BOA V)| < M.
On a des développements limités :
fla+h)=f(a)+h.f"(a)+o,(h) et gla+h)=g(a)+h.g'(a)+0,(h)

h) .
=0 pour j=12.

9

ou i
Alors
B(f(a+h),g(a+h))=B(f(a)+hf"(a)+0,(h),g(a)+hf"(a)+0,(h))
=k(a)+h(B(f'(a),g(a))+B(f(a),g'(a)))+R(h) (*)
avec R(h)=B(f(a),0,(h))+hB(f"(a),hg'(a)+o0,(h))+ B(o,(h),g(a+h))
Done [R(h)| < M|/ @llo, W] +[H]1 @]|lrg' @)+ 0, ()] + o, (W|g(a+ M)

N0 .

h—0

Donc (*) est un DL de k en a, donc k est dérivable en a et k'(a) est bien
I’expression souhaitée.

Exemple :
Soit xe R+ P(x)e M ,(R) une application dérivable telle que pour tout xe R,

P(x) est orthogonale. Alors pour tout xe R, P'(x)'P(x) est antisymétrique. Si de plus
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n est impair, alors Vxe R,det(P'(x))=0 (le déterminant d’une matrice antisymétrique

d’ordre impair est nul)
En effet :

Comme Vxe R,P(x)e O,(R),ona Vxe R,P(x)'P(x)=1,

On pose B:M,(R)> — M, (R), bilinéaire continue (on est en dimension finie)
(M ,Ny>MN

Alors Vxe R,B(P(x),P(x)=1,

Et en dérivant Vxe R, P'(x)'P(x)+ P(x)'P'(x)=0
Clest-a-dire Vxe R, P'(x)'P(x) =—"(P'(x)'P(x))
Donc Vxe R, P'(x)'P(x)e 4,(R).

De plus, le déterminant d’une matrice antisymétrique d’ordre impair est nul.
En effet, soit A€ 4 (R).

Alors ‘A=-A4, et det A=det’d=det(—A4)=(-1)"det A =—det A donc det4=0.
Ainsi, pour tout xe R, det(P'(x)'P(x))=0.
Mais comme P(x), ona det(P'(x))=0.

D) Fonction dérivée sur un intervalle, dérivées successives
1) Fonction dérivable et fonction dérivée

Si A est un intervalle ouvert, f est dite dérivable sur 4 si elle 1’est en tout
point de A. Par extension, si 4 est un intervalle fermé ou semi—fermé, f sera dite
dérivable si elle I’est sur I’intérieur de 4 et admet une dérivée a droite en sa borne
inférieure éventuelle a et a gauche en sa borne supérieure éventuelle  (on note

alors f"(a)=f", (a) et f'(b)=f", (b))
Dans ce cas, ’application xe A+> f'(x) est I’application dérivée de f. Elle
est notée f”, c’est aussi une application de A dans E.

]

Lorsque f” est a son tour dérivable, on note f°” sa dérivée. Par récurrence, on
définit les dérivées successives éventuelles de la maniére suivante : f© = f et

pour n>0, la dérivée d’ordre n+1, £ est, si elle existe, la dérivée de £ .

2) Espaces de fonctions dérivables

Pour ke N, on note D*(I,E) 1’espace vectoriel des applications / — E
admettant des dérivées jusqu’a l’ordre k inclus et C*(I,E) le sous-espace de
D*(I,E) constitué des applications f'telles que 1 est continue sur /.

On pose aussi C*(1,E) = ﬂDk(I,E) = ﬂCk(I,E)

keN keN

Propriétés :

Ona:

C°(I,EyoD'(I,E)>..oC"'(I,EyoD"(I,E)> C*(I,E) > C~(I,E)

Une composée d’applications de classe C* (ou D*) est aussi de classe C*
(ou D*)
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(Leibniz) : soient f:A4—E,, g:A—E, de classe D" (resp. C*) et
B:E, xE, — F bilinéaire continue.
Alors 7:x — B(f(x),g(x)) est aussi de classe D* (resp. C*)etona:
k
vre 4,hY(x)=Y GBSV (0,847 ()

Jj=0

k
E) Fonctions de classe ¢ par morceaux

Soit ke NuU{wo}. Une application f: [a,b] — E est dite de classe C* par
morceaux s’il existe une subdivision S =(a=a, <a, <..<a, =b) de [a,b] telle que la

restriction de f'a chaque sous—intervalle ]al., am[ (ie HO,n - 1|]) a un prolongement C* a

[ai,am]. Cela équivaut a dire que fest de classe C* sur [a,5]\S et que fet toutes ses
dérivées d’ordre inférieur a k admettent des limites a gauche et a droite en tout point de

S (a droite seulement en a et a gauche seulement en b)
Une fonction f:/ — E définie sur un intervalle non compact / est dit de classe

C* par morceaux si sa restriction a tout segment de / I’est.

Remarques :

Pour k=0, on dit plutét continue par morceaux. Une application continue par
morceaux sur un segment est bornée.

Dans le cas d’un intervalle non compact, f peut avoir une infinit¢ de discontinuités.

Par exemple, la fonction partie entiere est de classe C” par morceaux sur R.

Propriétés :

L’ensemble des fonctions de classe C* par morceaux a valeurs dans E est un
espace vectoriel.

Si fet g sont de classe C* par morceaux et B bilinéaire continue, alors B(f,g) est

de classe C* par morceaux (B, f, g définis correctement)

111 Cas particulier des fonctions a valeurs réelles

On considére ici uniquement des applications f: 4 — R ou A4 est une partie de R.

A) Dérivées particuliéres
1) Dérivée logarithmique

Si f est dérivable et ne s’annule pas sur un intervalle /, alors 1n| f | est aussi

fV

dérivable sur [ de dérivée —.

Attention :
C’est faux pour une fonction a valeurs complexes, par exemple x > ™.
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2) Dérivée d’un déterminant

Si x> A(x)e M, (R) est une application dérivable, alors x> det A(x)

I’est aussi et sa dérivée est la somme des déterminants obtenus en dérivant
successivement chaque colonne (resp. chaque ligne)

Remarque :

1t M(1)=(a, (1)) € M, (R) est dérivable signifie que pour tout

i=l.n
Jj=l.n

@i, e [Il,n ]2 , 1> a, (¢) est dérivable, et dans ce cas M'(¢) = (a,;'(1))

i=l.n *
Jj=l.n
Ici,

a' () a,(t a,(t) a'\,(t a () - a (¢
agantyy 1O %20 ) W0 @100 o i e
dt . ° . . . N

a, () a,@) - la, @) da, @ - a, (t) - d,, @

#det(M'(2))
(11 suffit de développer selon la premicre colonne et faire par récurrence sur n)

B) Les théorémes de Rolle et des accroissements finis

Théoréme (Rolle) :

Soit f:[a,b]—> R continue sur [a,b], dérivable sur Ja,b[ et telle que
f(a)= f(b). Alors il existe ce ]a,b[ tel que f'(¢)=0.

(Accroissements finis) : Soit f:[a,b]— R continue sur [a,b] et dérivable sur
la,b[. Alors il existe ce Ja,b[ tel que (b—a)f'(c)= f(b)— f(a)

Extension de Rolle a ‘une borne infinie’ :

Si fest continue sur [a,+oo[, dérivable sur ]a,+oo[ tendant vers 0 en +oo et telle
que f(a)=0, alors il existe c>a tel que f'(c)=0 (Il suffit d’appliquer Rolle a

g:ix— f(a+lij prolongée en 1 par g(1)=0)
-X

Les théorémes sont faux pour des fonctions a valeurs dans un autre espace que R.
Par exemple, f:xe [0,271']!—) e" e C est de classe C” telle que f(0)= f(27) mais [
ne s’annule pas.

Application :
Si Pe R[X] est scindé, alors P’ aussi. Il en est de méme pour aP+ P', ae R.

Démonstration :

Soit P:H(X—ai)’"‘ telque a, <...<a, (dengZm,. =d,m, 21)
i=1

i=1

Chaque a, est racine de P de multiplicité m, —1, donc on a déja Z(ml. -)=d-n
i=1
racines. Il en manque n—1 :
],ona P(a)=P(a,)=0.

|, dérivable sur Ja,,a

Sur chaque segment [ai,a ] pour i€ Hl,n—l

i+l

Et P est réel, continu sur [a;,a,,, il -
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[ tel que P'(b,)=0
On a donc n—1 racines supplémentaires, distinctes des autres.

Donc P’ est scindé.

Montrons maintenant que aP+ P' est scindé.

Si a=0, le résultat est vu.

Sinon :

n n n—1

Ona P=]J(x-Q)".,et P=K[]J(X-Q)""'[[X-2)
i=1 i=1 i=1

OuQ <A<Q,<A<.<4 ,<Q,

Ainsi, P'+aP = ﬁ(X—Qi)”’"‘(aﬁ(X—Qi)+Kﬁ(X—/1l.)J

i=1 i=1 i=1

Donc d’aprés le théoréme de Rolle, il existe b, € Ja.,a

i+l

n n—1
Onnote R=a [(X -Q)+K[](X-4).
i=1 i=l

Ainsi, pour tout i € Hl,n —1|], on a

n—1 n—1

n—l1
R(Qi)R(QH—l) = KZH(Qi _ﬂ’j)H (Qi+1 _ﬂi/) <0, puisque H(Qi _/1_/‘) ale signe
J=1 J=1 J=1

n—1

de (=1 et [T(Q.1—=4)) celuide (=)
j=1

| tel que (P+aP)(y,)=0

On a ainsi n—1 valeurs distinctes, et distinctes des Q,

Ainsi, pour tout i € Hl,n —1|], il existe u, e ]Ql.,Q

On a donc ici encore trouvé d —1 racines pour un polyndme de degré d, donc il est
scindé puisqu’il s’écrit ﬁ(X - B)XxQ, avec Q de degré 1 donc scindé.

Autre démonstrati(;i :

Les Q. sont racines de P'+aP avec des multiplicités au moins égales a m, —1.

Sur [Q,,Q.,,], on applique le théoréme de Rolle & f :7 > e™ P(t) :

festdeclasse C7, et f(Q,)=f(2,,)

Donc il existe # € |Q,,Q, [ tel que f'(1)=0

Mais ona f'(¢t)=e" (aP(t)+ P'())

Donc u; estracine de aP+ P'

On a ainsi encore d —1 racines, et la derni€re existe pour la méme raison.

d
Soient P, O scindés, et 0= a,X’

J=0

d
Alors R = ZajP(" ) est scindé.

J=0

Démonstration : par récurrence.

-Si d =1, on vient de le faire.

- Soit d 21, supposons le résultat vrai pour tout polynéme Q scindé de degré d.
Alors Q =(X—n)Q, ou Q, est de degré d et scindé.

On pose alors D:R[X]— R[X]
PP
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Ainsi, R=(Q(D))(P)=((D-71d)°Q,(D))(P)

Et S= Q (D)(P) est scindé par hypothese de récurrence, puis (D-—nld)(S)
puisque c’est le cas d =1.

Donc R est scindé.

C) Conséquences du théoréeme de Rolle

Théoréme (de prolongement C') :
Soient ae R, he R et f: ]a,b[—) R de classe C'. fa un prolongement C' en a

si et seulement si f° a une limite en a (I’existence d’une limite pour f est alors
automatiquement assurée)

Exemple :
fix— L 1 a un prolongement C' sur ]— JZ',JZ'[
sinx x
(Remarque : il ne suffit pas d’appliquer le théoréme, il ne donnera que le caractere

C' par morceaux ; il faut aussi vérifier que les limites a droite et & gauche sont égales)

Monotonie, convexité :

Propriétés de régularité :

(1) Une fonction monotone sur un intervalle admet une limite & gauche et une
limite a4 droite en tout point ou cela a un sens, et elle est continue, sauf
éventuellement en les points d’un ensemble fini ou dénombrable.

(2) Une fonction convexe sur un intervalle / admet une dérivée a gauche et une
dérivée a droite en tout point ou cela a un sens. Elle est lipschitzienne sur tout
segment inclus dans 7; en particulier, elle est continue, sauf, éventuellement,
en les bornes de /.

Caractérisation des applications constantes, monotones ou convexes sur un

intervalle :

(1) Une application est constante sur un intervalle si et seulement si elle est
dérivable de dérivée nulle.

(2) Une application dérivable est croissante sur un intervalle / si et seulement si sa
dérivée est positive ; elle est strictement croissante si et seulement si sa dérivée
est positive et I’intérieur de {xe I, /'(x) =0} est vide.

(3) Une application deux fois dérivable est convexe sur un intervalle si et
seulement si sa dérivée seconde est positive.

Attention : Une fonctions dérivable de dérivée nulle sur 4R n’est pas

nécessairement constante, elle ne I’est que sur tout intervalle inclus dans 4 ; on la dit
localement constante.

Regle de I’Hopital (hors programme) :

Pour fet g réelles dérivables au voisinage de a, si f'et g tendent vers 0 en a et si —

gV
a une limite b€ R en q, alors i a aussi cette limite en a.
g
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Théoréme de Darboux :
La dérivée d’une fonction f dérivable sur un intervalle /, bien qu’elle puisse ne pas
étre continue, vérifie quand méme le théoréme de la valeur intermédiaire.

Démonstration :
Pour [a,b]c I, on applique le théoréme de la valeur intermédiaire aux fonctions
S-f(a) . S(x)-f®) .
continues définies par g(x)= x—a SIX#a o h(x) = x—bh six#b
f'(@)six=a f'(b)six=>b

On remarque que J = g([a,b])uh([a,b]) est un intervalle (réunion de deux
intervalles sécants en g(b)=/(a)) contenant f'(a) et f'(b).

Mais d’aprés le théoréme des accroissements finis, g([a,b]) et h([a,b]) sont inclus
dans f'([a,b]), donc J aussi. Donc ona [f'(a), f'(b)]c J < ' ([a, b))

D) Réciproque d’une application de classe C_" et difféomorphisme entre

deux intervalles

Théoréme :

Soient /, J deux intervalles de R, et f:/ — J une application bijective dérivable.
Alors f est monotone, sa dérivée est de signe constant, et /', réciproque de f, est
dérivable en b= f(a)e I si et seulement si f'(a)#0, et dans ce cas on a

1
=T\t b —
e AVAQ))

Définition :
On appelle difféomorphisme de classe C* entre I et J toute application f:7 —.J
bijective, de classe C* et dont la réciproque est aussi de classe C*.

Théoréme :
Soit k >1. Une application f:I — J estun C*-difféomorphisme si et seulement

si elle est de classe C*, bijective et f” ne s’annule pas.

IV Approximation uniforme des fonctions continues

Théoreme :

(1) Toute fonction continue sur un segment et & valeurs dans un espace normé E est
limite uniforme d’une suite de fonctions affines par morceaux et continues.

(2) Elle est aussi limite uniforme d’une suite de fonctions en escaliers.

Théoreme qu’on peut aussi énoncer sous la forme :
L’ensemble des fonctions affines par morceaux et continues est une partie dense de

I’espace normé (C°([a,b] E), ||m). L’ensemble des fonctions en escalier est dense dans le

méme espace.
Démonstration :

On considére I’ensemble B([a,b],E ) des fonctions bornées muni de || ||m
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Et les sous-espaces C des fonctions continues, 8([a,b], E) des fonctions en escalier et 4
des fonctions affines par morceaux partout continues sur [a,b].

On va donc montrer que 4 =C" et C' CE.

Soit f'e C. Montrons que pour tout € >0, il existe ¢, € 8([a,b],E) et ¢, e A4 tels que
|/ -al. <eet]r-el <e.

Soit donc £€>0.

Comme f'est continue sur le compact [a,b], elle y est uniformément continue.

x—y<a=|f(0)-f), <

On pose alors a,=a+a.i pour ie HO, N —l|] ou N est le plus grand entier tel que
a+(N-DHa<b

Et on pose aussi a, =b.

Il existe donc & >0 tel que V(x,y)e [a,b]z,

Considérons alors ¢, € &([a,b] E) défini par Vie HO,N —1|], Pl =S (@) et
p(ay)=f).

On a alors ||f—¢1||m <e.

En effet, pour xe [a,b], ona:

Soit x=>0,¢et f(x)=¢,(x)

Soit x€ [a,b[, et il existe ie HO,N—IH tel que x€ [a,,a

Etalors /(1) -, =|f(0)- f(a)], <&

Donc Vxe [a,b]]|f(x)-¢, (x)||E <¢g, clest-a-dire ||f—(01||w <e€.

Considérons ¢, tel que pour tout ie HO,N —1|], @, est affine sur [al.,a

@, (a)=f(a), ¢,(a,,)=f(a,)-
Ainsi, ¢, € 4

i+1L>

]et

i+l

Et pour tout x€ [a,b], il existe i€ HO,N—IH tel que x€ [a,,a,,,
On note alors 7€ [0;1] tel que x =t.a,,, +(1-1).a,.

On aainsi @,(x) =1.9,(a,.)+ (1-0)¢,(a) = 1f (a,,) + (1~ (a,)

Done [|£(x) =@, (), <t ()= f (@], +A=0]f ()= f(@)], Ste+(1-ne =

(Car |x—ai+l| < |ai —ai+l| <o et |x—al.| < |ai —ai+l| <a)

Dou ||f -, <e.

Ainsi, on a montré les inclusions C° c &, C* c 4.

On verra qu’une limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue, et donc

que A4 c C°, puisque 4 est constituée de fonctions continues.
Donc 4 =C° pour | |_.

Remarque (hors programme) :
L’adhérence de 8([a,b], E) dans (B([a,b], E)|| ||w) est I’ensemble des fonctions réglées,
c'est-a-dire des fonctions admettant une limite a droite et a gauche en tout point.

Chapitre 9 : Fonctions d’une variable réelle
Fonctions d'une variable réelle, dérivation et intégration Page 16 sur 20



Théoréme (Weierstrass) :
(1) (algébrique) toute fonction continue sur un segment [a,b] est limite uniforme sur
[a,b] d’une suite de fonctions polynomiales.

(2) (trigonométrique) toute fonction continue sur R et 27z -périodique est limite
uniforme d’une suite de polyndmes trigonométriques.

Précision :

Pour tout ne 7, on défini e, par Vie R,e, (1)=e"

Ainsi, les e, : R — C sont continus, 27 -périodiques.

Et (e,),., est libre.

On note alors pour ne N, T, = Vect(e, ,|k| <metl= UTn = Vect(e, ke Z).

neN
Un ¢élément de T est appelé polyndme trigonométrique.
Démonstration (de Bernstein) du théoreme :
(1) On se ramene a [a,b]z [0,1].
En effet, supposons le théoréme de Weierstrass établi sur [0,1] et soit f:[a,b] > C
continue.
Posons, pour e [0,1], g(t)= f(tb+(1—-1t).a). Alors g est continue sur [0,1].

11 existe alors une suite (P,),_ de polynomes telle que

B, - g”oo,[o,]] —==—0

n—>+oo

On définit alors Q, = Pn(‘;( — aj
—-a

z_ae [0,1],ona x=tb+(1-1).a et donc

Pour tout xe [a,b], en posant ¢ =
/()=0,()] =[g(®)-P,0)|<
C'est-a-dire || -0,

Maintenant :
Soit f: [0,1] — €. On associe le polynome de Bernstein de f, défini par :

5,0n=3cis Era-n

B, - g”m,[o,l]
P —g||w![0’1], d’ou la limite.

] <

o.a,b

n

(Pour xe[O,l], B (f)(x) est le barycentre de la famille des ( f (Ej,ﬂkJ avec

A =Cix*(1-x)"" 20 et Y 4, =1)
k=0
Propriétés : pour tout n>1,

- Y Cxta-x)" =1
k=0

- 2.C £yt (1-X)"™* =X (c'est-a-dire B,(Id)=X)
n

k=0

_ ick(éjsz(l_X)n_k:X2+X(1_X)
i \n n

_ ick(X_Ejsz(l_X)n—k=X(1_X)
= n n
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En effet :
La premiere égalité est simplement une réécriture de (1- X + X)"

Posons pour t€ R, @, (1) =Y Cre" X" (1-X)"™" =(e' X +1-X)"
k=0
Ainsi, @, estdérivableet @', (¢) = z Cike" X *(1-X)"" =n(e' X +1- X)"" Xe'
k=0
Avec t=0,ona z CiRX*(1- X)"™ =nX d’ou la deuxiéme égalité.
k=0
En redérivant :

@'y ()= Crk*e" X (1-X)"" =n(n-1)(' X +1-X)" > X' +nX(e' X +1-X)""¢'
k=0

etdoncen =0 :

D CX (1-X)"" =n(n-1)X* +nX d’ou la troisiéme

k=0

Enfin,
Y X - X 1-X)yF =X X a-x)t
k=0 k=0

n n 2
-2X) C; Exra-xy+ D.Cy (fj xXta-xy=*
k=0 N k=0 n

X(1-X) X(1-X)
n B n

=X -2X"+X"+

Application au théoréme :

Soit f:[0;]] = © continue.

Montrons que la suite des polyndmes de Bernstein convient pour le théoréme, c'est-a-
dire que Ve >0,INe N,Va > N,|f-B,(f)|_ <€

On note @ le module de continuité uniforme de f'sur [0;1] (qui existe car f est continue

sur [0;1] donc bornée)
Pour xe [0;1] et ne N,ona:

f ()= B,(/)x)|=|f ()~ Z G /(B 1=x)""

> - D (=)

(car Y Cix*(1-x)"" =1)
k=0

xk (1 _ x)n—k

<> cilrw-re
Soit & >0. On pose 1, ={ke Ho,nl X—§|Sa}, I, =H0,n
Et §; = Zcf(f(x)—f(f))x"(l—x)”"‘ (j=12)

kel;

Iz,

Majorons S, avec @ :

Ona 5= ¥ Cla' (1-x)™ < ¥ Caxaye (-0 = )

kel k
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Majorons S, :

Sikel,, alors =7l >1 done (x ﬁ)
o o a’
Donc
DENES 2 oA x* (1 -y
kel,
< ic}; @zn Lt -xt
2||f |l xa-x _ /1.
a’ n 2&' n
Car Vxe [0,]] x(1-x)<1/4
On a donc, pourtout n>1et >0 :
Vxe . < a)(a')+ ”f”
Donc ||/ - B,(f)|. < @)+ ”f ”
Sionprend @ =——,onapourtout n>1: |/ —-B,(f)|_ <a(n'") ”f|1|/3 ——0

n1/3 ’
Remarque :
Si f'est positive, les B, (f) le sont aussi sur [0,1].

Si f'est croissante ou convexe, il en est de méme pour les B, (f).

Pour les polynomes trigonométriques :

-Si f:R — C est paire et continue, posons g(x)= f(Arccos(x)) pour xe [—1 1]
Alors Vte R,f(z) =g(cost).

En effet, ¢’est vrai sur [0, 7], puis sur [ 7, 7] par parité et enfin sur R par périodicité.

g:[-L1]—> C est continue, donc limite uniforme d’une suite (P,) _, de polynomes,
d(n)

disons P, = Zak (m)X*

k=0

=[g(x)=F,(x)|<

Donc pour tout e R,
d(n)
Et P (cost) = Z a,(n)cos" ¢ est un polyndme trigonométrique

k=0
. N\ Kk
3 elt +e—lt
2

- Si f'est impaire dérivable en 0 et 7,
ona f(1)= f(~m)=~f(x) done ()= f(~7)=0
SO

sin ¢
On pose h(t)=4 f'(0)site 277

f'(m)site m+27Z

—£,|| en posant x =cost

Car pour tout ke [I ,

<k)

~—-site a7
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Comme f(0)= f(x) et fest dérivable en 0 et 7, /& est continue sur R, paire et 27 -
périodique. Il existe donc une suite (Q,),., de polyndmes trigonométriques telle que
—0.

|h=0.]. —==
Donc Vre R,|f () —sintxQ, (0)|=[sind|h(t)- 0, (1)| <[ - O,

Or, t+=sintxQ, (¢) est encore un polyndme trigonométrique.

oo

Donc f'est bien limite uniforme d’une suite de polynomes trigonométriques.

- Si f'est impaire (pas forcément dérivable)

Onaalors f(0)= f(x)=0

Pour tout £>0, il existe k, : R — C, continue, impaire et 27 -périodique dérivable en
0 et 7 telle que ||k€ —f||m <e.

On peut en effet, pour € 0, 7] suffisamment petit, définir k par

Sur [-a, ], k est affine telle que k(@) = f(@) et k(-a) = f(-a)

Sur [-a+7,a+ 7|, kest affine telle que k(7—a)= f(1—a), k(T+a)= f(1+a)
Et k= f sur [a,—a+z|u[a+r27—-al

On a ainsi ||f —k||m = max( ?up ]|f(t) —k(t)
te|-a,x

Comme f est continue en 0 et 7, on peut choisir & >0 tel que les bornes supérieures
soient inférieures a £/2

Ensuite, on approche k£ a &/2 prés par un polyndme trigonométrique R, et on a
finalement

/=R <|f-k| +|k-R| <2e/2=¢
- Pour f quelconque, on la décompose en une somme d’une fonction paire et d’une

fonction impaire (continues), on applique les points précédents a ces deux fonctions et la
somme des deux polyndmes trouvés convient

S ]If(t)—k(t)lj

te|lr-a,x+a
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