COURS L2, 2012-2013

SUITES, SERIES, INTEGRALES IMPROPRES

1 Séries numériques

1. SERIE GEOMETRIQUE ET SERIE TELESCOPIQUE

1+1+1+1+1—% =7
2 4 8 16 o

FIGURE 1. quelle est la longueur?

Soit ¢ > 0 (dans I'exemple ci-dessus ¢ = 1/2). Considérons
sn=1+q+¢+¢ +-+q"

Si g # 1, multiplions par 1 — ¢: Alors

I=@sn=0+q+"+ "+ +¢")— @+ + @+ +q") =1-¢""

Donc
_n+l .
. _ —11_(; siq+#1
" ln+l sig=1

Comme lim ¢" = oo si ¢ > 1, lim s,, n’existe pas si ¢ > 1. De méme, si ¢ = 1,

alors lim s, = 0o. Mais si |¢| < 1, alors lim |¢|" = 0 et donc lim s,, = ﬁ].

¢=12=1+j+i+5+g+ = =2
On écrit

sn:1+q+q2+q3+---—l—q":qu
et
l+g+F+¢+-= qu (série géométrique)
j=0

1
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Definition 1.1. Soit (a,)neny une suite de nombres complexes /réels. On
pose

n
Sn:a0+a1—|—a2+---+an:2ak.
k=0
La suite (Sy)nen s’appelle série (associée a (ay), ou de terme général (a,)).
Cette série est notée par > ;- ar (somme infinie). (S,)s appelle aussi la
suite des sommes partielles.

Si la suite (S,) admet une limite S dans C ou dans R = R U {—o00, +cc}, on
note

oo
g ap = lim S, = S.
n—oo

k=0
On appelle S la somme ou valeur de la série Y - ax.
On dit que la série >~ ay est convergente, si la suite (.S,,) est convergente;
i.e. sila suite (5,,) admet une limite finie (dans R ou C). Sinon, on dit qu’elle
est divergente.
Si la série Y, a; converge vers S, on dira aussi, “soit S la série >~ ar”.
Bien str on peut noter la série aussi

(différents symboles pour I'indice).

Proposition 1.1. Soit ¢ € C. La série géométrique Y - ,q" est convergente
si et seulement si |q| < 1. On a alors

it 1
n __

Preuve. Soit |¢| < 1 alors

3

1_qn+1 1
S, = ¢ = . T
0 q q

(S,) diverge si |q| > 1 (voir ci-dessous, Théoreme 1.8).

Remarque 1 On peut partir d'une suite (ay,)n>n,, 7o € N fixé, notation:

00
§ Qp, E Qp,
n=ng n>ng
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Remarque 2 Considérons la série Y~ a, et soit p € N fixé. Pour N > p
on a:

N P N
SN:E a, = g a, —+ g a,
n=0 n=0 n=p+1
N
= S5, + E ay,
n=p+1

Y o0 o0 A Lo .
Donc les séries ) ~ga, et >~ ., a, ont méme nature; i.e. si une de ces
séries est convergente, alors l'autre est aussi convergente. De méme pour la
divergence. En cas de convergence on a:

0 0
S :Zan:Ser Z ay,
n=0 n=p+1
On note alors
Ry =)~ 1 ay reste d’'ordre p.

Donc S = S, + R,,.
Proposition 1.2. 5i une série est convergente, alors lim, .., R, = 0.

Preuve. Soit S une série convergente. Alors S = S, + R,. Donc R, =
S—5,—-5-5=0sip— oc.

Proposition 1.3. Soit ¢ € C et firons ng € N. La série géométrique
D nen, 4" st convergente si et seulement si |q| < 1. On a alors

00 B qno
an_l_qa

n=nyo

et

Preuve. Notons d’abord que les séries >~ ¢" et Z;’Lo:no q" ont méme nature
(remarque 2). Pour [g] > 1, la série 3 7 ¢" est donc aussi divergente.
Soit N > ng et |q| < 1. Alors

N
Svoo= Y " =q0 " Y
n=no
= "(+g+g+-+¢")
— m_1 : O



4

Proposition 1.4. Une somme téléscopique est une série de la forme

(0.9]

Z(bn—H - bn)a

n=0
ou b, € C. Cette série est convergente si et seulement si b := limb,, existe et

dans ce cas on a :
[ee]

D (bos1 — bu) = b — b,

n=0

Preuve.

N
Sy = Z(bnﬂ — by)
=0

= (bl—bo) (by — b1) + (b3 — by) + -+ - + (bny1 — bw)
= —b0+b1—b1+b2—b2+"'+bN—bN—|—bN+1
= byt1— bo O

Exemple 1.5.

ou

() - <>—
S EROE

n=1 k=2

S

Exemple 1.6. La série

oo

3 1 L S S S
~(n+1)(n+2) 1-2 2-3 3-4

est convergente et a la valeur 1, car

:i(n+1)1(n+2 zN:<n+1 n—1m>

tél =1-—— =1.
(somme téléscopique) = NN

e s : 1 o 1
Par changement d’indice on a aussi que les séries >, 2D € 2 D
sont convergentes.



Exemple 1.7. Les séries > o~ (1 + 1) et 7 n® sont divergentes, car

N
SNZZIZN —  OQ.

N—o0

Théoreme 1.8. Soit >~ a, une série convergente. Alors lim, a, = 0.
Donc, si a, #+ 0, alors Y, a, diverge.

Preuve. Soit S =, jap = lim, oo > ;_yar = lim S,,. Alors
anp=3S5,—S5,-1—5—-—5=0.

Attention il existe des séries >~ a, tel que lim,, a,, = 0, mais >~ a,

diverge. L’exemple le plus classique est la série harmonique:

1
E — diverge
n=1 n

Plus précisement, on a lim S,, = oc.

Preuve. Soit M > 0. Choisir m € N telque m > 2M. Alors pour n > 2™ on

§ S—1+1+1+ +1+ +1>1+1+1+ +1
203 2m n—" 2 3 2m
—1+1+(1+1)+(1+1 ! 1)+(1+ +1)+ +( S +1)
B AR AR A R R YRR 16 2m=1 41 om
1 1 1 1 1
—+2-44 8— 442"t — =
e BRI T? i 2m
1
=m-=->M
2

(le nombre de termes entre les parentheses est de
2m . (2m—1 T 1) i 1 = 2m . 2m—1 — 2m—1)’
et le nombre de sommands est m.

Rappel

Une suite (a,) dans C converge si et seulement si elle est une suite
de Cauchy; i.e.

[V5>03n0€N: @y, — | <5Vn,m2n0}

Théoréme 1.9 (critere de Cauchy). Une série Y~ a, converge si et seule-
ment si

Ve >03dng €N: |ap + -+ apl <eVm >n > ny.

On pourra aussi formuler de la facon suivante:

Ve >03dng e Nt |api1+ -+ anypl < eVn >np,Vp € N.



6

Preuve.
|Sm - Sn' = ’an—H T+ aml

Proposition 1.10. Soient Y " a, et >~ b, deuz séries convergentes de
somme A et B et \,u € C Alors la série Y~ o(Aa, + uby,) est convergente et
de somme NA+ puB. On a donc

)\Zan + ,LLZ b, = Z(Aan + uby,).
n=0 n=0 n=0

Preuve.

Ay =31 gar —Ae€C,B,=> " by —» BeC. Donc > ;_,(Aay + pby) =
A gy by — A+ pB.

Exemple 1.11.

S (S5 0)) i)

n=0 n=0 n=0

2. SERIES A TERMES POSITIFS

Rappel

Chaque suite (z,,) € RY croissante et bornée converge.
Chaque suite (z,,) € RY croissante admet une limite dans

R U {oo}.

Dans ce cas on a: lim x,, = sup{z, : n € N}

On dit qu'une série Y, a, est a termes positifs, si Vn € N : a,, > 0.

Proposition 2.1. Chaque série a termes positifs admet une somme dans R
Cette série est convergente si et seulement si la suite des sommes partielles
est bornée. Donc, si a, >0, Y " a, converge <= > a, < co. En plus,
> oo g n = sup,, Sy.

Preuve. S,,.1 =S5, +a,.1 > S, car a, > 0.

_ / . Oo i m l ‘?
Est-ce que les séries )", — et >~ - sont convergentes®
(Notons que 0! =1 et que pour n > 1, nl=1-2-3----n).

Méthode générale
Pour trouver la nature d’une série a termes positifs, on la compare avec des
séries classiques simples au moyen des théoremes suivants:




Théoreme 2.2. (théoréme de comparaison I)

Soient Y 7 jan et Y " b, deux séries a termes positifs. On suppose qu’il
existe ng tel que Yn > ng : ap, < b,. (On dit que la série Y~ b, majore la
sériey " o ay). Sila sériey b, converge, alors la série’y . a, converge.
Donc, si la série >~ a, diverge, alors Y by, diverge.

Preuve. La seconde implication est la contraposée de la premiere; donc il
suffit de montrer la premiere. Supposons donc que Y~ b, converge. Les
séries Z@no T, et ano T, ayant meéme nature, on peut prendre s.p.g. ng =
0. Pour tout n on a:

N N
AN = Zan S an =. BN,
n=0 n=0

i.e. 0 < Ay < By. D’apres la proposition 2.1, A :=limy Ay et B := lim By
exsitent dans Ry et 0 < A < B. Comme Y~ b, converge, B < co; Ainsi
0 < A < oo; done Y2 a, converge.

Corollaire 2.3. Soient > " a, et Y - b, deuz séries a termes strictement
positifs. On suppose qu’il existe ng et 0 <m < M < oo tel que

a
Vn2n0:0<m§b—n§M<oo.

n

Alors les séries Y>> jan et Y >~ b, ont méme nature.

Preuve. o Supposons que Y b, converge. Alors Y >, Mb, converge.
D’apres le théoréme 2.2, >~ a, converge.

e Supposons que » ° . a, converge. D’apres le théoreme 2.2, >~ mb,
converge. Ainsi Y ° b, converge.

Soient (a,) et (b,) deux suites strictement positives. Alors

def, ,. Q@
a, ~ b, < lim — =1
bn

Corollaire 2.4. (théoréme de comparaison II)
Soient Y ° gan et > 2 b, deux séries a termes strictement positifs. On
suppose que a, ~ by,. Alors les séries Y - qa, et Y~ b, ont méme nature.

Découle du corollaire précédent en remarquant que

a, ~ b, <= Ve >0 dny :

a
b—n—1‘<6VnZno;

n
donc en particulier, pour ¢ = 1/2,
1 a,

5=

3
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Exemple 2.5. .

1 1 1 1
® ) .- ;2 converge parce que ;5 ~ wrD et que D on>1 ST converge (ex-

emple 1.6)

| 1
® > .05 Converge parce que

- pour n. > 2 et que )~y ooy

nl = n(n 1)
converge (exemple 1.6).

® > o1 105” diverge, parce que < < b

n>1 L diverge.

Exemple 2.6. (avancé)

e > logtanhn converge car:
el — N
ii) lim, . tanhn = 1;
log(14+x)
=1

i) 0 < tanhn =

)

iii) lim, noté par log(1 + z) "y )

. —2e " —2e72n
iv) tanhn =1+ (tanhn — 1) =1+ — =14+
e" +e " 1 +e2n
0
v) logtanhn ~ f—zz ~ —2e2";

vi) Yo e =3 "(e7%)" converge car e = 2, 71828 - - > 1,

Pour résoudre les probemes de convergence/divergence de séries, on utilisera
fréquemment les concepts suivants:
Soit g € R et f et g deux fonctions définies dans un voisinage V' pointé de

zo. Supposons que g # 0 sur V. Alors on écrit f(z) "= o(g(x)) pour dire
que

lim @ 0

T—To g(:c)
De plus, on écrit f(x) <" g(z), pour dire que

tim L&) 4

2=z g(x)

Lemme 2.7. Supposons que g # 0. Alors

T—2T0

f() =" g(x) + o(g(x)) <= f(z) "~ g(x).

Preuve. Soit f(z) = g(z) + ¢(g(x)) si x — xy. Supposons que g # 0. Alors




D’autre part, si f ~ g, alors

= lim M— = lim ——————~=
= VT
Donc f(z) — g(x) = o(g(x)). Ansi f(z) = g(x) + o(g(z)).

Exemple 2.8. > > (v/n+ 1 — {/n) converge car:

i) v/z fonction croissante en x; donc v/n + 1 > /n;
i) a, == Vn+1—/n= n (w”/”TH—l);
—1

ainsi a, ~ -

i) log(l+z)=ax+06(x);e* =1+x+0(x)siz— 0

iii) ﬁ =(1+ %)1/71 = exp(—log(?%)) = exp(—%Jrf(%))

=exp (5 4+ 0(%5)) =14 5 + o(5)

iv) {/m 1= L+ o(h).

V) @y ~ .

vi) La série ) =5 étant convergente, on en déduit la convergence de > a,.

3. SERIES ALTERNEES

Soit u, > 0. La série Y~ ,(—1)"u, s’appelle une série alternée. On a le
critere de convergence suivant:

Théoréme 3.1 (critere de Leibniz). .

Soit (u,) une suite décroissante de nombres positifs. Supposons que limu,, =
0. Alors la série alternée Y " ,(—1)"u, converge. Si S est la somme de cette
série, alors

S <53 <8< <S5 <5 <5,

En plus, st R, =5 — 5, = Zfzpﬂ(—l)”un est le reste d’ordre p, alors on a

|Rp| < Upyl.

Preuve. Sy,,1 — S2,-1 = U2, — U241 > 0,
Sop — Sop—2 = Ugp — Ugp—1 < 0.
Donc (Ss,+1) est croissante et (S,) est décroissante. Comme

S1 < Sont1 = Son — Ugpy1 < Sap < S0,

ces deux suites sont aussi bornées. Ainsi (S9,+1) et (S2,) convergent. Soit
S = lim,, Sy,. D1 a l'egalité S, 1 = S9, — uopns1 et au fait que ug, 1 — 0, on
obtient que lim Sy,11 = S 4+ 0 =.S. On conclut que (S,) converge vers S et
que So,1 < 5 < Sy, pour tout n.
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En plus,

0> Ry, =5 — Sop > Sopi1 — Sop = —Ugpt1
et

0< Rop1=5— 591 <5 — Sop-1 = ugp.
Ainsi |R,| =[S — S| < upy1.

Exemple 3.2. La série harmonique alternée

> (=" Loyt
— n+1 ~ 2 3 4
. - 1
converge. De méme pour Z(—l) —.
n
n=1

On ne peut pas laisser tomber la condition de monotonie de la suite (u,) dans
le critere de Leibniz:

Exemple 3.3. La série

oo

o
2 e

n=2

est une série alternée, dont le terme général tend vers 0, mais elle ne converge

pas. En effet, soit u, = \/ﬁ+%—1)"3 alors u, > 0 et u, — 0. Notons que
1

1 1 VIt I-1—+2n—1
un—un = —_ =
T o+l V2ntl-1 (Van+1) (Van+1- 1)

(2n+1)—2n 9 1 —9
V2n+14+v2n _ V2n+1+v2n

VIt (Vi I-1  (Van+l) (anii-1) "

1 .
Comme \/2n+1§\/2n+1+\/2n+1et2—m>10nobtlent

1 1 1
(vV2n+1) (vV2n+1-1) = 0ot IyZn+ 1 22n+1)

U2p+1 — U2p =

Donc
2N +1 N 1
_ —1)"u,, >
0 Ly

Ainsi Synyi1 — —oo diverge. Donc la série alternée diverge.

Ceci n’est pas une contradiction au critere Leibniz, car (u,,) n’est pas décroissante:
on a s, < Uz,41 (Voir ci-dessus)
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Exemple 3.4. La série >~ ,(—1)"sinn n’est pas une série alternée, car
sinn oscille entre les valeurs —1 et 1. En effet, si n € | — 7w + 2kw, 2kx]; alors
sinn < 0 et sin € |2km, m+ 2kw[, sinn > 0 (k € Z). Notons que chacun de
ces intervalles [} a une longueure de m = 3,14159- - -; donc il y a au moins 2
entiers dans chaque [j.

Est-ce que cette série converge? Non, car sinn ne tend pas vers 0: supposons
au contraire que sinn — 0. Alors sin(n + 1) — 0. Comme sin(n + 1) =
sinn cos 14+cosn sin 1 on obtient (cosnsin1)? = (sin(n+1)—sinn cos 1) — 0.
Mais (cosn)? =1 — (sinn)? — 1 — 0 = 1. Une contradiction.

4. SERIES ABSOLUMENT CONVERGENTES
Définition
On dit qu’'une série Y a, de nombres complexes est absolument convergente,
si la série Y |a,| est convergente.
On dit qu'une série > a, de nombres complexes est semi-convergente, si elle
est convergente sans étre absolument convergente.

— (=D

La série harmonique alternée E
n

montre qu’il existe des séries semi-

n=1
convergentes.

Théoreme 4.1. Toute série absolument convergente est convergente.

Preuve. Utilisons le critere de Cauchy. Soit ) a,, absolument convergente.
Soit € > 0 fixé. AN e NVn > N,Vp > 0:
an| + |ans1| + -+ |ansy| <e.
Par suite, pour n > N,p > 0 on a:
|G+ Gnyr + - Gnp| < an] + |ana] -+ langy| < e

Donc, d’apres 1.9, > a,, est convergente.

Par exemple > ei:l(;) est absolument convergente pour toute fonction f : N —

R, car le module du terme général de cette série est #, et la série Z#
converge.

Dans la suite, on va établir des criteres de convergence absolue.

Théoréme 4.2 ( critere du majorant/minorant). .
Soient (a,) une suite de nombres complexes et b, > 0,

1) Si |a,| < b, pour tout n > N, et si Y b, converge, alors Y _ a, converge
absolument.

2) Si |lay| > by, > 0 pour tout n > N et si > b, diverge, alors Y a, n’est pas
absolument convergente.
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(voir aussi le théoreme 2.2).

Preuve. (1) D’apres le critere de Cauchy 1.9, Ve > 0 dng > N, tel que
Vn > ny,Vp € N: b4 + -+ + b4y < €. Pour ces indices on aura donc aussi

|an+1| + e+ ‘an+p| <bpg1+---+ bn+p <e.
Ainsi ) a, est absolument convergente.

(2) découle de (1) (contraposée).

Exemple 4.3. ¢ > _, (_712)# converge absolument car le module du terme
1 1

/ / / \ ) .
général est égal a w7 duon peut majorer par .

e Y (—1)"——— n’est pas absolument convergente, car la série Y —1- as-

v/ n(n+1) n+l

sociée au minorant du module |a,,| = —= :

>
n(n+1) — 1l
série alternée converge d’apres le critere de Leibniz. Donc ) (—1)"

diverge. Cependant cette

1
n(n+1)
est semi-convergente.

Rappel:

Soit 7, € R = RU{—00, +00}. R est un ensemble totalement ordonné,i.e.
Vz,y € Ronaxz <youy < z. Toute partie non-vide dans R admet une
borne supérieure et inférieure.

Notation:

limsup x,, = lim sup zy (limite supérieure de la suite (x,))
n—00 n—=00 k>n

liminf x,, = lim inf z; (limite inférieure de la suite (z,,))
n—00 n—oo k>n

On a: liminf x,, < limsup x, et (x,) “converge” vers x € R si et seulement
si liminf z,, = limsup x,, = .

liminf z,, est le plus petit point d’accumulation de la suite (x,) dans R,
lim sup @, est le plus grand point d’accumulation de la suite (x,) dans R.

[exemple: liminf2(—1)" +1 = —1 et limsup2(-1)" + 1 = 3.}

Théoréme 4.4 (Regle de Cauchy, critere de la racine). .

Soit (ay) une suite dans C.

1) Supposons qu’il existe q €)0,1[ tel que /|a,| < g < 1 pour tout n > N;
i.e. limsup {/|a,| < 1. Alors la série Y a, est absolument convergente.

2) Supposons que /|a,| > 1 pour une infinité d’indices n. Alors > a, di-

verge.
3) Silimsup {/|a,| =1 on ne peut rien conclure.

Notons que I'hypothese (2) est satisfaite si par exemple limsup {/|a,| > 1.
Cette derniere condition étant plus forte cependant (voir exemple a,, = 1
pour tout n).
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Résumé:

limsup {/|a,| < 1 = convergence de ) |a,|;
limsup {/|a,| > 1 = divergence de > |a,l;
limsup {/|a,| =1 = 777

Preuve. (1) Vn > N: {/|a,| < ¢ = |a,| < ¢". > ¢" est une majorante qui
converge. Donc > |a,| convergente.

(2) /|an| > 1 pour n = |a,| > 1. Dongc, (a,) ne converge pas vers 0; ainsi
> a, diverge.

(3) an = =,by = =55 |an] — 1 et {/]by| — 1; mais > a, diverge et Y. b,

converge.

Exemple 4.5. Déterminer tous les z € C tel que la série >, (1 + %)n z"
soit absolument convergente.

Soit a,, = (1 + %)nQ 2"

1\" 1
Ve = (1+—=| |2| —elz]| <1l<=|z] < —-.
n e

Donc la série Y~ a, est absolument convergente si |z| < 1 (disque ouvert de

centre 0 et de rayon 1).

Silz] > 1 onae,:=(1+21)"|z2] - elz| > 1. Donc g, > 1 pour presque
2

tous les n. Ainsi |a,| =€ = (1 + )n |z|" > 1 pour presque tous les n. Donc

> an dlverge pour |z| >

n

n
1
e’

Si |z| = = on obtient:

1\" /1\" ) 1 1
lay| =1+ — - = logla,| =n"log|( 1+ — )] +nlog— =
n e n e

= nlolog(1+3) = 1] = nla(} ~§ () +§ () ) = 1] =

Donc |a,| — e~z #£ 0. Ainsi 3" a, diverge.

Théoréme 4.6 ( Reégle d’Alembert, critére du quotient).
Soit (ay) une suite dans C\ {0}.

an+1

(1) Supposons qu’il existe q €]0,1] tel que

< q <1 pour tout n > N;

Qn

7.e. limsu lania| < 1. Alors la série a, est absolument convergente.
|an| n
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an+1

(2) Supposons que > 1 pour tout n > N. Alors Y _ a, diverge.

n

(8) Si lim sup |C|L”+|1| = 1 on ne peut rien conclure.

Notons que I'hypothese (2) est satisfaite si lim inf lanaal 1 Cette derniére

aa]

condition étant plus forte cependant (exemple a,, = 1 pour tout n).

Résumé:

limsup || < 1 = convergence de Y |a,|;

liminf |“| > 1 = divergence de Y |ayl;

limsup |2 =1 = 777

Attention

Il existe des séries Y _ a, qui convergent absolument quoiqu’on a

lim sup %‘ > 1. Voir exemple 4.10.

Preuve. (1) Vn > N : % < qg= lan+1| < qlan| = |anio| < qlayi1] <
¢*|ay|. Par récurrence Vp € N: |any,| < ¢”|ay]|. Ainsi Vn > N:

jan] < (Jaxla™) "
—

n:=N+p
=C

Maintenant >~ C'q" est une majorante qui converge. Donc > |a,| convergente.

(2) Hypothese = |a,| < |aps1] < |apia] < ---. Donc (a,) ne converge pas
vers 0. Ainsi ) a,, diverge.

(3> an:labn:%

Exemple 4.7. Trouver tous les z € C tel que la série >~ ( )z soit absol-
ument convergente.

Soit a,, = (g) 2". Alors

anga] (Y1t il

T T T @)l e

2]

n—+1
= ]
n—2 n-ooo
Donc ¢, < g < 1 pour presque tous les indices n si [z| < 1. (ou bien

limsup g, = |2] < 1 <= |z| < 1). Donc la série > a, converge si |z| < 1.

Si |z| > 1, alors % ntllz] > 2 > 1 pour tout n. Donc la série > a,

2].

diverge.

Comparaison des regles de Cauchy et d’Alembert:
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Theorem 4.8. Soit (a,), a, # 0, une suite de nombres complezes. Alors

< liminf {/|a,| < limsup {/|a,| < limsup

a7z+1
Qp

An+1
Qp

lim inf )

An+1
Qp

Preuve. Soit ¢ = liminf . Sia =0, rien n’est a montrer. Soit donc

a # 0. Choisir 0 < € < a. Hypothese = 9N tel que >a—eVn>N.

Alors, pour ces indices on a:

Ap41
n

Qn

an

Qp, an—1 aN+1

> (a—e)n ),

Ap—1||An—2 an

S Nan| > (a — )/ |an| i/ —=x.
% % =)

Comme /C' — 1 pour tout C' > 0, on a lim inf {/ ay| > a—e. Comme € > 0
est arbitraire, on peut laisser tendre ¢ — 0 et donc

Donc

Qp+1
Qp

liminf {/|a,| > a = liminf

Analogue pour lim sup.

Vn!

Exemple 4.9. Déterminer lim -~

Soit a, = % Alors
any1  (m+1)P 0" (n+1)n"
a,  (n+1)tn!l  (n4 1)t

n " 1 1
n+1 (1+ E)“ e
Ainsi
.. Ap+1 .. . . Ap+1 1
— = lim inf < liminf a, < limsup /a, < limsup =
e ay, an, e

Donc a,, — %

Exemple 4.10. Voici un exemple d’une suite (a,) ou lim {/a, existe, mais

pas la limite du quotient .

n

Soit a,b € R tel que 0 < a < b. Posons ay, = a"b" ! et a1 = a" 16"
Alors
W _ a1/2b1/2—|—1/(2n) N \/%
QHW _ a(n+1)/(2n+1)b(n—|—1)/(2n+1) . \/E

D’ou {/a, — vab. Mais 22 = g et %22~ = b, Donc “2tL n’a pas de limite.
n a2n a2n—1 (29
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En prenant a = % et b= %, on obtient

2 n . 8 . n 4
3= lim inf ] < lim /|a,| = \/g <1 < limsup [@n 1] =3

|an’ ’an‘

Donc la série > a, converge (d’apres le théoreme de la racine de Cauchy),

quoique lim sup % > 1.

On a le rafinement suivant de la regle d’Alembert.

Théoreme 4.11 (Critere de Raabe). .
Soit (ay) une suite dans C\ {0} et soit § > 1.

1) Si¥n > ng on a || < 1 — Q, alors la série a, est absolument
n
convergente.
(2) SiVn >ng on a || > 1 — %, alors la série Y a, n'est pas absolument
convergente.
Attention
Il existe des séries semi-convergentes, quoique |[=| > 1 — %
En effet, prenons a, = (—1)"%. Alors
1 1
|an+1‘: noo_q4_ >1 - -,
|| n+1 n+1 n

Preuve. (1) Hypothese = nla, 11| < nla,| — Bla,| Vn > ny. Ainsi
(6 = Dlan| < (n = Dlan| = nlani].

f>1=0< (n—1)|a,|—n|ani1| = (n—1)|a,| > nlap1] = (n|ani1|)n>n,
décroissante et bornée inférieurement. Donc lim n|a, 1| existe. Ainsi la série
téléscopique > [(n — 1)|a,| — n|a,i1]] converge. Comme

(6 = Dlan| < (n = 1)lan| = nlanil,
la série > (6 — 1)|ay,| converge et donc aussi Y |ay,|.

(2) Hypothese = n|a,+1| > (n — 1)|a,| > 0 Vn > ng. Donc (n|ani1|)nsn,
croissante == nla,1| > € > 0 Vn > ng = |ap41| > = Vn > ny. Donc
>~ |an| diverge, car >- < diverge.

Applications

Proposition 4.12 (séries de Riemann). .
o0
1
Soit o« > 0. Alors la série g — converge si et seulement si a > 1.
na

n=1
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Preuve. Notons d’abord qu’on ne peut pas appliquer les regles de Cauchy

et d’Alembert, car vVn=® = na% — 1 et ﬁ — 1.

Montrons cependant que si a > 1 alors il existe 3 > 1 et ng tel que

n® B
An):=——<1—= Vn>ny.
() (n+1)> — no=
Fixons o > 1 et soit 1 < 3 < . Posons x = 1/n et considérons la fonction
1
r) = —— + (.

Alors f est continiiment différentiable sur [0, oo, f(0) = 1et f(1) =27+ >
1. Comme f'(0) = 8 — a < 0, on voit que f est décroissante sur [0, ] pour
un certain g avec 0 < xop < 1. Ainsi f(z) < 1 sur [0, 2] ce qui entraine que
A(n) + g = f(+) <1 pour n > ny. Donc A(n) <1— g et on peut appliquer
le critere de Raabe pour déduire que > n~® converge si a > 1.

Réciproquement, si 0 < o < 1, alors Z% est une minorante de » nia qui
diverge. Donc Y n™¢ diverge.

5. SOMMATION PARTIELLE D’ABEL

Intégration par parties:
fab wvdr + fab w'dr = (uwv)(b) — (uv)(a)

version discrete:

Proposition 5.1. Soit Sy, S1,52,...,5, € C, ap,a1,...,ap,apt1 € C. Alors

p p
Z Sn(an+1 — CLn) + Z an(Sn — Snfl) = Spap+1 — S()CL().
n=0 n=1

En particulier, st S, = by + b1 + - -+ + by, alors

p p

n=0 n=0
p—1
n=0

Preuve.
p p p
Sj(ajﬂ — CLj) = E Sjajﬂ — E SjCLJ‘ =
J=0 J=0 J=0

p+1

p
‘+T E Sn—lan_E Snan:
=n
J n=1 n=0

p
— Z an(Sn_1 - Sn) + Spap+1 — S()CL().
n=1
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Théoreme 5.2 (Regle d’Abel-Dirichlet). .
Soient a, > 0 et b, € C tel que

i) la suite (a,) est décroissante et lima, = 0;
i) IM >0, Ym>n>0:

b 4 b1 + - -+ bp| < M.
Alors la série " ayby, est convergente et
Vg Ryl < Mag..

Preuve. Soit S, =by+ by + -+ b,,n > 1. Alors

5 ~1

Sp = D om0 @nbn = apSy + 3 01 Sn(an — ant1).

lapSy| < lap] M — 0 sip — o0;

ZZ;%) |Snl(an — an1) <M Zﬁ;é(an — apy1) = M(ag — a,) < May.

Donc la série >~ Sy (@, — a,11) est absolument convergente, donc conver-
gente. ~

On déduit que S, est convergente; i.e. > a,b, converge.

En commengant avec 'indice n = ¢+ 1 < p (au lieu de n = 0), on obtient de
la méme facon que

p
[ ) anba| < |aySyl + Mag.

n=q+1

Avec p — o0, on obtient |R,;| < Magy.

Remarque
(1) Le critere de Leibniz concernant les séries alternées est un cas spécial: En
effet, si b, = (—1)" alors [ 72 b;| < 2. Donc ) bya,, converge si a, \, 0.

(2) La regle d’Abel-Dirichlet est une regle pour étudier la convergence de
séries dont le terme général change le signe ou est non réel. En effet si a,, \, 0
et b, > 0, alors 'hypothese |b, + b, 1+ -+ b, | < M donne immédiatement
la convergence de la séried  a,b,, car

q

q
Sy = Zanbn < aOan < agM.

n=0 n=0
La suite (.5,) est donc majorée et croissante; donc elle converge et on retrouve
aussi 7, < ag1 M.

Exemple 5.3. Soit @ € R. Déterminer tous les # € R pour lesquels la série

o

1 ‘
E ' _enZQ
na

n=1
converge.

Preuve. Soit b, = ¢". Pour n < m on a :

|bn+bn+1+"'—|—bm|: |€ni9+€(n+1)i9+”_+emi9|:
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_ ‘enz‘9| ‘1 +ei9 +€2i9 4. +€(m—n)w‘ _

1 — (m—n+1)i6 .
= ‘ 16 = si e £ 1.
— el
Si 6 ¢ 277, on a
2

b, + b, it oy K ——— = C

| + +1 + + ‘ = |1 - 629|
Donc, d’apres la regle d’Abel-Dirichlet, la série Y >, na e"% converge si a >

0 et 9 ¢ 2n7Z. Cette série est absolument convergente si a« > 1 et semi-
convergente si « € ]0,1]. Comme n™* 4 0 si a < 0, la série diverge dans ce
cas.

Bien stir, on peut remplacer dans ’exemple précédent n=* par a,, si a,, > 0
et a, \ 0.

Corollaire 5.4. Soit (a,) une suite décroissante de nombres positifs tel que
a, \, 0. Alors les séries de Fourier

O
E a, cos(nf) et g a, sin(nd)
n=0 n=0

convergent V0 & 277

Preuve. Utilisons que > (z, + iy,) converge <= >z, et Yy, convergent
(Tn, yn € R) et que €"® = coss +isins, s € R.

6. PRODUITS DE DEUX SERIES
(ap + a1)(bo + b1) = apbo + apby + a1by + a;b1;
(> j=0 @) (bo +b1) = D5 _gajbo + D5 abi;

Za] Zb ZZajbk):ZZajbk:ZZajbk.
=0 k=0 j=0 k=0 j=0 =0 k=0

Ces somme s ecrlvent aussi sous la forme d’une somme double:
n

S = Z Cijk = Z Cijk = Z Cijk.

0<j<n 0<jk<n J k=0
0<k<n

généralisation: soit (a,x)o<;k<n Une matrice carrée d’ordre n + 1 de nombres
complexes. Notons que j est 'indice ligne et k est un indice colonne. Alors
la somme sur tous ces (n + 1)? nombres s’écrit:

= Z Z a;j i (=addition d’abord de tous les nombres dans la k-me colonne,
k=0 j=0
puis addition de ces n sommes)
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ij,/c (=addition d’abord de tous les nombres dans la j-me ligne,

(V%)
[\
I
Mz

=0 k=

puis dd tlon de ces n sommes)
n

ai m—i (=addition selon les diagonales).

&
I
3l M3

E Qp—ii+n—m- Alors S1 = S9 = S3 + Qg

a/071 a072 Ce a/07k ce
ay |ain e ain

m:

S S
a/]70 o« . e o« . e o« . e aj,k, “ o e (]Jj’n,
S S :
Qn0 Qp,1 te e Upk  Ann—1 Qp,n

Si maintenant a;; = a;b; on obtient

n m n—1 m
S = Z a’j Z bk Z Z aibm—i + Z Z an—ibi+n—m
m=0 =0

7=0 m=0 7=0 =0 i=

On a aussi

Z Z apby + Z Z apbq

0<m<n 0<p,q<n n+1<m<2n 0<p,q<n
ptg=m ptg=m

Definition 6.1. Soient >~ a, et > b, deuz séries sur C. On appelle
série produit (ou' somme resp. série de Cauchy) la série Y oo ¢, 0t

n
= E ajbn_j.
j=0

Théoréme 6.1. Si les séries > " a, et Y -~ b, de nombres complezes sont
absolument convergentes, alors la somme de Cauchy

Z ZZ%M

n=0 j=0

L4ans 1a litérature on dit produit de Cauchy



converge absolument et l'on a:

(5 ()
n=0 n=0 n=0
Preuve.

ELL:: a0_+""+'ana*sh _%‘97
Tn=0by+ - +'bn77%/_ﬁ T,
P,=cy+ - +cy.

A montrer que P, — ST.

Cas1Vn:a, >0,b,>0. Douc, >0.

Ona P, <S,1, <ST.

La suite (P,) est croissante et majorée, donc convergente: P, — P.
OnaPnSSnTnngn

colonne colonne colonne

0 Pn n 2n

e

S

ligne n //

ligne 2n

FIGURE 2. sommation lelong les diagonales

Donc en faisant n — oo, on a: P < ST < P. Donc P, — ST.

Cas 2Vn:a, € Cb, €C.

On pose

S;, = lag| + -+ |a,|, S;, — 5,

T/ — Jbo| + -+ [bal, T, — T,
Pl=cy+--+couc =" labnpl

D’apres le premier cas, P — P’ avec P = S"T". Ainsi

|SnTn — Bl :‘ Z apbq| < Z |apby| =

0<p,g<n 0<p,g<n
p+g>n p+g>n

= S'T — P — ST — P =0.
Or, P, = S,T, — (SyT — P,) — ST — 0 = ST.

21
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Donc la série ) ¢, est convergente et sa somme est ST. En plus, |¢,| < ).
La convergence de > ¢, implique donc la convergence absolue de Y ¢,.

Remarque. Si les séries > a, et > b, ne convergent pas absolument, alors

la série de Cauchy peut étre divergente.

Exemple 6.2. a, = b, = (_%_l,n > 1. Alors Y a, et > b, sont sémi-

convergentes. On a

- ~ (=t =y
Cp = apbp_pi1 = =
; prn—ptl Z VP Vn—p+1

Or,pourz e R, z(n—2+1) < (n—|—1) /2 Dot v/p(n —p+1) < (n+1)/2.
AmSl

3

cn| =

> = et
“\/p(n — p+) p:1n+1 n—+1
Donc |¢,| /0. Donc Z ¢, diverge.

FIN DU CHAPITRE 1

Théoreme 6.3 (Regle de Raabe et de Duhamel). Soit (u,) une suite de
nombres strictement positifs. On suppose qu’il existe 3 € R tel que

Unp+1 1 1
=1——=+0(—).
Uy, B+ (n)

Si B < 1, alors la série Y u, diverge;
Si B> 1, alors la série Y _ u, converge;
Si B =1, alors la série converge ou diverge selon les cas.

Preuve.
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2 Intégrales impropres

7. GENERALITES

Soit R[a,b] 'ensemble des fonctions intégrables (au sens de Riemann) sur
I'interval compact (=segment) [a,b]. Par définition, ces fonctions sont tou-

jours bornées sur [a,b]; i.e. Vf € R[a,b], AM > 0 tq. |f(z)] < M Vzx € [a,b].

Definition 7.1. Soit I C R un intervalle quelconque. On dit qu’une fonction
f 1 — C est localement intégrable sur I si elle est intégrable sur tout interval
compact [a,b] C I; notation: f € R(I)c-

Exemple 7.1.

p.ex. I =la,o0[, I =]a,b],I =R etc.

a) Toute fonction continue f : I — C est localement intégrable sur I;

b) Toute fonction monotone f : I — R est localement intégrable sur I;

¢) f € R|a,b] = f localement intégrable sur I = [a, b];

d) La fonction de Dirac d(x) = 1sixz € Q et d(x) =0si x € R\ Q n’est pas
localement intégrable sur R.

e) La fonction 1/x est localement intégrable sur |0, 1].

Proposition 7.2. Soit a,b € R, f : [a,b] — R bornée et f € R(]a,b])ioc.
Alors f € Ra,b].

Preuve. Par hypothese, |f(z)] < M Vz € [a,b]. Soit € > 0. Choisir a’ > a
si proche de a tel que M|a' — a| < /6. De méme, choisir &’ < b si proche de
b telque M|V —b| <e¢/6. On a: f € R(la,b])c = f € R[d',V']. D’apres le
critere de Riemann il existe une décomposition
ZZ{CLIZtl<t2<"'<tnf1<tn=b/}

de [a’, V'] tel que [Sz(f) — sz(f)] < /3, on

Sz(f) = Y02 | supy, f et sz(f) = Y2077 11| infy, f,

et I; = [tj,t;+1] (sommes de Darboux.)
Soit tg = @, tye1 =bet 2/ ={tg <t; < -+ < t, < tyy1} une décomposition
de [a, b]. Notons que pour Iy = [to,t1] on a |Iy||supy, f| < |a' —a] M < e/6.
De méme pour l'infimum et pour I, = [V/,b]. Alors |Sz(f) — sz (f)| <
e/3+¢/3+¢/3=¢€. Donc f € Rla,b).

Proposition 7.3. Soit f € R(I). et soit a € I fixé. Alors la fonction
F(z)= [ f(t)dt, x € I, est continue sur I.

Preuve. Soit xg € I. Montrons que F' est continue en x.

|F(x) — F(x0)| = |/x f(t)dt — /xof(t)dt’ =
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:/f dt‘<} | f(¢)|dt|.

f € R(I)oe = IM > 0,3J =]z 5,x0+5[. f(t)] < M VteJnI. Donc,
pour x € J N[ (=intervalle) on a:

|F(x) = F(xo)| < M|z — xo|.
Ainsi, si x — x, on obtient F(x) — F(zy).
Si f est continue, alors le prop. 7.3 s’améliore:

Proposition 7.4. Soit f : [ — C continue et soit a € I fixé. Alors F(x) =
[T f(t)dt, z € 1, est dérivable sur I de dérivée f; i.e. Vx € I, F'(z) = f(x).

Preuve. Soit ¢ € I. Pour x € I, x # x, on a:

S ) =

f(l“o)

- —— [U0 - ) .

T — Xy

Soit e > 0. fe C(I) = 3J =]zg— 0,20+ 6[: |f(t) — f(zo)| <eVte JNI.
Donc pour x € JN I on a:

Fx) — F(xo)

— f(xo

< / 1) xoydt <.
_:L-Ol

Exemple 7.5. I = R,
1 siz>0
f(z) = { .

0 siz<0.

) M— VF

0 0 ‘

FIGURE 3. primitive non dérivable
Soit R = R U {—o00, +00}.

Definition 7.2. Soient a € R,b € R tels que a < b. Soit I = [a,b] et
f € R(I)e. On dit que l'intégrale impropre f;bf(t)dt est convergente si

= fax f(t)dt, x € I, posséde une limite finie quand x tend vers b, x < b,
Sl n’en est pas ainsi, on dit que l'intégrale impropre est divergente.
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Si la limite lim, ;- F(z) existe dans C U {oo} ou R, on note

Hb
= lim
a a:—>b / f
(c’est la valeur de l'intégrale impropre.)

Chercher la nature d’une intégrale impropre, c’est chercher si elle convergente
ou divergente.

Exemple 7.6. e Discuter la nature de fo T +t2

i) f(t) = Tl est continue sur R, donc f € R([0, 00 )1qc-

ii) [y f(t)dt = arctanz — m/2 si @ — oo.
Ainsi cette intégrale est convergente. Sa valeur est:

o — /2.

0 T+

e Discuter la nature de fo 1+t

i) f(t) = 1—+t est continue sur [0, o[, donc f € R([0, 00[)oc-
i) [ f(t)dt =log(1l+ z) — oo si z — oo.

Ainsi cette intégrale est divergente. Sa valeur est

/°° dt
o 1+t

e Discuter la nature de fol %dt.

i) f(t) = \fﬁ est continue sur [0, 1[; donc f € R([0, 1] )ioc-

1 fo t)dt=2—-2y/1—x —2six— 1.

Ainsi cette intégrale est convergente. Sa valeur est

dt = 2.

1
V31—t
e Discuter la nature de fo dt

i) f(t) = 1— est continue sur [0, 1[; donc f € R([0, 1] )ioc-

i) [ 75dt = —log(l—z) »ocosiaz— 1.

Ainsi cette intégrale est divergente. Sa valeur est fol ﬁdt =
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e Discuter la nature de fooo cost dt.

i) f(t) = cost est continue sur [0, co[; donc f € R([0, 00[ )ioc-
ii) [, cost dt = sinz. Mais la limite de sinz si  — oo n’existe pas. Donc
I'intégrale impropre fooo cost dt est divergente.

Remarque:

De facon analogue on définit les intégrales impropres f(t)dt ou f €

R(]a,b])ioe, a € RU{—00},b € R.

Proposition 7.7. Soient a,b € R et f € Rla,b]. Alors l’intégrale impropre
—b
fa f(t)dt est convergente et on a

;bf at = /f

Preuve. Soit x € [a,b] et F(x t)dt. D’apres la proposition 7.3,
F :a,b] — C est continue. Par sulte F(b) = lim,_,_ F(z).

Proposition 7.8. Soita € R,b € RU{oo} et f € R([a,b])ioc. Soit a’ €]a,b].
Alors les intégrales impropres fa_)bf(t)dt et fa,_)b f(t)dt ont méme nature. Si
elles convergent, alors

—b a’ —b
f(t)dt = / f(t)dt + f(t)dt

Preuve. Découle de la relation de Chasles
/ f(t)dt = / f(t)dt —I—/ f(t)dt
sia<a <.

Definition 7.3. Soient a,b € R et a < b. Si f € R(]a,b])e alors on peut
considérer les intégrales "double” impropres
—b

f(t)dt

—a
On dit qu’une telle intégrale converge si pour un c¢ €la,b[ les deuz intégrales

impropres [ f(t)dt et f:b f(t)dt convergent. La valeur de cette intégrale
double impropre est alors

c —b
f(t)dt + f(t)dt
::f(t)dt est divergente, si au moins une des ces intégrales [ f(t)dt ou
f;bf(t)dt diverge.

Remarque Les relations de Chasles impliquent que la nature et la valeur de
ces intégrales double impropres ne dépendent pas de ¢, a < ¢ < b.
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D’apres la proposition 7.2, les ”vraies” intégrales impropres sont donc

I f t)dt, f € R(] — 00, b])ioc,

f g(t)dt, g € R([a,00[)ioc,

f_}a h(t)dt, h € R(]a,b])1ec non bornée,
jj%ﬁmukeR@ummnmbmma

f:ab F(t)dt, F' € R(]a,b[)i,c non bornée proche de a et proche de b

f_oooo G(t)dt, G e R(] — 00, OODloc;

Dans la suite on ne va pas toujours utilisé la notation f:j f(t)dt, etc, mais

tout simplement fab f(t)dt. Dans tous les cas, on doit d’abord se rendre
compte, laquelle/lesquelles des bornes sont responsables pour que 'intégrale
soit impropre. On les appelera “des bornes critiques” (p.ex. oo ou —oo sont
toujours des bornes critiques.)

Exemple 7.9. o [ := f dx est convergente et

ool—i—2

1/0 1d+/001d
= = T.
12T Ty e

o [,° &dt est divergente car fo dt = lim, g f 1dt lim, (s — 1) =
(Notons cependant que fl Ldt = lim, . f Tdt = lim, .o(1 — 5) = 1
converge).

Remarque Un changement de variable peut parfois transformer une intégrale
impropre en une intégrale ordinaire. Exemple: floo %dl’.
En effet, soit 1 < 2 < oo et F(z) = ['%  On pose u = 1/t. Alors

12
du = —dt/t*>. Donc F(x) = — 11/xdu = fll/xdu — fol du =1 si z — oo.

Rappel: Soit f : [a,b[— C. Alors lim, ;- f(z) existe et est finie <=
Ve > 0dc € a,b: (u,v € [c,b] = |f(u) — f(v)| <e).

Theorem 7.10. (Critére de Cauchy)
Soit a € Rb € Ria < b, f € R([a,b])ioc- Alors l'intégrale impropre
f;b f(t)dt est convergente si et seulement si

Ve > 0,3c € ]a,bl: (u,v € [c,b = ‘/f )dt| < e).

Preuve. Il suffit d’ apphquer le rappel ci-dessus a la fonction F'(x f f(t)
et en notant que |F(z) — F(y)| = | [7 f(t)dt|.
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8. NATURE DE L'INTEGRALE IMPROPRE D’UNE FONCTION POSITIVE

Soient @ € R,b € Ria < bet f € R(la,b])ioe, f > 0. On pose F(z) =
[ f(t)dt. Alors F est croissante: © <y = F(z) < F(y). Par suite, F()
admet toujours une limite quand x — oco. La valeur de l'intégrale impropre
sera donc

—b

f(t)dt = lim F(z) € RU {+o0}.

a T—b~

L’intégrale impropre converge donc si et seulement si lim, ;- F'(z) < o0.

Théoréme 8.1. (Théoréeme de comparaison 1)
Soient f,q : [a,b[— [0,00[ localement intégrable et 0 < f < g. Si lintégrale
impropre fa_)bg(t)dt converge, alors f:b f(t)dt converge. En d’autres mots,

si fa_)bf(t) diverge (i.e. converge vers +oc0), alors fa_)bg(t) diverge.

Preuve. Il suffit de prouver le premier cas (le 2-me étant la contraposée).
Soit a <x <bet Gz fg t)dt. Notons que f < g = F < G. Ainsi, en
faisant x — b7, hmx_w F(z) <lim, ;- G(x) < oc.

Théoreme 8.2. (Théoreme de comparaison II)
Soient f,g : [a,b[— [0,00[ localement intégrable. Supposons que g # 0 sur
la,b] et que f(x) =L g(x). Alors les intégrales impropres f:bf(t)dt et

f;bg(t)dt ont méme nature.

[Attention: il est important que f et g soient positives}

r) = 3 xy €la, b : ‘% — 1‘ < 1 Vz € ]z, b[. Donc,

;()<f() g(az), zo < x < b.

I1 suffit maintenant d’ appliquer le theoreme 8.1 sur [z, b] & ces deux inégalités
pour conclure. D’ou f f t)dt et f _)b t)dt ont méme nature.

9. EXEMPLES
Soit o € R.

U — converge <= o > 1]

Dém.: Soit x > 1 et a # 1. Alors

t=x
xfoﬂrl -1 1

—a+1 -0 a—1

T dt patl

1 t_a —Oé—|—1
t=1

81a>1etf1tg—>oosioz<1.
r—00



29

. X .
Sia =1 alors f; %:logxﬁooswvﬁoo.

bt
2) — converge <= « < 1.
0 t°

Dém.: Soit 0 < x <1et a#1. Alors

N e 1
Lt —a+l -0 1—a
81oz<1etf1@—0>oosioa>1.
Tr—
Sla—lalorsf it — _logzr — oo sixz— 0.
3) Soient (o, 3) € R% La nature de l'intégrale impropre /OO dat est
: : g propre. [

donnée par:

[oz > 1 convergence}; [oz <1 divergence];

£ >1 convergence
a=1et ]
£ <1 divergence.

Dém.: Cas o > 1. Soit &/ €]1, a[. Comme ﬁ — 0sit — o0, on a que

1 1
VE>T: —— < —
t*(logt)? — to

D’apres I'exemple 1), et le théoreme 8.1, f2 5 converge.

log t

/
o

. t .
Cas a < 1. Soit o < o' < 1. Commemﬁooswﬁoo,onaque

1 1
VE>ST: —— > —
t*(logt)? — to
D’apres I'exemple 1), et le théoreme 8.1, f2 Tt) diverge.

Cas o =1. Pour x > 2 on a:

t=x

. (log#)'—* _ (logz)' =P (log2)' ™" i
/ iﬁ 0, = si B # 1
2 t10g?)” | loglogt|/—; = loglogx — loglog2 si § = 1.

+oo sifg<1

(logz)' ™7 = exp((1 — ) loglog ) — {0 si B> 1
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1

Exemple 9.1. ¢ [ = ; sin 1dt converge:

Soit f(t) = + sm 7. Notons que sin 3 L > (0sit > 1. En plus, comme sin z o~ X,

. 3 1 b \. . .
on a: sing A =0 1. D'ou f(t) =5 . Ainsi I converge.

o[ = fg log(cos })dt converge.

Soit f(t) = log(cos1). Comme cos(m/2) = 0, on voit que 2/ et co sont des
bornes critiques. Notons aussi que 1 > Cos(l Jt) > 0sit > 2/m; dou f est
bien définie et continue sur |2/7,00[. Ainsi f < 0.

Etude de [ a la borne 4oc.

cost =1 — ,-l—ﬁ( ),a:—>0,

— f(t) = 10%( 2 T 0())

onalog(1+:1:) :Oa,%:)log(lJra:) =z +o(r)six— 0

d'ou f(t) = —55 + ¢(%). Ainsi, d’apres le lemme 2.7, f(t) ~ —55 si t — o0
(*)-
[ 5 converge = [~ (—f(t))dt converge = I converge.

(*) a vérifier par la régle de 'Hospital:

—sint~ (—t72)
lix log(iit ) i o

1 1 sint™' 1

) cost—1 ¢! 2
Etude de I a la borne 2/7.
Changement de Variable
s=1/t = J = fQ/ t)dt = 7T/2 Mds Notons toujours que I'intégrand
est négatif et que J converge si et seulement si J := fl/ log(cos s)ds con-
verge, car pour 1 < s < 7/2

log(cos s)

c1|log(cos s)| < < o] log(cos s)|.

2

S

Changement de variable: r = § — s = J = fog_l log(sinz)dzx.

Maintenant sinx ~ x si x — 0. Donc, par de 'Hospital:

. log(sinx - .
lim log(sin z) = lim #2£ = lim(cos ) lim —
z—0 logw z=0 = r—0 z—0 SIn x

= 1.

Ainsi fo* log(sin x)dz a la méme nature que fo* log xdx. Prenant pour * p.e.x
la valeur 1. Notons q'une primitive de logx est xlogx — z. Donc

f;logxdx =—1—cloge+e— —1sie—0.
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On en déduit que fo* log xdx est convergente et donc aussi J.

f;/ﬁ t)dt et [ f(t)dt étant convergentes, on conclut que I = fzo/oﬂ log(cos(1/t))dt
est Convergente

10. NATURE DE L'INTEGRALE IMPROPRE D’UNE FONCTION QUELCONQUE

Definition 10.1. Soient a € R,b € R, a < b et f : [a,b[— C localement
intégrable. a) On dit que l'intégrale impropre fa_)bf(t)dt est absolument con-
vergente, si f;b |f()|dt est convergente.

b) On dit que l'intégrale impropre f;b f(t)dt est semi-convergente, si elle est
convergente sans étre absolument convergente.

Proposition 10.1. Toute intégrale absolument convergente est convergente.

Preuve. On va utiliser le critere de Cauchy, théoreme 7.10. f;b | f(t)|dt
converge = Ve > 0 Jc €la, b[ tel que Vz,y € [¢,b], * < y = ff |f(t)|dt <
e. Par suite | [7 f(t)dt| < [7|f(t)dt < e => Dintégrale est convergente.

Exemple 10.2. [ = floo Sltgtdt est absolument convergente, car ‘Smt’ < t2 et

[ #dt est convergente.

Il existe des intégrales impropres qui sont seulement semi-convergentes. Voir
plus tard.

Théoréme 10.3 (Théoréme d’Abel). Soient a € R,b € R, a < b et p :
[a,b[— [0,00] et g : [a,b[— C deux fonctions de classe C' (i.e. continiment
différentiable). On suppose:

1) p est décroissante et lim, - p( ) =
2) IM > 0, Yu,v € [a,b[: | [} 9 )t|<M
(t

Alors l'intégrale impropre fa (t)g

Lfﬂﬁmum4swmu>

)dt est convergente et l'on a:

vV € [a,bl:

Preuve. On pose G(x f g(t)dt pour a < z < b. g continue —= G
différentiable et G’ = g. Integrons par partie:

101 [ pogoi = [ 06 0d = pocok - [ PG

= p(z)G(z) — /x P ()G (t)dt.

Hypothese 2) : |G( )| < M Donc Ip(x)G(z)] < Mp(x) — 0six — b,
De plus, 0 < K(z) :== [ |p/(¢)G(t)|dt < M [T |p/(¢)|dt = —M [ p'(t)dt
= —M(p(z) - p(a))ZM(p(a)—Q())SMp( @).

>0
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K(x) est une fonction croissante majorée. Donc lim, ;- K (z) existe et est
finie. Donc [ p/(t)G(t)dt converge (méme absolument). Donc (10.1) donne:

z —b
/ p(t)g(t) — — [ P(t)G(t)dt.

T—b~ a

Par suite, I'intégrale impropre f;b p(t)g(t)dt converge et on a:

/H p(t)g(t)dt = —/H P ()G(t)dt.
En plus,
/ ) p(t)g(t)dt‘ < / R ' (1)G(t)|dt < Mp(a).

Soit x € [a,b[. En remplacant dans l'inégalité précédente [a, b[ par [x,b[, on
obtient

/ pr(t)g(t)dt| < Mp(z).

Exemple 10.4. Soit o > 0. Discuter la nature de

00 eit
Ia :/ _cudt
1t

Posons p(t) = t7 et g(t) = e*. Alors p/'(t) = —at™@1 < 0; donc p est
décroissante et lim; o p(t) = 0. Soient v > u > 1. Alors

v
/ e“dt‘ = H—ie“}i‘ = |e" — ™| < 2.
u

D’apres Abel, I, est convergente et 1'on a

oo it
2
/ | < =
I A i

D’autre part, I, converge absolument si a > 1 (Notons que |§—:\ = 4).

Conclusion:

I, est absolument convergente <= a > 1,
I, est semi-convergente — 0<a<l

Exemple 10.5. o fooo sint dt diverge, car: fox sint dt = —cosx + 1 n’a pas
de limite si z — oo.

De méme pour fooo cost dt.

o [, sin(t?)dt et [;° cos(t?)dt sont semi-convergentes (intégrales de Fresnel).
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T N f’\t fil A o
/\ / /\‘ : u’; l‘ "'/ \"= H H‘] ,'/
' a

FIGURE 4. sin(t?)

Preuve. En notant que pour u( J,u(t) : [a,b]— R, f_)b[u ) + dv(t)|dt est

convergente ssi f t)dt et [~ "u(t)dt sont convergentes, il suffit d’étudier
[ edt car et = cos(tQ) + isin(t?). On fait un changement de variable:
t =+/s, dt = %=, Donc

2

F(x :/ eitht:/ < ds
=, N

En utilisant 'exemple (10.4), on voit que cet intégrale converge (o = 1/2).

Exemple 10.6. Discuter la nature de I'intégrale impropre

© gin? ¢
I - / it.
tOé
1

Comme |f(t)] < ¢, on sait déja que I, est convergente si o > 1. Soit
0 < a < 1. Notons que sin’t > 0 et que pour 7/6 < t < /2 on a
1/2 <sint < 1; donc

7 2+2k7r k 7/242i7 1
/ Z /242 i
1 to‘

/64257
k k
1 1 s 1 k—o0
> — 2 — 0) > —
= 4;(7r/2+2j7r)a(7r/ ™/6) 2 12;(27r)0‘(j+1)a B

Donc I, diverge si 0 < a < 1.

11. SERIES NUMERIQUES ET INTEGRALES IMPROPRES

Théoreme 11.1. Soitm € N et f : [m, 00| — [0, 00[ une fonction décroissante

(donc localement intégrable). Alors le série >~ f(n) et lintégrale impropre
o0 A

[ f(t)dt sont de méme nature.

Attention: il est important que f soit positive et décroissante

Preuve. Soit k£ € N. Alors notre hypothese implique que pour k£ <t < k+1
ona f(k+1) < f(t) < f(k). En intégrant sur [k, k 4+ 1] on obtient:
k+1

flk+1) < f&)dt < f(k).

k
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f(x)

v

X
m m+1 n n+1

S

FIGURE 5. série et intégrale

On en déduit que pour m+1<n<xr<n+1

S rh) < rae= [ i

Les sommes partielles et [ f(¢)dt étant croissante, on en déduit que " f(n)
et [ f(t)dt sont de méme nature.

Applications:

o0

1

a) séries de Riemann —.
nOé
n=1
Pour o > 0, f(t) =t~ est décroissante et positive; donc on peut appliquer
le théoreme 11.1.
floo t~%dt est convergente pour a > 1 et divergente pour 0 < a < 1; donc

> o0, n~* convergente pour « > 1 et divergente pour 0 < o < 1.

- 1
b) séries de Bertrand Z — .
“—~ n°(logn)”

Pour a > 0 et t > 2, f(t) =t *(logt)~" est décroissante et positive; donc on

peut appliquer le théoreme 11.1.
5 converge pour les mémes

Donc, d’apres 'exemple 3) dans 9, ZZOZQ na(lolgn)

parametres:

[oc > 1 convergencej; [O <a<l divergencej;

£ >1: convergence
a=1et ]
B <1: divergence.
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An inproper integral

Problem 11185, Amer. Math. Monthly 112 (2005), 840. (R. Briick, R.Mortini)

Find all integers p € N = {0,1,2,...} and positive numbers a for which the

integral
0.0} AP
I(a,p) = / log (1 + = I) dx
0 z®

converges.

Solution

We claim that

I(a, p) converges if and only if (a,p) € |1, 00] x N or (a, p) €

First we discuss the behaviour of the integrand at the origin. For a > 0 we
have ‘log (1+ blgixﬂ <log (1 + x~%). Substituting % by ¢, we obtain

! *log (1 +t*
/1Og(1+x—a)dx:/ %dt,
0 1

and this integral is convergent. Hence, our integral I(«, p) converges at 0 for
every a > 0 and p € N.
Now we discuss the behaviour at infinity. Since lim

t—0

log (141)

— = 1, we see that

at infinity

A(z) = log (1 + =: B(z).
xO{

Hence fl x) dx converges absolutely if and only if fl (x) dx does. Note

that by Rlemann s convergence test [ |B(z)|dz < [[¥ % < oo whenever

o > 1. Hence, [ A(x)duz is absolutely convergent for a > 1.

Now suppose that 0 < o < 1. On the intervals J; := [” + 2k7r 5+ Qkﬂ

k > 1, we have |sinz| > 5 and 2 > 1. Hence s’ > pr > 3 (k+1) Therefore

sin” :C) sin? x
laY)

1 27v
| B(z)|de = 3
5 3 k+1

Since [ |B(x)|dz > 3772, [, |B(x)|dz, we see that [~ |B(x)|dx and henee

[ 1A(x)| da diverges (absolutely) for 0 < a < 1. In particular, [ Alz) da
diverges whenever p is even, since in that case |A(z)| = A(x).
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To continue, we may thus assume that p = 2n + 1 is odd. We use that for
2n+1

every a > 0 and n € N the integral fl l—xdas converges. Indeed, let

s su;a Ldt and let F), be a primitive of sin™ ¢ with F,,(1) = 0. For

m odd, F,, is periodic, hence bounded. By partial integration we obtain
Fy, T Foniq(t
Lo () = L()Hé/ Fonni®) 4

xro toz—i—l
and we conclude that I5,.1(x) converges as x — o0.
Now we use the Taylor development

m—1 N1 _1\ym—1
og (14w = Y- Tt (14 ()
k=1

where ¢ is a continuous function of u and €(0) = 0. In particular, |e(u)] <1

whenever |u| < § with § > 0 sufficiently small. Now, we set v = u(x) =

Sin2n+1

———, where x > 0 is so large that |u| < §. Then for sufficiently large real

numbers M > N, we have
M . on+1 —1 k=1 M /. _: 2n+1 k
—1
1::/ log(Hsm_f)dx: (=) / (_) oz
N T 1 k N T

(_1)m—1 /M Sin2n+1 T
-_ _ 1 ) dx = g I I
+ - povs ( + 8 Tr = kTt

N

3

(]

S .
Il

Choosing m € N such that ma > 1 and (m — 1)a < 1, the boundedness of
e(u) yields the absolute convergence of the last integral I,,. If % < a <1,

then m = 2 and hence [ = I} + 72 But I; and fg converge, and hence [
converges. If 0 < a < %, then m > 3 and at least a third integral I, above
appears. That integral is divergent, since the exponent of the sin is an even
one (note that by the choice of m, the exponent of x is still at most 1). Since
all those divergent integrals I, come up with the same sign, we finally get
the divergence of Iy + Is + -- -+ I,,,_1, and thus [ diverges.

Finally, we note that the example p = 1 and a = yields examples of
functions f and g such that at infinity, f ~ ¢, but for which fo x)dx

diverges and fo x) dx converges, namely f(x) = log (1 - bf/lg ) and g( ) —

sinx

NG

FIN DU CHAPITRE 2
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3 Suites et séries de fonctions

12. CONVERGENCE SIMPLE/CONVERGENCE UNIFORME

Definition 12.1. Soient ACR et f, f, : A — C des fonctions.

i) On dit que la suite (de fonctions) (f,) converge simplement vers f sur A
siVr € A la suite numérique (f,(x)) converge vers f(x). Notation: f, — f.
ii) On dit que la suite (f,,) converge simplement sur A s’il existe une fonction
f:A— C telle que f, — f simplement.

Si (f,) converge simplement, alors la limite est unique.

Quantification:

fu — [ si [VE >0, Ve € A, Ing = ng(x) :} (\fn(x) — f(x)] <e, Vn > no(a:)).

Rappelons que ||f||« := sup{|f(z)| : © € A} est la norme du suprémum de
f:A— C. Notons que ||f||oc € RT U{oc}. Dans le cas ou le supremum est
fini, on a les inégalités triangulaires suivantes:

11l = Hgllso] < N1f + glloo < 1flloo + 1glloc-

Definition 12.2. Soient AC R et f, f, : A — C des fonctions et soit
on = || fu = flleo = sup|fulz) — f(2)].
€A
i) On dit que la suite (de fonctions) (f,) converge uniformément wvers f sur
A, st o, — 0.
Notation: f, il f ou f, il f oullfn— fllee — 0.
ii) On dit que (f,) converge uniformément sur A s’il existe une fonction

fiA—C telle que f, "™ f.

Quantification:

£ (Ve > 0.3m €N, Vi € A7) (fula) = f(@)] <<, ¥ 2 mo).

Bien str le ng dépend aussi de €.
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FIGURE 6. interprétation géométrique de la convergence uniforme

Pour f,f, : I — R, f, o f veut dire que pour tout n > n(e) le graphe de

fn se trouve dans le tube

{(wy) R wel flx) —e <y < flw) +e}

Proposition 12.1. La convergence uniforme entraine la convergence simple.
Preuve. ||fn — flle 2= 0=Vz € A:|f.(z) — f(z)| < ||fr — fllec — 0.

La réciproque n’est pas correcte:

0 sizel0,1]

Exemple 12.2. A=1=[0,1], fu.(x) = 2", f(x) = L )
six =1

Alors f — f simplement mais pas uniformément sur I, car:
lim f,,(z) =limz" =0si 0 <z < 1, f,(1) = 1. Donc f,, — f. Mais

On = |[fn = fllos = sup [fu(z) = f(z)] = sup [z"]=1.

0<z<L1 0<z<1
Donc o, /4 0.
Exemple 12.3. A = [0,a] ou 0 < a < 1, fu(x) = 2", f(z)=0,0 <z < a.
unif.

Alors f, — f.

Dém.: 0, = supg<,<, | fu(7) — f(2)] = maxpq |2"] = a" — 0.

Théoréme 12.4 (critere de Cauchy pour la convergence uniforme).
Une suite (f,) de fonctions de A dans C converge uniformément sur A <=
Ve >0, Ing e N, Ve € AVm >n>ng: |f(x) — ful2)] <e.

Notation || frn — fnlleo — 0 si m,m — 0.
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umf

Preuve. ‘=" f, —
Vee A,Vm >n>ng:

[fm(@) = fu(@)] < |f(2) = f2)] + [f(2) = ful2)| <e/2+e/2=c¢.

“«<=" On suppose que ( f,) satisfait au critere de Cauchy. Prouvons d’abord
que (f,) converge simplement. Soit ¢ > 0.

Hypothese = Ing, Ve € A,Vm >n > ng : |fm(x) — fu(z)| < e. En utilisant
le critere de Cauchy pour la convergence de suites numériques, on conclut que
Vo € A, lim f,,(x) existe. Notons cette limite par f(x). Comme Ym > n > ny

| fin(7) = fal@)] <,
on peut laisser tendre m — oo et on obtient:

vn > mng [ f(z) = fulz)] < e

f=Ve>03ng,Vn>ny:||fu— fllo <e/2=

Mais x € A est arbitraire et ny ne dépend pas de x. Donc

Vn > ng :sup | f(z) — f(2)] < &
r€A

e f, " f.
Proposition 12.5. Soient f,, g, : A — C. Si (f,) et (g,) convergent uni-

formément sur A alors (f, + gn) converge uniformément sur A.

Proof. Comme ||f||s est une norme sur I'espace vectoriel des fonctions de A
vers C, on a:

an+gn_ (fm"‘gm)Hoo < an_meOO"‘ ||gn _gmHoo — 0
sin,m — o0. ]

Tandis que le produit f,g, de deux suites de fonctions simplement conver-
gentes converge, le produit f,g, de deux suites de fonctions uniformément
convergentes n’est pas nécessairement uniformément convergent:

Exemple 12.6. Soit fn( ) =z + +. Alors (f,) converge uniformément vers
[n

x sur R, mais ni (f7), ni (£) n’est uniformément convergente. En effet:

1 2z
£20) = = |5+ 2| = swplfE = o] = o0 o0

n n R

De méme
fn(2) — 0, Vx e R,

n
mais

| =00 4 0.

sup |
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13. CONVERGENCE UNIFORME ET CONTINUITE

L’exemple 12.2 montre que la limite simple d’une suite (f,) de fonctions
continues n’est pas nécessairement continue (ici f,(z) = 2",0 < x < 1). Ce
phénomene n’apparait pas si la convergence est uniforme:

Proposition 13.1. Soit A CR,a € A, f,: A — C continue en a. Supposons

unif. .
que sur A, f, — f. Alors f est continue en a.

Preuve. Soit 0, = || fi — fllco = supgea |fn(x) — f(z)] et € > 0.

unif.

fo = f=3ngVn >mny:0, <e/3.
Pour z € A on a:

|f(z) = f(a)| < [f(x) = fuo(2)| + | fao (@) = [ro(@)] + [ fry(a) — f(a)] <
200, + | fno () = fno(a)].

fno continue en a = 36 > 0Ve € ANJa—9d,a+0[: |fu,(x) — fu,(a)| < /3.
Donc, pour tous ces x on obtient:

[f(x) = fla)] < 2¢/3+¢e/3 =¢;

i.e. f est continue en a.

Corollaire 13.2. Une limite uniforme d’une suite de fonctions continues est
une fonction continue.

Le résultat suivant est utile si on veut montrer que certaines suites ne sont
pas uniformément convergentes.

Proposition 13.3. Soit (f,,) une suite de fonctions continues uniformément
convergente vers f : A — C. Alors pour toute suite (x,) dans A avec lim x,, =

x € A on a: lim, f,(x,) = f(z).

Preuve. |f,(v,) — f(z)] < [fa(zn) — f(@n)| + [ f(20) = f(@)] <[ fo = flle +
| f(zn) — f(z)] = 0+0=0sin— oo.

Application: A = [0,1] et f,(x) = 2". Alors (f,) n’est pas uniformément

convergente sur A, car pour ¥, = 1 — = a > 0, on on que x, € A pour n

suffisament grand, z, — 1, mais f,(z,) = (1 — %)n — e # f(1).

Theorem 13.4 (1 théoreme de Dini). Soit I = [a,b] un intervalle com-
pact et (f,) une suite de fonctions continues. Supposons que cette suite soit
décroissante; i.e. fni1(x) < folz), Yo € I, et qu’elle converge simplement
sur I vers une fonction continue f. Alors la convergence est uniforme.

Preuve. Considérant la suite (g,) ou g, = f, — f. Alors g, est continue,
0 < g1 < gp et limg,(x) = 0 pour tout z € I. Fixons ¢ > 0. [ compact
—> M, := max; g, existe. Soit x,, € I tel que g,(z,) = M,. [ compact
—> Ja € [ et une sous-suite (x,,) de (z,), telle que lim z,,, = a. Soit ky € N
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si grand tel que 0 < g, (a) <e. Comme g,, est continue, il existe § > 0 tel
que gp, () < gn, (a)+e pour tout = € I satisfaisant |x —a| < 6. Soit k1 > ko
tel que |z, —a| < 0 pour tout k > ky. Ainsi, pour tout n > ng, > ny,, et
pour tout x € 1

In\ In \
0 <gn(r) < Ini, (z) < Ini, (xnkl) < G, (xnkl) < Gny, (a) +e<e+e=2e

Donc ||gn||s0 < 26, ¥n > N(g) = ny,.

2™M¢ démonstration:
Soit « € I et pour tout r > 0 notons B(z,r) =]z —r,x 4+ r[NI. Soit € > 0, comme f,, converge simplement
vers f, on a

Veel, In, €N, |fn, () — flz)] <e.
Par continuité de la fonction f,, — f, on a
Ve el, Ir, >0, Vt € Blx,ry), |fa,(t)— f(t)] <e.

On a un recouvrement du compact I par les boules (B(z,7:))zer, on peut donc en extraire un sous-
recouvrement fini (B(z,74,))ie{1,...p}- Notons N = sup;eqq, ) Na,- Alors pour n > N et x € I, il existe
io € {1,...,p} tel que x € B(wjy, 1y, ). La suite f,, étant décroissante, on a

0< fulz) = fz) < fn(@) = f(2) < fo,, (2) = f(2) <é,

.....

d’out le résultat.

3™¢ démonstration:

Fixons € > 0. Soit E, = {z € I,|f,(z) — f(z)] > €, Vn > p}. Comme (f,,) est décroissante,
By ={z €T, fule) — f(z) > &, ¥n > p}

et Epp1 € Ep,. E, est un fermé inclus dans U'interval compact I; donc E, est compact. Comme (f,,) converge
simplement vers f, ﬂ;ozl E, = 0. La compacité de E, implique qu’il existe py tel que Ep, = 0. Ainsi

Ve el,vn=po: |fu(x) = f(z)] <e

Donc (f,) est uniformément convergente.

Theorem 13.5 (2™ théoreme de Dini). Soit I = [a,b] un intervalle compact
et (f,) une suite de fonctions continues. Supposons que chaque f,, soit une
fonction décroissante; i.e. fo(x) > fu(y), Yo <y avec x,y € I, et que (f,)
converge simplement sur I vers une fonction continue f. Alors la convergence
est uniforme.

Preuve. Par hypothese: © <y = f,(z) > f.(y) = f(z) > f(y). Ainsi f
est décroissante. f continue sur le compact I = f uniformément continue
sur [; i.e.

Ve>036>0Vu,vel:[lu—vl<d=|f(u)— fv)] <€l
Soit {a = #1 < z2 < --- < x, = b} une décomposition de I telle que
|z; — 41| <6 Vj=1,...,p— 1. Notons que lim,, f,(zx) = f(xx). Donc
Vi e {1,...,p}, Inge,Vn >ng: |f(zg) — fulzr)] <e.

Soit N := mWAX 7y, N > Netx el Ilexiste j € {1,...,p— 1} tel que
<k<p

r € [xj,x41]. Alors, d'une part

f@)=fulz) < flag) = ful@jen) = [ (@) = fulag) [+ (25) = f2500)] < 26,
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et d’autre part

Done, ¥n > N : [[fo = fllec = super [ fu(z) = f(2)] < 2.

14. CONVERGENCE UNIFORME ET NORMALE DE SERIES

Definition 14.1. Soit Y~ f, une série de fonctions f, : A — C. Alors

(1) >°0° o fn converge simplement sur A si la suite (S,) de ces sommes par-
tielles converge simplement sur A.

(2) >0 fn converge uniformément sur A si la suite (S,) de ces sommes

partielles converge uniformément sur A.

(3) >0~ fn converge normalement sur A, si Y ||fulleo converge.

Proposition 14.1. Soit > f, une série de fonctions qui converge simple-
ment vers f : A — C. Alors la convergence est uniforme si et seulement si
[Rullo — 0, ot R,y =22\ fj est le reste d’ordre n de la série.

unif.

Preuve. Découle de S,, = f <= ||Rul| = ||Sn — fl]oc — 0.

Proposition 14.2. Une série Y f,, converge normalement sur A si et seule-
ment si il existe une série numérique convergente Y v, a termes positives
telle que

vn > TL(),VLU € A7 |fn(x)‘ < Q.

Preuve. Découle du théoreme de comparaison, car |f,(z)] < a, Vo € A
implique que || fy||eo < .

Proposition 14.3.

(1) La convergence uniforme de > f, entraine la convergence simple de >’ fr;
(2) La convergence normale de Y f, sur A entraine la convergence absolue
de > | fn(x)| pour tout x € A;

(8) La convergence normale de Y f, entraine la convergence uniforme de

SoIful sur A.

(4) La convergence uniforme de > |f,| entraine la convergence uniforme de

> fn sur A.

Preuve. (1) découle de la Proposition 12.1
(2) découle du fait que | f,,(x)| est majoré par || fu|| €t que > || ful|so converge
(théoreme de comparaison 2.2).
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convergence absolue
de 7 fiix) pour tout x

M

convergence
normale sur A Lfn

\ convergence

uniforme sur A

convergence
simple sur A

FiGURE 7. Convergence normal, uniforme, simple, absolue

(3) On utilise le critere de Cauchy 12.4. Soit S, = > 7_|f;[. Alors pour tout
r € Aetm>n

|Sn(x) — Si(z)| = Z |fi(@)] < Z [ filloo = Amn

et donc

HSn - Sm”oo S Am,n-
Notons que d’apres le critere de Cauchy 1.9 pour la convergence de séries
numériques, A,,,, — 0 si m,n — oco. Donc ||S, — Si||sc — 0 si m,n — oc.
Ainsi (S,,) converge uniformément.

(4) Soit (S,) la suite des sommes partielles de > f,, et (7},) celle de > | f,|.
Pour tout x € A et m > n on a:

[Sul@)=Sw(@)[ =1 Y file)l < Z |1z |<8up Z |fi(@)| = [Tn=Tnllc-

j=n+1 j=n+1 J =n+1
Alors
HSn - SmHoo S ||Tn - TmHoo-

Le critere de Cauchy 12.4 s’applique maintenant.

Proposition 14.4. Si Y f, converge uniformément sur A, alors (f,) con-
verge uniformément vers 0 sur A.

Preuve. Supposons que |5, — S||oc — 0, ou S est la valeur de la série Y f,.
Alors || falloo = [1Sn4+1 = Shlloo < |[Sn+1 = Sloo + [[Sn = Slec — 0.

Exemple 14.5. ¢ A = R, > = converge absolument sur R, mais pas

uniformément. En effet, > 5 2] — |z >~ L converge. Mais f,(z) = Lf—Q‘ ne tend
pas vers zéro uniformément sur R, car sup,g fn(z) = oco.
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Sll’l
° > T converge normalement sur R, car

sin(nz) 1
sup B) =
reR n n
et Y = converge.
(Notons que pour z,, = 4= on a |f,(2,)| = =5, o fy(z) = Smég”).)

Exemple 14.6. La convergence uniforme et absolue n’entraine pas nécessairement

la convergence normale:

1 sin<r<n+1

A= [LOO[? fn(x) - {x

0 sil<x<netx>n+1.

L gi1i<z<n+1 .
Alors Sy,(z) = fi(x) + -+ fulz) = 8 G ; ot 1 . D’ou S, (x) — %

Vaz > 1. Donc la série Y f.(z) converge simplement (et absolument) sur
[1,00[. Pour m > n on a:

% sint+l<z<m+1

1 1
x %
n fl+f2++fn 5m-Sn
1 n n+1 1 n n+1

FiGURE 8. L’hyperbole

{O sil<z<n+letx>m+1

m m+1

Done Sup,e oof |90 () — Sm(x)| = -5 — 0. Par suite, ) f, converge uni-
formément sur [1, ool

D’autre part, || follso = sup =1 [fa(2)] = 1 et 3 || fulloo = X + diverge (série
harmonique). Ainsi, Y f,, ne converge pas normalement.

Exercice Montrer que les séries suivantes convergent uniformément sur R et
déterminer leur somme:

f(x)zz<1+x2) ’ g(x)zz(x2+k)(x2+k+1)'

Est-ce que la convergence est normale?
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solution (a) q := ’1 fx2’ < 3 = f normalement convergente = f uni-

formément convergente et

1 1+ 22
J(w) = -2, 1+a2—2a
1422
(b)
‘ x - 1 1
S”(x)_kzl @2+ k) 22+ k+1) _;x<x2+k_x2—l—k—i—l>

1 n 1 T S()
=x| - — = S(x).
2+n+1 2241 x2+1

Comme
A(z) = [Sulw) = S(2)| = ﬁ' < sup ﬁ‘
et
2
% (ﬁ) = (;12+x1)2 =0« =0x,:=+Vn+1,
Az, = v+l = ! — 0

2n+1) 2vn+1

et donc la convergence de la série g est uniforme.

r ||
< .
(22 + k) (22 +k+1)| — (22 +k)k

d k — 22
_( * ):—CIj =0 < 1=z, =+Vk.

fk(:c) =

de \ 2>+ k (2 + k)2
\/E 1
<X :
file) < 2k 2kvVEk

P —%i@ étant convergente, on en déduit que le convergence de la série g est
normale.

Théoreme 14.7. Soit f, : A — [0,00[ une suite de fonctions positives.
Supposons que pour tout x € A, (f.(x)) est décroissante, i.e. fni1(x) <
fu(x). Alors Y07 (=1)"f, converge uniformément sur A si et seulement si
| fulloo — 0. En particulier, si A est un intervalle compact, et f,, est continue,
alors Y~ (=1)" f,, est uniformément convergente si lim f,(x) = 0 pour tout
x el

Preuve. i) Supposons que lim||f,||loc = 0. Alors lim f,(x) = 0, Vo €
A. D’aprés le critere de Leibniz 3.1 (chapitre 1), > (=1)"f,(x) est sim-
plement convergente et |R,(x)| < f,y1(x). Ceci entraine que |R,(z)| <
suPjca fyr (1) = Iyl €t ainst (| Byl < [lfyillo — 0. En utitisant
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la Proposition 14.1, on peut conclure que » (—1)"f,, est uniformément con-
vergente.

ii) La réciproque découle de la Proposition 14.4. Le reste est alors une
conséquence du théoreme de Dini 13.4.

15. INTERVERSION DE LIMITES

Dans I'exemple suivant la Proposition 13.3, on a vu que si f est la limite
simple de la suite de fonctions f,(x) = x", alors

0 = limlim f,(z) # lim lin% folz) = 1.

x<l

Un tel phnomene n’apparait pas, si la limite est uniforme:

Theorem 15.1. Soit I C R un intervalle, a € I, f,, f : I — C. Supposons
que (f) tend uniformément vers f sur I et que ¢, := lim,_, f,.(x) existe et
est finie. Alors

lim f(z) = lim £,;

i.e.
lim lim f,,(z) = lim lim f,(x).

r—a n n r—a

(Notons que a pourrait étre £ infini.)

Preuve. i) Prouvons d’abord quef(z) a une limite quand x — a. Soit £ > 0.
£ f=3INeN, Vn>N, Voel: |fu(z) — f(x)| < &/3. Fixons un tel

N. Comme lim,_,, fx(z) existe, on a d’apres le critere de Cauchy: si a € R,
36 > 0,Vz,y € INja — b,a+ 0], (|lr —y| < 6§ = |fn(z) — fn(y)] < e/3.

Si a = +00, on choisi M > 0, tel que Vx,y < —M ou Va,y > M (\a: —y| <
0 = |fn(z) — [n(y)] <e/3.

Pour ces x,y an obtient donc:

[f(@) = f(y)| < [f(@) = fa @)+ () = In@)+ () - fy) <3-¢/3=¢

Ainsi £ := lim,_,, f(z) existe.

ii) Montrons que lim ¢,, = /.
Rappelons que VYn > N, Vz € I : |f,(z) — f(x)| < ¢/3. Fixons n > N. En
faisant * — a, on obtient

/32 lim |f,(x) = f(@)] = |lim fy(x) — lim f(@)] = |6, — €.

Ainsi Vn > N : |¢, — ¢| < ¢/3. Donc lim¥¢,, = {.
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Corollaire 15.2. Soit I C R un intervalle, a € 1, f,, f : A — C. Supposons
que " fn converge uniformément vers f sur I et que €, = lim,_, fn(x)
existe et est finie. Alors la série Y~ {, converge et

i 3,0 = 3
n=0 n=0
1.€.
(0.} 0
lim | fulw) =) lim fi ().
n=0 n=0
Preuve. On applique le théoreme d’interversion a la suite S, = fo+-- -+ fa..

16. INTEGRALES, DERIVEES ET CONVERGENCE UNIFORME

Soit f : J — R une fonction bornée sur l'intervalle J = [a,b]. Alors oscy f =
supy f —inf; f est 'oscillation de f sur J.

Rappel du critere de Riemann

f : la,b] — R bornée est intégrable au sens de Riemann, notée par f € Rla,b],
si et seulement si Ve > 0 3 décomposition {.Jy,...,J,} de J tel que

n

Z(OS% O <e.

1=1

aire .2 = L oscy(f) Ui
i=1

i Jo Jz Ja I p

FIGURE 9. interprétation géométrique du critere de Riemann

Lemma 16.1. Si ||g — G||x < &, alors |oscy g — oscy G| < 4e.

Preuve. Jz € J telque inf; g > g(z) —e et Jy € J tel que sup; g < g(y) + €.
En plus, G — ¢ < g < G +¢€. Donc

oscyg < (9(y)+e)—(9(x)—¢) = g(y) —g(x)+2e < (G(y)+e)—(G(x) —¢)+2¢
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=4de + G(y) — G(z) §45+squ’—ir}fG’=45+ostG’.
J
En échangeant g et G on obtient |osc; g — osc; G| < e.

Théoréeme 16.2. i) Soit a < b. Si une suite f, : [a,b] — R de fonctions
intégrables converge uniformément vers une fonction f, alors f est intégrable

et on a: ) ,
/ Fu(t)dt — / F(t)dt

ii) 1l existe des suites de fonctions intégrables qui convergent simplement vers
une fonction f et pour laquelle f n’est pas intégrable.
iii) Il existe des suites de fonctions intégrables qui convergent simplement

vers une fonction intégrable f mais pour laquelle fol fu(t)dt 4 fol f(t)dt

Preuve. i) Soit e > 0. f, 5 f = IN € N |[fo— s < /(8I|) ¥ > N.

fv € Rla,b) = 37 ={a=11 <x9 < --- <z, =b} tel que
~1

(oscr, fv)|1;] < e/2,
1

i

<.
I

ot I; = [z, 2j41]. Comme |oscy, f — oscy, fy| < g7 on obtient

8|f|
p—1

Z oscy, f)|1;] < Z <OSCI v+ 8|I|> |25

J=1

4e

I <

p—1
Z oscr, fn)| L] + =
7=1

Donc f € Rla,b]. En plus,

/fn dt—/f ‘ /\fn (t)]dt <

(b—a) sup |fu(z) = f(z)] — 0.

a<z<b

ii) Soit (r,) une énumération des nombres rationnels dans [0,1] (i.e. r: N —
QnNJ0,1],n — 7, est une bijection). Soit,

ot see{n )
fn() {o siz € [0, 1]\ {r,..., 7}

Alors f, € R[0,1], fu(xz) — d(z), ou d est la fonction de Dirac

)1 sizeQnl0,1]
d(x){() siz e 0,1\ Q.

Cependant, la fonction d n’est pas intégrable au sens de Riemann.
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iii) Soit

An’x si0<z<(2n)t
fo() =< 4n(1 —nx) si (2n) <z <nt
0 siz>nt

2n

:i|4'

FiGure 10. Un triangle

AlorsVz > 0: f,(x) — f(x) = 0, mais fol fo(@)dz = L(2n) =2 fol f(x)dz.

Corollaire 16.3. Soient a,b € R,a < b. Si une série > f, de fonctions f,
intégrables sur |a,b] converge uniformément sur |a,b], alors la somme S est
une fonction intégrable sur [a,b] et on a:

/ab (i fn(t)> it — nf:o </b fn(t)dt) |

la série de nombres complexes figurant au second membre étant convergente.

Preuve. f, € Rla,b] = S, = fo+ fi +- -+ fn € R[a,b], Par hypothese
unif.

S, —S. Donc, en vertue du théoreme 16.2, S € R[a, b] et

/abS(t)dt 182 lim /ab Sn(t)dt = lim [/b (zn: fp(t)> dt]

- lim (zn: / b fn(t)dt> _ i; / e

Théoréme 16.4. Soit I C R un intervalle et f,, € CY(I). Supposons que

i) (fn) converge simplement sur I vers f;
i) (f)) converge uniformément sur I vers g.

Alors f € CY(I) et f' =g i.e

(ligLn fn(x)>/ = lim f () ¥z € I
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Preuve. Soit a € [ fixé. Alors I'hypothese f), g g et f! continue impliquent

que g est continue et que Vr € [

(16.1) 1171Ln/x £ )dt ' /x <1i£nf,g(t)> dt = /;g(t)dt.

En vertue de la proposition 1.4 du chapitre 2, la fonction G(x f g(t
est dérivable sur I et G'(x) = g(z).
Mais

lim [ f1(0)dt = lm (o)  fula)) = f(a) ~ f(a).
Donc (16.1) entraine que f(x) — f(a) est aussi différentiable et que f'(z) =
g(x).

Remarques (1) Dans I’hypothese i) du théoreme 16.4, il suffit de supposer
que (fn(a)) converge pour un seul a. En effet,

) = ula)+ [ fu0as

converge d’apres (16.1).

(2) Si on suppose en plus que I est borné, alors les hypotheses du théoreme
16.4 impliquent que f,, converge méme uniformément vers f. En effet, pour
T > a,

Falz) — F(@)] < | fula) - \+/|f (t)]dt =

) = @)+ [ 14206 - o0l

<e/2+4+ (z—a)e/(2]I]) =
si n > ng, ng indépendant de x.

(3) Le résultat ci-dessus n’est plus vrai si on remplace la convergence uniforme
de (f) par la convergence simple, méme si on suppose que g soit continue:

Exemple 16.5.

) pntl 2
= — 0<z<1
fulz) =m <n+1 n+2>’ =T =
Alors f,(x) — 0 si z € [0,1] (notons que la série >~ nHa”le converge
pour |a| < 1; donc n?a™! — 0), et f,,(1) = n?(ni1 ni2) n2m — 1.

Ainsi, f,(x) converge simplement vers f(x) = 0siz € [0,1] et f(1) = 1. Donc
f est discontinue en 1, et par conséquent, f n’est pas différentiable en 1. Mais
(f}) converge vers une fonction continue car f;(z) = n? (2" — z"*!) — 0 pour
z € [0,1].
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Corollaire 16.6. Soit I C R un intervalle et f, € C*(I). Supposons que
i) Y "o fn converge simplement sur I vers S;
W) Y oo [ converge uniformément sur 1.

Alors S € CI(I) et

(0.} / o0
() -3
n=0 n=0
Preuve. Appliquer le théoreme 16.4 a la suite S,, = fo+ -+ fn.
Exemple 16.7.

Soit f,(z) = E25 Alors f,(x) = (—1)"e 18" et
(_1)n+1 logn

nx

fo(x) = (=1)"(—logn)e *18" =

Notons que | f,,(x)| = n~7; ainsi (| f,,|) est une suite décroissante et lim f,,(z) =
0 Vz > 0. Donc, en vertue du critere de Leibniz, Y f,(x) converge simple-
ment sur |0, col.

Etudions maintenant la convergence de »_ f/ (x). Pour x > 0 fixé, considérons

u(t) = k;% . Alors

() = t(1/t) — (logt)at® 1 _1- xlogt

th t:r—i—l

Donc v/(t) < 0 <= 1 —zlogt < 0 < logt > % &= t > er. La suite

(If7(z)|) est donc décroissante (en n) pour n > exp(2).

Mais on a aussi que lim f/ (z) = 0 pour tout z > 0.

1/n
zn*—1 T zn®

Utiliser la regle de 'Hospital: lim, o | £ (2)] = limy, 0

Ainsi, en vertue du critere de Leibniz, > f/(x) converge simplement sur
10, o0l

On va montrer maintenant la convergence uniforme de ) f/ sur [a, 0o, ou
a > 0.

Soit a > 0 fixé. On a 0, 1= sup,s, |f1(x)] = sup,=, 1‘;%" = l(jlga", car n-
une fonction décroissante (en x). Mais o, — 0.

x

est

Donc, d’apres le théoreme 14.7, > f converge uniformément sur [a, co[. En
vertue du corollaire 16.6 appliqué a I =]a, o[, ¥ est différentiable sur I et

- logn
16.2 U (z) = B (L = .
(16.2) (@)= (-2 e >a

n=1
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Comme a > 0 est arbitaire, en obtient que W est différentiable sur ]0, co[ et
(16.2) est satisfait pour tout z > 0. De la méme facon, on peut montrer que
U est infiniment différentiable sur |0, co.

17. INTEGRALES IMPROPRES ET CONVERGENCE UNIFORME

Definition 17.1. Soient a € R,b € R et a < b. Soit {fs : s € S} une
famille/ensemble de fonctions dans R([a,b|)oc. On dit que la famille des

intégrales impropres fa_)b fs(t)dt est uniformément convergente (uniformément
par rapport au parametre s) si

Ve >0 dec€a,b] VseS Yu,ve[eb:

/uv fs(t)dt‘ < €.

Remarque: i) En général, dans ce paragraphe 17, S = N.
ii) En vertue du critere de Cauchy, Théoreme 1.10 du chapitre 2, on voit que
si la famille des intégrales impropres f;b fs(t)dt, s € S, est uniformément

convergente, alors chaque intégrale impropre individuelle f;b fs(t)dt est con-
vergente.

Proposition 17.1. Soit {fs : s € S} une famille dans R([a,b])e €t h €
R([a, b])10c, B > 0. Supposons que:

1 1A0) < h(), ¢ € [a,b].
2) L’intégrale impropre fa_)b h(t)dt est convergente.

Alors la famille des intégrales impropres fa_)b fs(t)dt, s € S, est uniformément
convergente.

Preuve. Soit ¢ > 0. f:bh(t)dt < oo = dc € [a,b] Yu,v € [c,bl:
| [V h(t)dt| <e. Donc Vs € S Vu,v € [¢,b], u < v on a:

/uvfs(t)dt‘ < /uv\fs(t)ut "2 /uvh(t)dtq.

Théoréme 17.2. Soient a € R,b € R et a < b. Soit (f,) une suite dans
R([a,b])oc €t f: [a,b]— C. Supposons que

1) Ve € [a,b], fn — [ uniformément sur |a, c|;
2) la famille des intégrales impropres f;b fa(®)dt, n € N, est uniformément
convergente.

Alors f € R|a,b|)c, l'intégrale impropre fa_)bf(t)dt est convergente et on a:
”limf = flim”; i.e.
—b

- f(t)dt = Tim fu(t)dt.

a a
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Preuve. Soit a < c¢ < d <b. Alors f, € Re,d], f, il p TG o o Rlc,d] et

(17.1) /fn dt—>/ f(t)

En plus, comme c et d sont arbitraires, f € R([a, b[)1oc-
Soit € > 0. Alors (2) entraine: 3¢ = c¢(e) € Ja,b] Yn € N Vu,v € [c,b]
satisfaisant © < v on a:

(17.2) / fn(t)dt‘ <e

En laissant n — oo et en vertue de (17.1), on obtient de (17.2)

(17.3) / £(t) ‘

D’apres le critere de Cauchy 11.1.10, on voit que l'intégrale impropre f;b f(t)dt
est convergente.
A montrer que

—b —b

St )dt—> f(t)dt

hm(hril / fu(t) dt) = hril <hm / fu(t) dt)

Soit gn(z) = [ fu(t)dt et g(z) = [T f(t)dt. En va appliquer le théoréme
15.1. Pour cela il reste a Verlﬁer que lim, g,(z) = g(x) uniformément sur

la, b[:
Soit € > 0 et ¢(e) la constante ci-dessus. Choisir n(e) si grand tel que

fult) = F()] < —

Vn > n(e) et Vt € [a,c(e)] (possible car f, — f uniformément sur [a, c(¢)]).
Alors

l.e.

cle) —a

gn() — |</Wn (t)\dt
sicle) <ax<b c(e) x
z /’me—ﬂmﬁ+ﬂﬂhww+/’umw

(©)

—c(e)—a

(17.2)  (17.3)
© (cle) —a) + ¢ + e=3e,

et
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Donc Vn > n(e) : sup,epf [9n(2) — g(x)] < 3e.

Remarque
Soit f, localement intégrable sur [0, 0o, et supposons que les intégrales im-
propres fooo fn(t)dt existent. Est ce que la convergence uniforme de f,, vers f
sur R implique que l'intégrale impropre fooo f(t)dt existe?

La réponse est NON. Il suffit de reconsidérer I'exemple 14.6. En effet, la
suite Sy(z) = 1/xsil <z <n+1let S,(r) =0s z>n+1 converge
uniformément sur [1, co[ vers 1/z, mais [, % diverge.

FIN DU CHAPITRE 3

4 Intégrales dépendant d’un parametre

18. INTEGRALES ORDINAIRES DEPENDANT D’UN PARAMETRE

Rappel

Theorem 18.1. Soit K C R™ un compact (=fermé et borné) et f : K — R®
continue. Alors f est uniformément continue sur K ; i.e.

Ve>030 >0Vu,v € K :||lu—vl||l, <d=||f(u) — fv)]]s <e.

Lemma 18.2. Soient ACRP, B CRY et b € B (B fermé oi owvert). On suppose
que A soit compact. Soit f 1 AxB — R® une application (fonction vectorielle)
continue. Alors f(x,y) — f(x,b) uniformément par rapport a * € A si
y—byeB.

Preuve. Soit D ={y € B : |[y—b||, < r}, r petit. Alors A x D est compact.
Comme f est uniformément continue sur Ax D, on a || f(z,y)— f(2',b)||s < €
si ||(z,y) — (2/,0)|], < § avec x,2" € A,y € D. Ainsi Vo € A, Yy € D:

ly—=blly <6 = [If(z,y) = f(x,0)|[s <& ie supeql|f(z,y)—f(z,0)ls =0
siy — 0.

Théoréme 18.3. Soient a,b € Rja <b, BCRP et f: [a,b] x B— C. Si
la fonction f est continue sur [a,b] X B, alors la fonction F : B — C définie
par

b
F(y):/ f(iE‘,y)dl’, yeB

est continue sur B.
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Preuve. Soit A = [a,b] et yy € B. Alors Yy € B,

b
F(y) y0|</ Flavy) - fa yo)|dxs/ sup | F(u, ) — £(u, yo)lde

ucA

= (b—a)sup |f(u,y) — f(u,y0)| — 0

ucA

si y — yo par le lemme 18.2.

Proposition 18.4. Soient a,b € R,a < b, I =|0,00[ et f : [a,b] x I — C.
Supposons que f soit continue sur [a,b] x I et que h(x) = lim, . f(x,y)
existe uniformément sur [a,b]. Alors h € Cla,b] et

b b b
lim [ f(z,y)dz :/ h(x)dx :/ lim f(z,y)dx
Yy=o0 Ja a a Y7

Preuve. Soit zy € [a,b]. Comme lim, . f(z,y) = h(z) existe uniformément
en z, on peut choisir yo tel que sup,er,p |f(z,90) — h(z)] < e. Comme f
est continue en (zg, o), il existe & > 0 tel que |f(x,y0) — f(xo,%0)] < € si
|z — x| < 6. Alors

|h(z) — h(wo)| < |h(z) — f(z,90)| + [ f(z,90) — f(z0,90)| + | f(z0,90) — h(20)]

< sup |h(t) = f(t, yo)| + &+ sup [h(t) — f(£,50)]
te(a,b] tela,b]

<e4+e+e=3¢

si |z —xo| < d. Donc h est continue en 5. Comme z est arbitaire, h € Cla, 0]
et ainsi h € R[a,b]. Donc

/abf(x,y)dx — / x)dx

si Yy — 00.

/\fxy o)lde < (b—a) sup |f(x,y)—h(x)| — 0

x€la,b]

Lemma 18.5. Soient a,b € R,a < b et I C R un wntervalle. Soit f :
la,b] x I — C,(x,y) — f(x,y) une fonction telle que

i) [ est continue sur [a,b] X I;

ii) La dérivée partielle ?9_5 : [a,b] x I — C euxiste et est continue.

Alors pour yg € I, la fonction

of

f@y)=f (@) : 7
H(z,y) = Y=o S%xe[a,b],ye \ {yo}
ay(fﬂ yo) S1x € [a,b],y = .

est continue sur |a,b] x I.
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Proof. Soit xy € [a,b]. Notons d’abord que H est continue en tout point
(x1,91) € [a,b] x I tel que y; # yo. Donc, il reste a montrer la continuité de
H en (xg,yo).

Comme g—‘g’; est continue sur [a,b] x I, elle est uniformément continue sur le
compact K = [a,b] x {y € I : |y — yo| < n}, n petit. Donc, pour € > 0 il
existe 6 > 0 tel que
o) - 5w

Alors pour (xay) S [CL, b] X I7 (xay) # (ajanO) on a.
A(xyy) = |H(.§C,y)—H(CL’0,y0)| < ’H(x7y)_H(x7y0)‘+‘H(xayO)_H('r07y0)‘
Siyo<y<yo+0et|r—mxo <don a:

< & V(u,v), (o) € K tq [[(u,0) — (&, 01)]|> < 6.

of of

[z, y) = fle,p)  Of _
‘ y— dy (z,90)| + y (z,90) oy (20, %0)| =
1 of of of of
- _ L =L _ L <
'y — Y /yo <ay(x78) ay('f)yO)) ds + |ay (l',y()) 8y($07y0) >
1
e(y —yo) +e=2¢
Y—Yo
(Notons que yp < s <y = |s — yo| < 6).
Siy = yy et x # xp, on n'a que le deuxieme terme. O

Théoreme 18.6. Soient a,b € R,a < b et I C R un intervalle. Soit f :
la,b] x I — C,(x,y) — f(x,y) une fonction telle que

i) [ est continue sur [a,b] X I;
ii) La dérivée partielle g_f : [a,b] x I — C existe et est continue.

Alors la fonction F(y f f(z,y)dx, y € I, est de classe C* sur I et
"of
F dzx;
(y) = s = (2,9)

d (b_ rbo
€ @fa_faﬁ_y
Preuve. Soit y,yy € I et y # yo.

F) =Flw) _ 1 [
e AL R LI

/f:cy SUyo /ny _ Gy,

f(xay)_f(xvy ) ]
o= (oot e v\ )
7y (T 90) si @ € [a, 0],y = yo.

ou
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Comme H est continue sur [a,b] X I, on obtient grace au théoreme 18.3 que
GG est continue sur [I; donc

b b )
lim G(y) = Gw) = [ Hle.w)ds = [ Sha e

Ainsi F' est différentiable en yy et F'(yo) = f 91 . (z,y0)dz. En plus, F” est
continue d’apres le théoreme 18.3.

Exemple 18.7. Etudier F(y fo x2+y2,y # 0. Posons f(z,y) = Qin.
Alors f est continue sur [0, 1] 10, 00], et 85 (z,y) = ﬁ est continue sur

[0, 1]x]0, 0o[. On aura donc

F(y) = / P

2% 4 y?)?
=1
Calcul explicite: F(y) = & fo 1 = L/ arctan (y>L:0 = iarctan i
F'(y) = dcél arctan(y) = ——2 arctan(;) — %1@_2.
D’ou fo 2+y Tropde = — arctan(y) m
Application:

Exemple 18.8. A montrer que fooo e dr = %\/77

Preuve. Soit

H(t) = (/Ot e_xzd:p)

Alors H'(t) =0, car

2

1 e—tQ(xQ—i-l)
0 xre 4+ 1

t t
=0 2¢ _tz/ e dr — 2te_t2/ 6_82§ =0
0 0 t

Donc H(t) = C et ainsi C' = lim;_q H(¢ fo —de = arctan 1 —arctan 0 =

Z.
. _ . e—t2@%+1)
Notons que t — [ dzx est continue sur |0, oo[; et que limy oo “—5q— =

< e ). Donc

1 o—t2@?+1)
22+1

4202
0 uniformément par rapport & 2 € R. (Notons que < ey

241

1 —t2 (z +1) . . .
limy oo ¢ 77— dr = 0. Ainsi on obtient

o 2 T 1
Tdy = = = =/
e X \/; 2ﬁ
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Théoreme 18.9. Soient a,b € R,a < b et I C R un intervalle. Supposons
que f :[a,b] x I — C, (z,y) — f(z,y) soit continue et que g—; a, b)) x I — C
soit continue. Soient u,v : I — [a,b] deuz fonctions de classe Ct. Alors

v(y)
Hy) = [ fewinyer
u(y)
est de classe C! et

v(y) of

H) = [ G S0l ) ~ Sl) ')
uly

Preuve. Soit G(a, 5,y) = ff f(z,y)dz ou (a,B,y) € S := [a,b] X [a,b] x

I. Les théoremes 18.3 et 18.6 impliquent que G est continue sur S et que

% existe et est continue sur S. Comme H(y) = G(u(y),v(y),y) est une

composée de fonctions différentiables, H'(y) existe. En plus,

H() = o (u(0). 0(0). )0 (0) + 55 (0), 0(0), )0 )+ 5 (ul), w0, ) 1.

19. INTEGRALES IMPROPRES DEPENDANT D’UN PARAMETRE

Théoreme 19.1. Soient a € R, b € R avec a < b. Soit B C RY (B fermé ou
owvert) €t [ [a,b[x B — C une fonction continue. On suppose que la famille

des intégrales impropres f;b f(t,s)dt, s € B, soit uniformément convergente

(par rapport a la variable s). Alors la fonction F(s) = f;bf(t,s)dt est
continue sur B.

Preuve. Notons d’abord que pour tout sg € B, lim,_,, f(t,s) = f(t,s0)
uniformément sur chaque interval compact [a, |, avec ¢ < b (d’apres le lemme
18.2). On utilise maintenant le théoreme 6.2 du chapitre 3 (remplacer la
variable discrete n par s). Ou bien on considere s, — sg et f,,(t) = f(¢, s,)).

Remarque On ne peut pas laisser tomber I'hypothese de la convergence
uniforme de cette famille des intégrales impropres.

s :
5. Alors f est continue sur R2.

Exemple 19.2. Soit f(t,s) = [FaE
S

T
/ f(t,s)dt = arctan(sT) — 7/2 si s > 0.
0

T—o0
Donc
~ /2 sis>0
F(s):/ f(t,s) =14 —7/2 sis<O.
0 .
0 sis=0

Ainsi F' est discontinue.
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Théoréeme 19.3. Soient a € R, b € R avec a < b, et I C R un intervalle
borné. Soit f :[a,b[xI — C, (z,y) — f(z,y), une fonction telle que
(1) f est continue sur [a,b[xI;
(2) la dérivée partielle g—z : a,b] xI — C existe et est continue;
(3) Jyo € I tel que l'intégrale impropre f:bf(a:,yo)dx converge;
(4) la famille des intégrales impropres fa_)b g—i(x, s)dx converge uniformément
par rapport a s € 1.

Alors la famille des intégrales impropres fa_)b f(z, s)dz converge uniformément
par rapport a s € I et la fonction

—b
F(s) = f(x,s)dx
est de classe C1 sur I et
—b
F'(s) = i g—g(x, s)dx.

Preuve. On utilise le théoreme 5.4 du chapitre 3 et ses remarques (1) et (2)
en remplacant la variable discrete n par u:

Hyp (3): 1) lim, o [} f(2, y0)dz = [ f(x, yo)da existe;

Hyp (4): ii) d% [ flz,y)de = [ %(m, y)dx converge uniformément en y vers

i7" A (@, y)de = g(y).

Alors, ce théoreme et ses remarques (1) et (2) impliquent que
F(y) = lim,_ fau f(x,y)dx existe uniformément par rapport a y € I, que F
est différentiable et que

F'(y) = g(y) = a—y(w,y)dx-

FIN DU CHAPITRE 4
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5 Quelques compléments

20. SERIES DE TAYLOR-MACLAURIN

Une série de Taylor-MacLaurin est une série de la forme Y~ a,(z —2)", ol
a, € C et z est une variable complexe. On les appelles aussi séries entieres.
Theorem 20.1 (Théoreme de Cauchy-Hadamard).
Soit R € [0, 00] définie par

1 1

R = = :
limsup v/ |a,|  lim,sup{:/|ax| : & > n}

n—oo

Alors pour chaque v avec 0 < r < R, la série Y~ jan(z — z)" converge

uniformément et absolument dans le disque D(zy,7) = {z € C: |z—2z| < 1}.
La série diverge si |z — 29| > R.

R s’appelle le rayon de convergence de la série o an(z—2z0)" et D(zp, R) :=
{z € C: |z — z9| < R} le disque de convergence.

Si |z — 29| = R, on ne peut rien conclure en général (convergence/divergence
pour certains/tous les z sur le bord du disque D(z, R) est possible; ¢a dépend
des coefficients a,,.

Preuve. Posons zp =0

e Soit |z| > R, c’estédireﬁ<%:>VN 3n2thé< | an|

= 1 < |2"a,| c’est a dire que 2"a, / 0 = la série ¥ a,2" diverge

e Soit0<r<Retr<p<R

= % >+ = 3N € Ntq sup{(“/|ak\, kZN} < % donc Vz € D(0,7) et

Vn>N: . .
0 < ol =1l (5) 5 < (2)
P P

n N
= 2 |a,2" < X (f) = <£> —L- = ¢ (majoration uniforme)
n>N n>N \P P )

Exemple 20.2.

(e.¢]

®c” Z%converge VzE(C(W—%i—oo)

n=0

e > L7 converge pour tout z € {w € C: |w| < 1}\ {1} et diverge pour

n=1 n
|z| > 1 et z=1. En effet
lim (/% =1, donc R = 1. Soit z = €’; alors 7| Le™ converge d’apres la
regle d’Abel-Dirichlet pour ¢ ¢ 27Z (voir exemple 5.3 du chapite 1). Pour
t € 2wZ, on a z = 1. Ainsi notre série coincide avec la série harmonique et
elle diverge.
e voir aussi ’exemple 4.7 du chapitre 1.
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21. REARRANGEMENTS DE SERIES NUMERIQUES

oiOnavuque1+%+%+i+%+%+---+%+--- diverge. Est-ce que la
série%+%+1+%+%+%+---—1—3n{1+3in+3n£2+--- a la méme nature?

®ii Soit ZZO:O a, convergente. Est-ce que

(ag + a1 +az) + (a3 + ag + a5 + ag) + (a7 + as + ag + arg + ary) + -+

bo b1 bs

converge?
®ii7 Soit

> b= (ao+ a1 + ap) + (a3 + as + a5 + ag) + (a7 + as + ag + axg + an) + - -
n=0 by o by
convergente. Est-ce que ag + a1 + as + az + a4 - - - converge?

Théoréme 21.1. Soit >~ a, une série numérique convergente et soit (k;)
une suite strictement croissante de nombres naturels avec kg = 0. Alors

o0 kj_;,_l—l
2| 2
Jj=0 k=k;

converge et les valeurs de ces séries coincident.

1) En d’autres mots, on peut mettre des parentheses dans les séries conver-
gentes (sorte d’associativité infinie).

2) La réciproque n’est pas correcte; i.e. on me peut pas laisser tomber les
parenthéses dans les séries convergentes.

Preuve. (1) Soit b; = Z’:,i;l ag. Alors la suite (.5,) des sommes partielles
(D_j—obj) de > b; est une sous-suite des sommes partielles de ) aj. Donc
(Sp) converge. Bien sir on a donc aussi > b; = > ay.

(2) 1+ (=1))+ (14 (=1)) +--- converge, (car coincide avec la série > a,
avec a, = 0 pour tout n), mais la série 1 + (—=1) + 1+ (—1)+-- - diverge, car
le terme générale (—1)" ne tend pas vers 0.

Definition 21.1. Soit )"~ a, une série numérique. Soit ¢ : N — N une
bijection. Alors la série > agyn) s'appelle un réarrangement de la série

ZZ‘LO An -

Theorem 21.2. Si la série S =Y a, est absolument convergente, alors
chaque réarrangement Y " | Gy de S converge et on ay " Agm) = Do Gn

Preuve. Par hypothese > 7 |a,| converge. D’apres le critere de Cauchy

Ve>0dngeN : Z a,| < e.

n=ngp+1
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Soit S =", a,. Choisir ky € Ntel que {0,1,2,...,n0} C {¢(0),o(1),...,o(ko)}

Pour N > ky on a:

N ng no N
‘S — Za¢(n)\ = |S— ZCLH + | Zak — Z%(n)\
k=0 k=0 n=0

n=0
o0 0
< ‘ Z ak\ + Z |ak| < 2e.
k=no+1 k=no+1

L’assertion du théoreme 21.2 n’est plus vraie pour les séries semi-convergentes.

Exemple 21.3. La série harmonique alternée
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

S e e N R
o 2 371 5677 8 9 0

converge et % <S5 < %. Son réarrangement

R—l—l—l 1 1+1 1 1+1 1++ 1 n 1 1 L
3 2 5 7 4 9 11 6 4n+1 An+3 2n+42
converge aussi, (voir ci-dessous) mais
(21.1) 1 1 1 1 1 1 1 5
R = 1 - _ — - _ — o> 1 I ——
(+3 2)+(5+7 4)Jer Jr3 2 6
N : 1 1 1 3
car tous les termes entre parentheses, i.e. -5+ -5 — 5,15, sont strictement

positives.

Lemma 21.4. Soit Y a, une suite numérique. Supposons que la sous-
suite (Ssy_1) de (Sn) converge et que (a,) — 0. Alors (Sy) converge.

Preuve. Soit S = lim S3y_1. Alors S3y = Ssy_1 +asy — S et Szyi1 =
S3n-1+ azy +agng1 — S,

Convergence de R:

5 _EN: NS SR S O
T \dn+1 an+3 mt2)

i S N R U S B
— \l4n+1 4n+4 dn+3 dn+4])

n=

N 3 1
;::o ((<4n+ D)(4n+4)  (4n+3)(4n + 4>) |

Comme cette série est de la forme )| #, S = lim S3y_ existe. D’apres le
Lemme 21.4,(Sy) converge vers le méme nombre.

Pour a; € R, soit a = max{0,a,} et a;, = —min{0,a,}. Alors aj > 0 et
a; >0etonaa,=a —a; et|a =a) +a.
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Lemma 21.5. Si ap € R, alors
(1) 3", ai converge absolument <= > a; et Za; convergent.
(2) Si Zn aj, est semi-convergente, alors Y a ety a; divergent.

Preuve. (1) évident car |ay|,a] et a; > 0.
(2) En vue de (1), au moins une des séries Y a; et > a; diverge. Mais alors,
ar, = a;; — a; implique que 'autre diverge aussi.

On a le résultat tres étonnant suivant:

Theorem 21.6 (Théoreme de réarrangement de Riemann).

Soit S =", a, une suite de nombres réels semi-convergente. AlorsVa € R
il existe un réarrangement R = Zn 0Gs(n) de S tel que R converge et que
la valeur de cette série est égale a a. FEn plus il existe un réarrangement

D =37 aym) de S tel que D diverge.

Preuve. Notons d’abord que d’apres le lemme 21.5, " a} et " a; divergent.
vers 00. S.p.g. ar # 0 et ag < a. Prenons maintenant dans l'ordre tant de

termes positifs dans {al, as, ...} tel qu’on surpasse une premiere fois a; (i.e
S, > aet Y, a, < a); ensuite prenons dans lordre correct tant
de termes négatifs dans {ay,as,...} tel qu'on arrive une premiere fois & un
nombre plus petit que a; i.e.

Ny M, Ny M;—1

Z A, +Z ey < a et Za"k+ Z Ay > @

PSS 1 k=1 j=1

De nouveau on prend dans l'ordre tant de termes positifs dans {aq, as, ...}
tel qu’on surpasse une deuxieme fois a;

Ny
E an,c E amj + g ank >a
k= 1 k= N1+1 >0
et
N M;—1 Ny—1
g Qp, + g (U, + g a,nk < a.
k=1 k= N1+1 >0
Et ainsi de suite. Comme pour tout ¢ la section nigf{ a, — 0 sip— 00,

on obtiendra un rapprochement des sommes partielles de ce réarrangement a
la valeur a.
De facon analogue on raisonne pour le cas de la divergence.

Theorem 21.7. Sotent I; C N des ensembles infinis, disjoints deux a deuz,
tels que N = U;’il I;. Soit S =5 a, une série absolument convergente et
S = anj an. Alors La série R =Y ,S; est absolument convergente et

R=S5.
Proof. O
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Notons que S; est bien une série absolument convergente; donc l'ordre de
sommation ne joue pas de role.

Comme Y |ay,| est convergente, Ve > 0, IM = M(e) > 0 tel que >~/ |an| <
e. En plus, il existe N = N(¢) tel que Yn > N : min [, > M. Donc

0o 00
SIS Jal <
n=M

j=N
Donc R est absolument convergente.
En plus p > N
p M-1 00
DI IES PP
j=1 j=1 n=M

car tous les a, avec n < M se trouvent quelque part dans les S;, 7 < N.
Ainsi
M—

P [e%¢) p 1 M—-1 00
1D Si=D al < D Si=D al+1> a;=) aj =
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

oo
et Y fan| <2
n=M
pour p > N.
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22. CHANGEMENT DE SIGNE DANS LA SERIE HARMONIQUE

Exemple221 ol+——%—i+%+%—%—%++——--- converge.

el+s5—3+i+:—gs+i+sg—5 ++— ++—-- diverge.

Proposition 22.2. Considérons > .-, e,+ ot e, € {—1,1}. Supposons que
e, est égal a 1 p-fois, puis égal a —1 g-fois, puis de nouwveau égal a 1 p-fois,
puis €gal a —1 q-fois etc. Alors la série est convergente si p = q et divergente

Sip#q.

Preuve. (seulement pour p =¢ =2 et pour p=2et g =1).

.p:q:2
an:%sin:4k—|—1etn:4k+2,etan:—%sin:4k—|—3etn:4l<:—|—4,
k eN,

Soit by, = (—1)’“(% + 2/€+2) Alors la série S = Y7 by est convergente (car
alternée et |by| est décroissante avec lim b, = 0.)

Sun = zgl a, = 2]151 b — S. Mais Syni1, 94N, Sanis ce distinguent
de Syn par au plus 3 termes. Comme a,, — 0, on conclut que ces 4 sous-suites
de (Sn) convergent vers S.

ep=2,q=1
an=1sin=3k+letn=3k+2eta,=—-Lsin=3k+3keN.

al 1 1 AR
S p— _— p—
SN+ ;(3k+1+3k+2) ;3“3

I
Mz

1
3% +Z<3k+2 3k+3)_

N
k=1

T

1

N N
zl%+1+g;3k+23k+$'

1
: 1
Mais > " s diverge (car minorée par 3 Y 7=7) et 5o BEEE Con
verge, car de la forme C' > % Donc la limite de Ssy.3 est infinie, et ainsi
(S,) diverge.
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Exemple 22.3.

On va étudier une série de la forme >~ 5,1%, ou la formule pour le change-
ment de signe est plus compliquée: on suppose qu’il change apres 3, puis 5,
puis 7, puis 9, etc termes:

e SR T S

i.e. on considere la série

N Ny oyl
Q—;an— Z( 1) .

n=1

Notons que 1 +3+5+---4+ (2n+1) = (n+ 1)
On va montrer que () converge.

Considérons
Rim (14442 1+1+1+1+1+1+1+1+ T
o 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15) 16
Soit
(k+1)2—1 1
bk — .
Alors R = 3222, (—1)"*'b;, converge (voir ci-dessous). Soit Sy = 320, a,.

Alors

N
S(Nt1)2-1 = Z(_l)k+lbk e R
=1

Il faut étudier maintenant les sommes partielles .S; avec
j=N? ... ,N*4+2N —-1=(N+1>*-2.

On voit que pour ces j on a : |S; — Syj1y2-1| < by — 0si N — oo. Donc
ces sommes partielles convergent aussi vers R. Ainsi Y, a, converge.

Il reste & montrer que >, (—1)%1b; converge. Utilisons le critere de Leib-
niz. Pour k£ > 2

’f+2 (k+2)%-1 2
" 1 k+4+2)—1
b1 = - / —dx = log << + )2 ) =: L
k+1 U k+1)2-1 T (k+1)*—1
]k = 10g (k+ ) = / —dx < - = bk
k2 2 x vl
Mais : ) : ¢
k+4+2)"—1 E+1
Ly <1
b= (k+12—-1~ &2
(k+2)+1)(k+2-1) (k+1)
<
( p—
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(k+3)(k+1) _ (k+1)3

<
k+2)k — &2
k43 _ kel
k+2 = &k

k(k+3)<(k+1)(k+2) <= 0<2.

Donc (by) est décroissante. En plus, by, — 0 car

k+121 (k+1)2—1 2

1 Er1)?—1

b < ,/ '%”4%(<;)1 )Ho
zkz k2 B

N|)—\

23. LA FONCTION GAMMA

Theorem 23.1. L’intégrale impropre I'(x) = fooo t*le~tdt converge pour
x > 0. C’est la fonction Gamma. FElle satisfait I'(x +1) = z'(x), x > 0. En
plus, T'(n+1) = n! pour n € N*. T est une fonction de classe C™ sur 0, o0l.

Preuve. Soit f(t,x) = t*"le~*. Notons que lim; o f(t,z) = 0 si z > 1 et
= 1sixz = 1. Donc, si > 1, c’est seulement en oo qu’on doit étudier
la convergence de cette intégrale impropre. D’autre part, si 0 < =z < 1,
I'intégrale est aussi impropre en 0.

Fixons « > 0 et soit N = [z] + 1. Alors, pour ¢t > 1,

t N 1
0< f(t,.i(/‘) = E < tN+2 (N+ 2)'_
(N+2)

Comme [;~ &dt converge, on voit que [ f(¢,z)dt converge Yz > 0.

Grace au théoreme 6.2 du chapitre 2, la famille des intégrales impropres
floo f(t,x)dt est méme uniformément convergente par rapport au parametre
z €]0, zo); donc [° f(t,x)dt est continue sur |0, 00| en vertue du théoréme
2.1 du chapitre 4.

Etudions la différentiabilité de [ f(¢,z)dz. Notons que

g_i(t, z) = (logt)t*te=" = (logt)f(t, z).

De meéme,
n

H,(t, x) = gni (t,z) = (logt)"f(t,x).
Ces fonctions sont continues sur |0, co[x]0, co].
Par le méme raisonnement que ci-dessus on voit que les intégrales impro-
pres fl (t, x)dt sont uniformément convergente par rapport au parametre
x €0,z (notez que (logt)" < t" sit > 1.) Donc, [ H,_1(t,x)dt est
différentiable pour chaque x > 0 et la dérivée est égale fl n(t, x)dt.
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Etudions maintenant folf(t,m)dt. Soit 0 < a < leta<ax < 1. Alors
t*le7t <t lpour0 < t < 1. Comme fol t%adt est convergente, la famille des
intégrales impropres fol f(t,x)dt est uniformément convergente par rapport
a x € [a,1]. Donc, fol f(t,z)dt est continue.

En notant que pour s > 1 et 3> 0 on a (logs)” < C,s”, on voit que

1
(log(1/t))"t*Le™t < Ot~} = C

n1_a
tl—2
pour 0 < t < 1. Donc, de nouveau, la famille des intégrales impropres
fo o(t, x)dt est uniformément convergente par rapport a x € [a,1]. Donc

fo t x)dt est infiniment différentiable.

Ainsi, on a montré que I' est infiniment différentiable et que

F[n](x):/ (logt)"t* e 'dt.
0

On va montrer maintenant que I'(x + 1) = zI'(z). Soit x > 0. Alors, en
utilisant U'intégration par partie (valable aussi pour les intégrales impropres

f_l)o f(z,t)dt ), on obtient

M
I'(zx+1)= lim te tdt =
M—oo /
M 00
lim [—tf”e_t] + lim xt:”_le_tdt:x/ t" e tdt = xT(z).
M—o0 M—oo J 0
On déduit que I'(n + 1) = nI'(n) = n(n — HDI'(n — 1) = -+ = nll(1) =
[ e tdt = n!
Théoréme 23.2 (Formule de Stirling).
On a o
lim —f  — 1
n—00 \/2rn""*2
i.€.



The (n + 1)th Proof of Stirling’s Formula

Reinhard Michel

A review of different approaches to Stirling’s formula is given in [4]. A further refer-
ence is [2]. where the purpose is “to give an extremely short proof” There. the author
must employ some analysis to justify the application of Lebesgue’s dominated conver-
gence theorem (which, in fact, is not an elementary one). To avoid this application, in
[1] we used a skillful but not so obvious estimate of the In function.

In the following we present a really elementary deduction of Stirling’s formula. Let
t=0, f(x) =x'e " forx > 0,and A = {x : |[x —¢] = ¢/2}. Then

oo 32 o0
r¢e+1) =f flx)ydx =[ Fx)dx +f La(x) f(x)dx,
0 2 0

where 1,4 is the chamc{criuic function of A. As x € A implies | < 4(x — 12/1%, we
have 14(x) < 4(x —)*/r*. This and I'(z 4+ 1) = zI'(z) for all z > 0 (see [3, p. 280,
No. 11]) yield

54':’,2.

| 372
1- 7f xfeFdx
‘ ra+1) Jipn

Making the change of variables x = y+/T 41 and setting g (v) = (1 4+ v//1) e
for v > —4/1, we get

o AR
L‘j&m[_ngr(,\)d.\' =L (n

Now, if x| < 1/2 then

|1n(] +x)—x+ %,\'2

and for all # and v,

|yu _ {"!:‘ el' < I” _ '1"“""—“‘{“"‘

R w =t
=12, K

A

Applying these formulas with x = v/t u=Ing/(v)=r[ln(l +x) — x], and v =
—v2/2 = —tx?/2 gives

NE]
—.":f"‘ < —li/l_ (;—.‘2/6
T W

&(y)—e

whenever |v| < +/f/2. whenee

2 ] N
[ g(ndy — e Py
Jogin —oa i

$ Therefore

1 ViR, 2
= — f Iv[Fe> dy 4+ e gy,
N Iyl-if2

2 o0 5
lim f gly)dy :f e Py = V2.
fooo J_ g2 —oo

Combining this with equation (1), we have

. L+ De'
lim —— =
t=o00 At/
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