Chapitre 6 : Les polynomes formels a une
indéterminée a coefficients dans un corps K.

Dans ce chapitre, (&,+,X) désigne un corps (commutatif) quelconque.

I La construction

A) Etape 1

- Soit P, I’ensemble des suites d’¢léments de K, indexées pas N et nulles a partir
d’un certain rang.
Clest-a-dire que Py est I’ensemble des ae K" telles que IN € N,Vn > N,a, =0,

K

- On peut définir deux lois + et X de la manicre suivante :
Pour tous P=(q,),.5.OQ=(b,),.y € Px, On pose :

P+0=(a;,+b),y

k
et PXQ=(p, )y OU VkEe N, p, = Zaib_i = Zaibk_,.
0

i+ j=k i=

Alors :

+ et X constituent des lois de composition internes sur Py, et (Pg,+,X) est un
anneau commutatif.

- Déja, + est bien une loi de composition interne sur Py .

En effet, si P=(a,).y et O=(b).y< P, alors il existe ne N tel que
Vi>n,a, =0, et me N tel que Vi>m,b =0,. Donc Vi>max(n,m),a,+b, =0,.
Donc P+Q estnulle a partir d’un certain rang, donc P+Qe Py .

- Montrons que X est une loi de composition interne sur Py .

Soient P=(a;),.y.O0=(b,),cn € Px, ne N tel que Vi>n,a, =0, et me N tel que
Vi>m,b, =0 . Notons enfin PXQ =(p,),cx

Alors Vk >n+m, p, =04. En effet :

Soit k >n+m . Alors pour tout (i, j)e N” :
Sii+j=k,alorsi>m ou j>n
(carsinon j<m eti<m,etalorsi+j<m+n<k)

Donc a, =0y ou b, =0,

Donc p, = Zaibj =0%.
i+j=k
Donc PxQe Py.
- +n’est autre que la restriction & P, de la loi +sur K".
Donc + est associative et commutative.
De plus, la suite (0 ), est évidemment neutre pour + et appartient a Py .

Etenfin, si P=(a,),.y € Px,alors O=(-a,),.y€ Pc et P+ 0 =(0g),.y-

soit a,b; =0y
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- Pour x :
X est évidemment commutative (car X est commutative sur le corps )
I1 existe un neutre pour X, c’est U = (1,0,0x...)
En effet : notons U = (u,),.y avec u, =1 et Vi=lLu, =0.
Soit alors P =(a;),.y € Px -
Alors PU =(p, )ien»> O p, = Zaiuj =aqu,=a, Xl =a,
i+j=k
Donc PU = P, et par commutativit¢ UP = P, donc U est bien neutre pour X.
Distributivité de X sur + :
Soient P=(a,),.,O=(0,);cre>R=(¢;) ey € Ps . Alors :
Px(Q+R)=(p,)cn» 00, pour tout ke N :

pi= 2.a,b;+c)) T 2 ab;+ac T b+ Y ac

i+j=k distributivite ‘+/=k associativité, T/ =k i+j=k
dans le commutativité
corps K de+dans K

Et PxQ+PXxR=(q,),.n>OU, pourtout ke N :

q, = Zaibj+ Zaicj.

i+j=k i+j=k
Donc PX(Q+R)=PxQ+PXR
Et (Q+R)XP=PX(Q+R)=PxXQ+PXR=0XP+RXP
Associativité de X :
Soient P=(a,);er>Q = (5));ces R=(¢;) ey € Px.-
Alors PXQ =(p,)n-0U, pourtout ke N, p, = Zaib‘i .

i+j=k
Et (PXQ)XR=(q,),y» 00 pourtout /e N, g, = D p,c,
k+s=I

Donc q,:Z((Zaibjjch : Z(Zaibjcsj = Yabge,

kers=l\ \ i+ j=k distributivite K+s=I\i+/=k associativité et I+/+5=1
dans K commutativité
de +dans K

Par ailleurs, on a de méme PX(QXR) = (7)., O, pour tout /e N :
r = Zaib iCy -
i+j+s=l '
D’ou PX(QXR)=(PxQ)XR, et le résultat comme X est commutative.
Donc (P ,+,X) est bien un anneau commutatif.

B) Etape 2 : plongement de & dans P )

Soit ¢: K — Py .
A-0(A)=(A,0¢.,0c....) noté A
Alors ¢ est un morphisme injectif d’anneaux :
* P(A+u)=(A+10505..) = (4,05, 05.) + (1,05,05...) = ¢(A) + d(11)
* d(Aw)= (/LU’OK Og.) = (ﬂ’or\ 05 )(,0,05...) = @D
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Justification de la deuxieme égalité :
(A,05,0- ) (1,0, 0...) = (€ )gems
(a)ien (b)ien

avec ¢, = Zaibi.

i+j=k
Donc ¢, =ayb, = Au si k=0 et ¢, =0 sinon.
* P(lx)=g,05,05,..) = 1PK
e Enfin, si (4,04,0%...) = (#,0¢,04...) , alors évidemment A= u

Par conséquent, ¢(K) est un sous anneau de Py, isomorphe a I’anneau (K,+,X).
(On dit qu’«il y a une copie de K dans Py

< ») On va identifier cette copie a K,
c'est-a-dire identifier, pour chaque Ae K, A et A.

Ainsi, pour 4,u€ K et P,Qe P, (avec A= ()icw» P=(a;),cn)

o AP=AP=(A,04.05..)P=(C,)jen OU ¢, = D u,a, = Aa,

i+j=k
Donc AP =(Aa,,Aa,,Aa,,...)=(4a,),.y
o (A+w)P=AP+uP
e AP+Q)=AP+Q
* (Au)P=A(upP)
° 1KXP:iKXP=1PKXP=P

Les ¢léments de K seront appelés des scalaires.

C) Etape 3 : introduction de I’indéterminée

Soit X I’élément de P, défini par :

X =(04,14,04,0g,...)

Clest-d-dire X =(J,),.y o 6, =1, et Vke N\{l},5, =0,

Alors Vke N, X" = ™) _ ou u® =1, et Vie N\{k}u® =0,
Démonstration : par récurrence sur k.

Pour k=0 : X° =1, =(1;,04,0.)

Soit ke N, supposons que X* =(u™*)_ ou ul" =1_ et Vie N\{k}u® =0
Alors X" =X*"X =(c,),.y

K

Ou Vie N,¢c,= D ul’d, =

a+f=i

u)s sii#0
U8, =0sii=0
Osii#k+1
Soit, pour i 20, ¢, =u") =< l
Isii=k+1

Donc X = (ui(k+l))

ieN

Théoréme fondamental :
Soit Pe P . Alors P s’écrit de maniere unique sous la forme :

P= ZakX * ot les a, sont des scalaires, nuls a partir d’un certain rang.
keN
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Démonstration :
Soit Pe Py.
e P s’écrit P=(a,),.y, suit d’éléments de & nulle a partir d’un certain rang,

disons a partir du rang n+1.
On a aussi :

P=(a,,a,.a,0¢,0%..)
=(ay,0x,0¢...) + (05, 4,,0¢,0¢..) +... 4+ (0 ,0,...0¢, @,,0 ,0%...)
=a,(1x,0x,05..) + @, (05,150,005 )+ 4@, (05,05, 0 1,04, 0.)
=a, X +aX'+..+a X"

D’ou I’existence de P sous la forme ZakX “* ou les @, sont nuls & partir d’un
keN
certain rang.

® Unicité de I’écriture :
Si Zaka = Zkak ,oules a, etles b, sontnuls a partir d’un certain rang.

keN keN
_ k_ k_
Alors (a),ey = a, X = X" =(b)ey-
keN keN
Vocabulaire :

- Les éléments de P, seront toujours notés sous la forme ZakX “, oules q,
keWN

sont des ¢léments de K nuls a partir d’un certain rang (on oublie la forme
(@ )jer )-

Ils sont appelés polynomes formels a une indéterminée a coefficients dans K.

- Le polynome X est appelé I’indéterminée.

- L’ensemble P, des polyndmes a une indéterminée a coefficients dans & est
noté¢ K[X].

D) Etape 4 : conclusion, récapitulation

e Tout Pe K[X] s’écrit de maniére unique sous la forme P = ZakX * ou les

keWN
a, sont des éléments de & nuls a partir d’un certain rang.
Ainsi, Y a,X* =Y b X" = Vke N,q, =b,
keWN keN
e (K[X],+X) estun anneau, dont K est un sous anneau.
o SiP=)aX', et 0=) bX" oules a sontnulsa partir durang n+1 et les
ieN ieN

b, a partir du rang m+1, alors :

P:iaiXi , 0= ibl.X"
i=0 i=0

P+Q= iaiXi +ib,.)(" = ia,}(" +h X' = i(a,, +b)X", o0 N =max(n,m)

i=0 i=0 i=0 i=0

Chapitre 6 : Les polyndmes formels a une indéterminée a coefficients dans un corps K
Algebre et géométrie Page 4 sur 9



PXQ = (ia,le(ib,le - (aiXi)(ijj) — %aib.]‘X”/

ie h(),n‘] ie O,nH

je O,m‘ Jje O,m‘

n+m n+m n+m
i+ k k
§ Sap =S Yap=Sex

k=0 ie(|0,1] ,je[\o,m\'j k=0 ie(|0,1] ,je[\o,m\'j k=0

i+ j=k i+j=k
Ouc, = Zaib/
i+j=k

11 Degl‘é
A) Définition

Soit Pe K[X], P= ZaiXi ou les a; sont des éléments de K nuls a partir d’un
ieN
certain rang.
® Si P=0gy,,cest-a-dire P=0; ou P=0. Alors Vie N,a, =0 . On dit alors
que P est de degré —oo
® Sinon, P#0y,, et donc il existe ie N tel que a; #0y. On peut alors
introduire n =max{ie N, a, # 0, } (puisque ’ensemble est non vide, et majoré
car les g, sont nuls a partir d’un certain rang). n est appelé le degré de P.
Ainsi :
Pour tout Pe K[X], deg Pe N U{—oo}, et on a I’équivalence :
P#0y,, & degPeN
Les polynomes de degré 0 sont exactement les 1€ K\{0 }
Les polynomes de degré 1 sont exactement les aX +b avec a #0

Les polynomes de degré n sont exactement les ZaiX " avec a, #0.
i=0

Les polynomes de degré <n sont exactement les z a,X'
i=0
L’ensemble de ces derniers est not¢ & [X] ; en particulier, & [X] n’est autre que

K, ensemble des polyndmes constants.

B) Propriétés

Soient P,Qe K[X] et Ae K. Alors :
e deg(P+ Q) < max(degP,degQ)
o deg(PxQ)=degP+degQ (Vne N,—oo+n=—00,—00+ (—00)=—00)

degPsiA+#0
* deg(aP) ={ Tt
—co sinon
o Vme N* deg(P")=mdegP (Vne N* nx(—oo)=—o0)

Démonstration :
- Cas P=0Q=0 évident.
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- SiP=0et Q=0 (ou P#0 et Q=0), le résultat est immédiat aussi.
- Maintenantsi P#0 et Q#0 :

Notons p=degP et g=degQ.

® On pose n=max(p,q).

On a P=iaiXi,et Q=ibiXi

i=0 i=0

Donc P+Q =Y (a,+b)X", donc deg(P+Q)<n

i=0

4 . q .

. PxQ:{ZaiX’j{Zbl_X’J oua, #0y et b, #0
i=0 i=0

Donc PxQ=a,b, X" +...
——

#0
p .
J ﬂP:z/?aiX’ avec a, # 0
i=0
e Résultat avec une récurrence immédiate sur m.

Vocabulaire :

- Si P est un polynéme de degré n, le terme a, X" s’appelle le terme dominant
de P et a, le coefficient dominant de P.

- Par convention, le coefficient dominant du polynéme nul est 0.

- a, s’appelle le coefficient de X", et a, X" s’appelle le mondme/terme de

degré .
- Un polynéome P non nul est dit unitaire lorsque son coefficient dominant est 1.

I1I Début d’arithmétique dans (“1X 1+,

Théoréme :
(K[ X],+,X) estun anneau intégre.

Démonstration :

- Déja, (K[ X],+X) est commutatif et non réduit a {OK}.

- Soient maintenant P,Q e K[.X], supposons que PO =0y
Montrons qu’alors P=0, ouQ =0.

Supposons que non, c'est-a-dire que P # 0, et Q # 0.
Soient alors p=deg P,q =degQ . Ainsi, p,qe N.

P . q X

Alors P:ZaiX’ et Q:Zbin ,avec a, # 0 et b, # 0
i=0 i=0

Mais alors le coefficient de X" est a,b, #0

donc PO #0,, ce qui est exclu.

K> K>
Autre démonstration :
deg(PQ)=degP+degQ, et si degP+degQ=—c, alors forcément soit

degQ =—oo, s0it deg P =—oo.
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Théoréme :
Les ¢léments inversibles de (K[ X ],+,X) sont exactement les éléments de K\{OK}.

Démonstration :

e Soit Pe K[.X]. Si P est inversible, alors il existe Qe K[.X] tel que PO =1.
Alors deg P+degQ =0.Or, degP,degQe N u{—oo}.

Donc deg P=degQ =0

e Réciproquement, si P=Ae K\{0}, alors 1 admet un inverse 1.

Donc Q=A" estinverse de P.

Définition :
Soient P,Qe K[ X]. On dit que P est multiple de Q ou que Q est un diviseur de P
lorsqu’il existe Se K[X] tel que P=0S.

Définition :
Soient P,Q€ K[X]. On dit que P et Q sont associés lorsque P divise Q et Q divise
P (ce qui équivaut & dire qu’il existe A€ K \{0} tel que O = AP)

Démonstration de la parenthese :

e Si O=AP avec 1e K\ {04} alors P divise Q et aussi O = AP donc Q divise
P.

e Si P divise Q et Q divise P alors il existe S,S8'e K[.X] tels que Q=PS et
P=0S§". Donc Q=0SS"'. Donc Q(1; —S8S5')=04, d’ou, comme K[X] est
intégre, soit 0 =0, soit SS'=1;.

o Si O=04,alors P =0 car Q divise P donc il existe Re K[X] tel que
P=0S=0;.
o Si 8§'=1, alors S est inversible, donc S =Ae K\{0,}, donc QO = AP.

A) Division euclidienne dans KX ].

Théoréme :

Soient 4,Be K[X], avec B#0.

Alors il existe un unique couple (Q,R) d’¢léments de K[ X] tels que A=BQO+R
et deg(R) <deg(B).

On dit que Q est le quotient dans la division euclidienne de 4 par B et que R est le
reste dans la division euclidienne de 4 par B.

Démonstration :
e  Unicité :
Si 4=BQ+ R, avec deg(R) < deg(B)
Et A=BQ+R', avec deg(R'") <deg(B),
Alors B(Q—-Q')=R'-R. Donc deg(B)+deg(Q—-0")= deg(R'—R)
<max(degR,degR")
Ainsi, deg(B)+deg(Q—-0') <deg(B), donc deg(Q—-0")e¢ N. Donc Q—-0Q'=0.
Donc Bx0y =R'-R, soit R'=R.
D’ou I'unicité.

Chapitre 6 : Les polyndmes formels a une indéterminée a coefficients dans un corps K
Algebre et géométrie Page 7 sur 9



e Existence :
Soit Be K[X]\{0}, de degré pe N et de coefficient dominant b,.
Montrons par récurrence que Vrne N, P(n), ou :
P(n)=VAe K, [X],3(Q,R)e K[X]',A=BQO+RetdegR< p
- D¢ja, P(0) est vrai, puisque si deg4<0,ona:

o Soit p>1,etalors A=0,%xB+ A4, donc (0,A4) convient.

o Soit p=0, et donc B=be K\{OK} et donc A=h(b"'A4)+0,, donc le

couple (h™' 4,0, ) convient.
- Soit ne N, supposons P(n). Soit alors 4 de degré <n+1.
Alors A s’écrit 4= clJLlX”+1 +a, X" +..+a,X".
ex 4, oudeg A <n

Supposons p <n+1 (dans le cas contraire, 4=0,xXB+ A4 et (0., A) convient)
On peut donc écrire :

_ -1 yntl-p P -1 yntl-p
A=a, b, X"7"(b,X"+B)—a,b, X ﬁ + 4,
B degB,<p
aH]X"H
_ -1 yntl-p -1 yn+l-p
Donc A=a, b, X"""B+(4 -a,,b, X""B)
A, . deg A, <n

Or, deg 4, <n.Donc 4, =BQ,+R, avec (Q,,R)e K[X]" et deg(R)< p.
Donc 4=(a,,b,' X" +Q)B+R,.
Exemple :
A=X"+2X'-2X-2 B=X’+1
A=X (X" +)-X’+2X° -2X-2=X’B+ X’ -2X -2
=X’ B+ XX +D)-X-2X-2=(X"+X)B-3X-2

n+l

IV Substitution d’un polynome a ’indéterminée
A) Définition, propriétés

Soit Pe K[X]. P s’¢écrit P= ZakX" ou les a, sont nuls a partir d’un certain

keN

rang, disons n+1. Donc P=) a, X"
k=0

Soit Qe K[X].

On note P(Q) = Zaka , soit P(Q) = iaka

keN k
Théoréme :

Soient P,P, e K[X] et Qe K[X], A€ K[X]. Alors :
(R+P)Q)=FB(Q)+P5(0)
(BXP)Q)=EB(Q)xP(0)

AQ)=2
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Démonstration :
Soient B, =Y a X", =) b X".

keN keN

On introduit ne N tel que degP, <n et degP, <n.On aalors :

e P+P =Y (a +b)X"*
Done A(0)+5(0)=3 a,0"+3 5,0 = (a, +b,)0" =(B+ P)(©Q)

2n
k \
o Plez:zckX ou ¢, = Zaibi
k=0 i+j=k

« HO*AQ (300" | $h0' |- Fab0 =3 Sano =30

0<i,j<n k=0 i+j=k

o HQ=AX"(Q)=10" =1

Remarque :
Le théoréme s’énonce aussi ainsi :
Pour tout Qe K[X], I’application K[X]— K[X] est un endomorphisme de
P>P(Q)
I’anneau (K[ X ],+,X) (mais ni injectif ni surjectif).
Remarque :
Pour Q¢ K [X] etsi XK estun sous corps de C, P> P(Q) est injective.

B) Polyndmes pairs, impairs

On suppose ici que 1 +1; # 0, (c'est-a-dire que 1 n’est pas un élément d’ordre
2 du groupe (K,+))

Définition :

Soit Pe K[X]

On dit que P est pair lorsque P(—X)=P(X) (=P)

On dit que P est impair lorsque P(—X)=—-P(X) (=—P)

Proposition :

P est pair si et seulement si Vke N,a,,,, =0

P est impair si et seulement si Vke N,a,, =0

Démonstration :

P(-X)=> (-D)a,Xx".

keN
Donc P est pair & Vke N,(-1)"a, =a, & Vie N,-a,,,, =a,,,
& Vie N2a,,, =04
Or, 2.a,,, =a,,, +a,, =(x+1;)a,,, . Onasupposé que 1 +1; #04.
Donc Vie N,2.a,,,, =0 & Vie N,a,,,, =0,
On fait de méme pour impair.
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