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| COURS ( Chapitre : LES MATRICES ) |

| DEFINITIONS

1 MATRICE

On appelle matrice de dimension m = » (ou d’ordre m % 1) un tableau de m lignes et n colonnes de nombres
réels.
On note a; ; I"élément de la matrice situé 4 1"intersection de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne.

Une matrice A est représentée entre deux parenthéses ou deux crochets

g e iy v g [f-"!.l ey e ﬂ].n.l
A= |aiy = iy o Gip | WA= |21 e Bij v dia
Gui v Oy v Omg Gl *** Gmj ' Oma

EXEMPLE

6l 50 0 : ;
La matrice P = (?[] 90 1.,[]) est une matrice d'ordre 2 x 3, le coefficient az.3 de la matrice P est a2 = 120,

2 CAS PARTICULIERS

MATRICE CARREE

Une matrice ayant le méme nombre n de lignes et de colonnes est une matrice carrée d’ordre n.

EXEMPLE
=12 7 1
La matrice M = 0 =1 0] estune matrice carrée de dimension 3.
3 21
VECTEUR LIGNE

Une matrice formée d'une seule ligne et de » colonnes est une matrice ligne ou vecteur ligne.

EXEMPLE

La matrice 4 = {fﬁ'.ll 50 {.II] est une matrice ligne de dimension 1 x 3.

VECTEUR COLOMNME

Une matrice formée de m lignes et d'une seule colonne est une matrice colonne ou vecteur colonne.

EXEMPLE
25

La matrice ' = | 25 | est une matrice colonne de dimension 3 x 1.
30

3 EGALITE DE DEUX MATRICES

Deux matrices A et & sont égales si, et seulement si, elles ont méme dimension et que tous leurs éléments situés
a la méme place sont égaux.

EXEMPLE

5 | sy (8 Red Weowo 51 3 R
ll‘EqUE €5 MAalrices A = =1 3 0 el o= = % f,:-|—2 SO0 tuﬂ.ESh:IgJ'lt EqLIrE

Z2—a=1 a=1
=
{h+—2:ﬂ' {J’?:—l
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Il MATRICES ET OPERATIONS

1 TRANSPOSEE D'UNE MATRICE

La transposée *4 {aussi notée 47) d’une matrice 4 de dimension m » n est la mairice de dimension n x m
obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A.

EXEMPLE
&0 50 0 o8 e

La transposée de la matrice P = de dimension 2 » 3 est la matrice ‘P = | 30 90 ] de
0 9% 120 0 120

dimension 3 »x 2.

2 ADDITION DE MATRICES

La somme de deux matrices 4 et 8 de méme dimension est la matrice notée A4 + 8 obtenue en ajoutant les
éléments de A et ceux de B situés 4 la méme place.
Sid = (a; ) 1gigm et B= (bi;)1£igm sont deux matrices d’ordre mr x n alors

1€j%n 1€ ign

A + B= [.'..'I.;_j"l" hi__f}'lmm

15 jgn
EXEMPLE 1 i
Soient les matrices Py = Gﬂ :3 ]2:.:) et = (ﬁ ;g EEI-:) :
H}_}_H:(S[]-{-ﬁﬂ' 40+ 30 l}+l})=(]]ﬂ 90 l})
T04+70 90490 1204 120 140 18O 240
PROPRIETES

814, B etC sont des matrices de méme dimension alors :
- A+B8=8+A4.
- A+(B+C)={d+B)+C

3 MULTIPLICATION PAR UN REEL

Le produit d'une matrice 4 par un réel & est la matrice &4 obtenue en multipliant chague élément de A par le
réel k.
Sid = (a; j)1gigm est une matrice d’ordre m x » alors pour tout réel &

1£ign
bt = (ki i h1gicm
1£j%n
EXEMPLE
& all 30 [1]
SiP= (i‘l} 50 izﬂ) alors :
e LI x60 1,1x50 I.1=x0 5t 66 35 1]
e 1.Ix70 1,090 1 01x120/" \77 99 132
PROPRIETE

Soient 4 et B deux marrices de méme dimension et & un réel on a

k(A +B) = kA +kB

2
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4 PRODUIT DE MATRICES

MULTIFLICATION D'UNE MATRICE LIGHE PAR UNE MATRICE COLONNE

Soient 4 une matrice ligne de dimension 1 x & et B une matrice colonne de dimension nx 1.
Le produit 4 x 8 de ces deux matrices est :

.Ir.?]
{a] CET T a,,]x bi | = (ay 3by 4 -+ apaehi+ - Fag x by

by

Le produit 4 x B de ces deux matrices est la matrice de dimension 1 x 1 qui n’a qu’un seul élément.

EXEMPLE
25

(60 50 0)x | 28 | = (60 % 25+ 50 % 2840 x 30) = (2900)
30

PRODUIT DE DEUX MATRICES

Sid = {aie)1gmgm e5t une matrice de dimension m % n etsi 8= Iiha-__f]hm est une matrice de dimension # = p,
1gkgn lgjep
n
leproduit C=Ax 8= (E g hi__,;) est une matrice de dimension m x p.
1gigm

=1
s A 1&iep ; _ e . ;
Chaque élément ¢; ; de la matrice C est le produit de la matrice constituée de la i-iéme ligne de la matrice A par

la matrice constituée de la j-iéme colonne de lamatrice B8( 1 £ismetl < j< p).

En pratique, il est commode de disposer les deux matrices de la fagon suivante pour effectuer le produit :

Bt lignes p colonnes

W bH'PJ‘
f&'l.t SR < B "-'I._p\‘
T
P Gip
L\“m.] v Umg v am.n}_] kan!.l o Lmyoo L‘M.PH

A : m lignes n colonnes C=AxB:mlignes p colonnes



Site : http://francois.schulhof.perso.neuf.fr/cours_maths/ Page 4

EXEMPLE

_— ; 0z 04 _ (60 50 0
Soient les deux matrices 4 = (L‘I.B U_ﬁ) et = ('.-‘D 90 |2u)

La matrice 4 est d’ordre 2 = 2 et la matrice B est d'ordre 2 x 3. Le produit O = A4 x & est une matrice d’ordre
2u3:

— L'élément ¢ ; de la matrice C s’obtient en effectuant le produit [LII.E {II.4] 3 20l = {U.E 3 60 + 0.4 x ]’U]
— L'élément ¢ 7 de la matrice C 5'obtient en effectuant le produit [LII.E {II.4] 3 ;E = {U.E 3 50+ 0,4 x 9{!]
— L'élément ¢13 de la matrice C s'obtient en effectuant le produit [LII.Z {!.4} ® -! Zg] = [L‘I.E x 0404 x Ilﬂ]
- L'élément ¢7; de la matrice " s’obtient en effectuant le produit [D,H {Il_ﬁ] ® 3{[:; = [L‘I.H ® 60+ 0.6 x 'H.I]
- L'élément ¢7 7 de la matrice " s’obtient en effectuant le produit [D,H {Il_ﬁ] ® ;{UJ = [L‘I.H ®50+06x ‘?«l]]
— L'élément ¢7 5 de la matrice " s'obtient en effectuant le produit [D.Ei {I_fs] * -l 23] = [L‘I,H x 0406 x Il{.l]

Soit en définitive :
L,_u.:u.atxausu 0y _ /40 46 48
TA0E 0.6 700090 120) " \o0 w4 72
REMARGQUE

Le nombre de colonnes de la matrice 8 est différent du nombre de lignes de la matrice 4 donc le produit 8 x 4
n’est pas défini!

5 PROPRIETES

Soient 4, B et C trois matrices telles que les sommes et les produits ci-dessous sont définis :
=Ax(BxC)=({4dx8)=C.

—AX(B+C)=AxB+A%C.

—(A+B)xC=AxC+Bx%C.

REMAROQUES

- | Engénéral 4 x B3 B x A il faut faire attention 4 I'ordre dans lequel on effectue les caleuls.

EXEMPLE
e a3 =

7
g -1 =2 2 -1 =2 2 -1 =2
1 1 X( ): 0 1 =1 et ( )X 1 1 :( )
- 1 3 =3 W LE 1 3 =3 L ] 3 4
= | 4 % C= 8= ne signifie pas que 4 = 8.
EXEMFLE
'3'21:,:“':—“'1 5 23-4x"1
2 4 =7 1 —a] A= O 1 3 —6 3

— | 4 x B =10 ne signific pas que 4 =0 ou & =1L

[ S T Y

)=(2 )

EXEMPLE

0 0
(:'i ;)x =al=|0o o 0
- I 5 —6 =3 o0

L
|
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Il MATRICES CARREES

1 MATRICE IDENTITE

MATRICE DIAGOMNALE

Une matrice carrée dont tous les coefficients sont nuls, sauf éventuellement les coefficients de la diagonale, est

appelée matrice diagonale.

EXEMPLES
1 0 0 0o o 1

Lamatrice 4= |0 —3 0] estune matrice diagonale. La matrice 8= | 0 —35 0 | n’est pas une matrice
o 0 0 1 0 O

diagonale.

DEFINITION

La matrice diagonale d’ordre n dont tous les coefficients sur la diagonale sont égaux 4 1 est appelée matrice
identité d’ordre n, on la note f,.

EXEMPLES
S 1000
g il o A LR
= A 3_u“] Zlo o1 o
0001
PROPRIETE

Soit 4 une matrice carrée d’ordre 1 alors 4 x [, = I, x A = 4, ol [, est la matrice identité d’ordre m.

EXEMPLE
1 =2 5 1 0 0 1 =2 5 1 00 1 =2 5 -2 5
I 0 3 01 0)=|1 ¢ 3je]0 1 0O i b 3]|= 0 3
I -3 2 o 01 1 =3 2 001 -3 2 -3 2

2 PUISSANCES D'UNE MATRICE CARRE

Soit A une matrice carré d’ordre # et p un entier supérieur ou égal 4 1.
La puissance p-iéme de la matrice 4 est la matrice carrée d’ordre # obtenue en effectuant le produit de p

matrices égales a 4.
AT =AdxAx-xd
— —

o s
Par convention A = 1.
EXEMPLE
=3 1 2
LSoitd= | =5 1 4
1 =1 2
=3 I | 2 -3 1 2 6 —4 2
P=duxd=|=5 1 4) x| =5 1 4)j=]114 —=E 2
1 =1 2 1 =1 2 4 =21 2
6 —4 2 -3 1 2 4 0 0
P=atxd=|14 =% 2| x|-5 1 4|=|0 4 0
4 =2 2 I =1 2 0o 4

Exercice : Calculer pour tout entier n> 3 la matrice A N en fonction de n

5
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3 INYERSE D'UNE MATRICE CARREE

DEFIMITION

Une matrice carrée 4 d'ordre # est imversible, s'il existe une matrice carrée B dordre » telle que
AxB=HR»xA=1{, oul, est la matrice identitd d"ordre mn.
La matrice inverse de 4 si elle existe, est unique et est notée 4~

EXEMPLE

4 =2 , "
La matrice 4 = ( 3 l) est elle inversible ?

Caleulons a. b, ¢ et d tel que ( 4 -2) (“ b) = (! U). a, b, ¢ et d sont les solutions éventuelles du

=3 1 ¢ o 01
systéme :

1 I
da=2r=1 Zu—r_'=: "-‘=—§
4h=2d =0 il bh=-1

= =3a+ec=0 o 1
=da+ce=0 2h=d =10 = ——
2z
=3btd=1 —3b+d=1 -
1
4 T T
L'inverse de la matrice 4 = ( 3 :_) est la matrice A~ = 5
e Wy
2

4 APPLICATION AUX SYSTEMES LINEAIRES

@1 1%+ @ 207 e ) X = By

; N e ! g 21X + a +eet il =h
Un systéme linéaire & n équations et n inconnues | ot L Ratn =2

dy 1%+ tly 312 Tt iy gy = 'F-’Ju

ay vt i
peut s"écrire sous la forme matricielle AX =8Bol 4= | : - : | est une matrice carrée d’ordre n,
dy] v dgg
X1 by
X=|: |etB8=| : | sontdes matrices colonnes de dimension n x 1.
e by
5i la matrice 4 est inversible, alors le systéme admet une unique solution donnée par X = A4~'8.
EXEMPLE
x=3y+z==6
Soit le systéme { x—y432= =2
—dr+Ip=—tz=1
1 =3 1 X il
Posons 4 = 2 =1 il A=|y|letB=|-2
-4 3 =6 z 1
Alors le systéme peut 8”écrire sous la forme martricielle AY = 8
3 15 8
La matrice 4 est inversible et 4—! = 0 2 1| onendéduit que
=2 =9 =5
AX=Bo A AX=A"'BeX=4""R
Soit
X 3 13 b3 b -4
= 0 2 ljx|=2]|=|-3
S -2 =9 =5 1 1

On obtient ainsi, 'unique solution du systéme y = —4;v=—-3etz= 1.
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5 COMPLEMENTS

Les deux méethodes suivantes sont hors programme et données a titre indicatif

RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES A L"AIDE DE LA MATRICE AUGMENTEE

La méthode de base pour résoudre un systéme d’équations linéaires est de remplacer le systéme par un autre,
plus simple, ayvant le méme ensemble de solutions.
Ceci se fait par une succession d opérations, appelées opérations élémentaires :
= multiplier une équation par un réel non nul ;
= permuter deux équations ;
= ajouter un multiple d une équation & une autre équation.
a 1%y Faraky o da e =8

2 ; Rt i : : @1, 1Xy + 23X+ o F iz ety = by
Soit un systéme linéaire & » équations et » inconnues :

iy | Xy F iy 2X3 F o A gy = I'jjlr

a az o dig [ By
: . . ; ; g3y a3 - a1, | b

La matrice augmentée associée au systéme est la matrice (4|8) = A S o :
dn] de2 - dan b

Les opérations élémentaires appliguées 4 un systéme déquations linéaires correspondent 4 des opérations
élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée. Ces opérations sont les suivantes :

= multiplier une ligne par un réel non nul ;

- permuter deux lignes;

= ajouter un multiple d*une ligne a une autre ligne.



