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Etude des suites homographigues « convergentes » [extrait du cours)

Une suite homographique est une suite définie parla donnée de u; et une relation du type:
au, +4

cu, +d

ou a, b,c,d sontdes réels | on peut prendre des nombres complexes aussi) telsque ad - bc 2 0
(sinon le rapport numérateur dénominateurest constantounondéfini)etcz 0.

Ce type de suite n'est définie que sitout terme u, de cette suite est différentde -d/c.

Etude de ce type de suite:

supposons gue cette suite converge versr, alors r vérifie ricr + d) =ar + b doncr est solution de
I'equation du second degré :

crt +(d-a)jr-h=0

Uyl =

» Premiercas, I'equation a deux racines distinctes
aetﬁ

siug= (ouug =0 } alors la suite est stationnaire ou constante)
sinon on pose:

w, - B

Vv, =
W, —

qui estune suite géométrique de raison
ca + d
cf+d

b )

si|g|<1 alorsla Sul'te( " /neM est convergente de limite £
: : (z,qz ) -

si |g|=1 alors la suite ~ ™ ® “neM est convergente de limite ¥

M
sig=1oug=-1alors la 5uite( n )neNest divergente [ quitend vers infini )

¢ Deuxiéme cas, I'eguation a une racine double ¢
siug = ¥alors la suite est stationnaire ou constante sinon on pose (4 condition que les

I .
termesdela 5uite( n )nEN soient tous différents de &) :

1
W, —

gui estune suite arithmétique de raison non nulle g

hH =

n

I
etdansce casla 5uite( n )neNestconvergente delimite ¢fcar:
. . 1 . 1
limu -a=1lm —=1Ilim —=10
H— +oo n— +m 42 H— o0 Vn + Hg
n
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EXEMPLE n° 1: Etude de la suite (un )neN telle que Up g = avec Ug :E
~Un
. A 2 u,
Exemple 1: (u ) est définiepar: u, = 3 et u,y = e
On admettra que, pourtoutn € Nu_ = Oetu = 2.
En utilisant {t ) telleque : t = i déterminer u en fonction de n.

|l s'agit tout d'abord de déterminer la nature exacte de (t, ) et, pour cela, d'établir une
relation de récurrence entre t_, et t

ul'l
U, —1 2—u, u,—(2—u,) 2u,—2
n+1 o = = = 2 I"n
ul11'1 l"ll'l l"II1 Un
2—u,
(t ) est donc géométrique, de raison 2 et de terme initial
2 -1
u,—1 g )
g, = 2 SO SR ST
x = R 2 2 2
3 3
=1 -1
Mous savons donc que t, = ?2" = >
Pour déterminer u_ il est préférable de chercher a exprimer u_a l'aide de t .
u,—1
t, = Py donc tu =u -1 puis 1 =u -~ta
cest-a-dire:1 = u (1-t)
g e s
N §= t|-|
Il suffit alors de remplacer t par son expression pour avoir u, .
W = 1 _ 1
L =
T T

Remargue : en dépit de la lourdeur apparente de I'expression, c'est a partir de cette forme
qu'il est le plus simple d'obtenir Ia limite de (u,_) (qui est 1 bien sdr) |

.o . e s u, — . - . . .
D’ou vient la suite (tn )neN définie par t, = n qui est suggérée dans I’énoncé de I’exercice ?

n

X
Etude des points fixes de la fonction définie par f (X) = 2—
—X

V X # 2 résolvons I'équation f (X) =X

2

f(x)=x<:>L=x<:>x=x(2—x)<:>x -x=0ex(x-1)=0<x=0 ou x=1

2—X

N \ a=0

Donc 2 points fixes et d’apres le cours en posant 51
. s un _B ) N un - . , ras
La suite (tn) définie par t, =——— c'est-a-dire t,, = est une suite géométrique et on
neN U, —o u
n n

. : 1

peut « facilement » calculer la raison et on trouve que (=2 avec ty = —E

Et on peut calculer de fagon explicite ( en fonction du parametre n ) le terme t,; puis le terme U,

1 1 1

]_—tn —1_ 1 ) 1 et donc que nl_l)nlwun =1

on-1 +F

Et on peut montrer que U, =
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X
2—X

Représentation graphique de la fonction f définie par f (X) =
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u, —4
EXEMPLE n° 2 : Etude de la suite (un )neN telle que Up g = avec Ug =1
N -
u,—4
Exemple2: U,, = T etu, = 1
On utilise, cette fois, la suite (v )telleque v = u% et on se propose de montrer

tout d'abord gue (v, ) est arithmeétique pour en deduire ensuite u_.

i o B W 0 A B o u-3 1
L T T e T 5 u-2 = u—4-2{u-3) u-2
u-3
et donc :
o ou—3 1 ou-2
Varr—Y: = —u+2 u-2  —u+2 1

(v,) est bien arithmeétique de raison -1 et de terme initial v, = -1.
Nous avons donc v_=-(n+1)
Revenons a u

W, = . donc 3. = u,—2
v

n n

1
Parconséquent: U, = 2 + e B

D’ou vient la suite (Vn) N définie par th =

ne qui est suggérée dans I'énoncé de I’exercice ?

n

X—4
Etude des points fixes de la fonction définie par f (X) = —3
X_

V X # 3 résolvons I'équation f (X) =X

f(x)=x<:>x;;1=x<:>x—4=x(x—3)<:>x2—2x+4=0<:>(x—2)2=O<:>x=2
X_

Donc 1 seul point fixe et d’apreés le cours en posant ¢ = 2

La suite (Vn) définie par t, =

c’est-a-dire vV, =
Up —a Up —2

neN est une suite arithmétique

et on peut « facilement » calculer la raison et on trouve que I =—1 avec vy =-1

Et on peut calculer de fagon explicite ( en fonction du parametre N ) leterme V,, puis le terme U

1 1

Et on peut montrer que U, =2+—=2- et donc que lim u, =2
Vi, n+1 n — 400
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Représentation graphique de la fonction f définie par f (X) =

>
|
w




