Arithmétique
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Division euclidienne

Soit a € Z et b € N*, il existe un unique couple (¢, ) tel que a = bg + ravec0 <r < b

Vocabulaire : a est le dividende ; b le diviseur ; ¢ le quotient et r le reste

Divisibilité dans Z Congruence dans Z

a divise b a et b ont méme reste dans la division euclidienne par n
<= bmultiple de a <= aestcongrua bmodulo n
< ilexiste k € Z tel que b = ka <= a — best multiple de n
< Notation : a = b (n)
<> Notation : a/b < Réflexivité: a = a (n
<> Réflexivité : a/a < Symétrie:a =b(n) = b=a(n)
b =b
<> Transitivité : af = a/c 4 Transitivité: { () = a=c(n)
b/c b=c(n)
b =b
¢ Linéarité: 4 7° —s a/butev o Addition: 4 “=°M™ i a bty (@)
a/c a =b (n)
< Lien avec les congruences : a/b <= b= 0(a) a=b(n)
85I . = I — !
<> Lien avecle PGCD: a/b <— PGCD(a,b) =a ¥ Multiplication : { o =V (n) = aa’ = b/ (n)
: P k — pk
S \<> Puissance : a = b (n) = a" = b" (n)

Nombres premiers

Un entier p supérieur ou égal a 2 est premier si et seulement si il admet exactement deux diviseurs : 1 et lui-méme
Théoreme fondamental de I’arithmétique : tout entier naturel supérieur ou égal a 2 se décompose de maniére unique a
l'ordre des facteurs pres en produit de facteurs premiers : on note p = pi"'p5*...po"

Critere d’arrét : si n n’admet pas de diviseur premier p tel que 2 < p < \/n alors n est premier

PGCD, PPCM

L’ensemble des diviseurs communs a a et b admet un plus grand élément noté PGCD(a, b)

L'ensemble des multiples communs a a et b admet un plus petit élément noté PPCM(a, b)

a=pi'py®...ppn PGCD(a, b) = pTpl2 ... pmn
< Si ; ; " alors jw iw n olt m; = min(ay, ;) et M; = max(«;, B3;)
b=p'py” ..o PPCM(a,b) = p;"'py"2 ... pMn

4 PGCD(ka, kb) = kPGCD(a, b)
<> Sia = bg + r, alors PGCD(a, b) = PGCD(b, r)

\<> Le PGCD de deux nombres non nuls est le dernier reste non nul de la suite des divisions de I'algorithme d’Euclide

Théoréme de Bézout Théoréme de Gauss

< PGCD(a,b) =1 a/be
: = a/c

<= a et bsont premiers entre eux PGCD(a,b) = 1

<= il existe deux entiers u et v tels que au + bv = 1 CarollEfies ¢
<> Identité de Bézout : PGCD(a,b) = d ajcetb/c

—> il existe deux entiers u et v tels que au + bv = d PGCD(a,b) = 1 = ab/e
<> Corollaire de Bézout : I'équation ax+by = c admet des p premier

solutions entiers <= c est multiple de PGCD(a, b) { T = p/aoup/b

- -
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Matrices et suites

Vocabulaire des matrices

{

matrice m x n matrice ligne matrice colonne matrice diagonale matrice unité
a1 12 Q1n ax a1 0 10 --- 0
a1 Q22 Q2n, a2 0 ax --- 0 01 --- 0
(al az an) o :
am1  Am2 Amn U 0 Ann o0 --- 1
A = (ai;) : matrice de coefficients a;; (ligne 4, colonne j) m = n : matrice carrée d’ordre n matrice unité : I,, ou [

Opérations avec des matrices

A = (ai;) est une matrice de dimension m x n /%bﬂ’} 3) - big (kA)B = k(AB)

B = (b;;) est une matrice de dimension p x ¢ “00 Jﬁ@ ..o byg ABC = (AB)C

Pourtout 1 <i<metl<j<n: O‘W’Xo;%;)? N : = A(BC)

v ASE = m=wsns uekag =y X obmtlnd) - bng ) A(B+C)=AB+BC
+ X N2 4

> C=A+Bavecm=petn =q:cy = a;; + by alag...amn . (A+ B)C = AC + BC

& C=kA: i = kay; b ST Ar=1a=4

¥ C=AXB:cy;= ligneijq x colonne jz @)@@"'@2’) o1 (29 - 2

S A" =AxAx---xAsin#Oet A0 =T Do : : /\ en général :

n fois @il @D o 0 0 Chngn Cm1Cm2 Cmyq AB#BA

i f

Inverse d’une matrice

< A matrice carrée inversible <
il existe B tel que AB = BA =1
Notation: B = A~*

a11T1 + - + G1pTy = b1

11+ -+ AnTn = by

& A=

Résolution d'un systeme linéaire

inversible <=
@

det(A) = ad —bc # 0

1 d —b
Al =
ad — be (c a >

< Ecriture: AX = B

< Solution: X = A~ !B
g

-

aiy a1n T by

an1 Apn Ln bn
N—— =

A X B

< Condition de solution (unique) : A inversible

Marche aléatoire

Un systéeme qui a n états possibles £, Es, ... E, qui évolue de I'un a 'autre
par étapes successives aléatoires suit une marche aléatoire a n états

On note P, la matrice ligne associée a la marche aléatoire a I'instant n

P, =(P(X,=E\) P(X,=Ey) ... P(X,, = E,))
graphe probabiliste matrice de transition
P11 P12 P13
T'=|pa p22 P23
b31 P32 P33

avec:0<p;; <let
P11+ pi2 +pi3=1
D21 + P22 +pa3 =1
P31 +ps2 +p33 =1

< Pn+1 = Pn x T et
\<> Un état probabiliste P est stable <= P x 1T =P

Pn:P()XTn

Une suite de matrices converge
—

toutes les suites formant les
éléments de cette matrice converge
¢ SiU,qq = AU, alors U, = A"Uj

Cas particulier de deux états
p
q
1l =
T — p p
7 1l-gq

Si (p;q) # (0;0) et (p;q) # (1;1)

@lors P, converge




