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| DERIVATION d’une fonction composée de 2 fonctions réelles |

1) Quelques rappels de notions sur les fonctions réelles

f f
xeR —» f(x)eR et antécédent — image
Si la fonction f n’est pas définie pour certaines valeurs (valeurs interdites), alors il faut définir :
le domaine de définition de la fonction que I’on note D¢
On peut également restreindre I’étude d’une fonction en prenant un sous-ensemble de son domaine de définition

(on étudie la fonction uniquement sur une partie de I’ensemble de définition, qu’on appelle par convention :
le domaine d’étude de la fonction)

Exemples : La fonction f(X)= 1 5 est définie sur ]—oo : Z[U ]2;+ oo[
X —
1
La fonction f (X) = ——=—=—= est définie sur |—/3;/3
\V3- X2 J [

La fonction f (X) =sin(x) peut s’étudier sur I’intervalle [0; 7[] (domaine d’étude)

Ensemble d’arrivée d’une fonction (appelé également : Ensemble des «images»)
C’est I’ensemble f (Df ): {y eR telsque IxeDs y=f (X)}

11) Fonction composée de 2 fonctions réelles
La fonction composée de f suivie de g est une fonction notée g o f (on dit: « g rond f »)

Cette fonction est définie par : xi— f(x) - g[ f(x)]
Onnote: Wxe D¢ go f(x)=g[f(x)]

Attention aux conditions sur les fonctions :
Si D¢ estle domaine de définition de la fonction f

Si Dg est le domaine de définition de la fonction g

ALORS la fonction composée ¢ o f n’est définie quesi [X € D¢ |etsi| f(X) e Dy

Remarques : 1) Nepasconfondre gof et fog (etengénéralonagof #foQ)
2) Le domaine de définition de la fonction go f , noté Dg.¢, etona Dy, < Dy

3) Dg. ¢ Z{XER tels que xe D¢ et f(x)eDg}

111) Exemple n°1 Soit les fonctions f :Xx+>ax+b et g :X+>cx+d
Calculons fog

La fonction f estdéfiniesur D¢ =R
La fonction g est définie sur Dg =R
OnaVxeD¢ =R ET f(x)eDg =R donc Dgof =R

ona: go f(x)=g[f(x)]=g[ax+b]=c[ax+b]+d =acx+cb+d =c(ax+b)+d

Conclusion: go f estune fonction définie sur IR : c’est la fonction : X — c(ax+b)+d

1
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Exemple n°2 Soit lafonction f :X+> ax’+bx+c avec a#0 Ona:Df=R

Ecrivons la fonction f comme une fonction composée de 3 fonctions u v et w, c’est a dire f =uovow

2 2
f(x)=ax2+bx+c=a(x2+9x+£)=a(xz+gx+b—— D +£j donc

a a 4a®> 4a* a
, b 2 2 b\’ b’ b\’ b?-4ac
f(X)=a| X" +=X+— [+C——=a| X+—— | +C——=a| X+— | ——
a 4a 4a 2a 4a 2a 4a
b? —4ac

b
Posons W i X> X+— et V :Xk> X’ et U X ax—
2a 4a

on obtient T (X) =UoVow(X)

Remarque : les 3 fonctions U V et W sont des fonctions définies sur R
ona w(R)=R c'estadire w(R)c D, ET v(R)=R" c'estadire v(R)c D,
donc il n’y a aucun probléme pour pourvoir les composer, et on a DUOVOW =R

1
Exemple n°3 : Soit les fonctions f : X —\/; et g: Xk ﬁ
X —

Définir la fonction composée g o f

La fonction f est définie sur D = RY = [0;+oo[

1
La fonction g est définie sur Dg =R- {E}

1
Comme Vx e Dg ona f(x) e ]—oo ; 0] cR _{E} on peut donc composer ces 2 fonctions car f (D) < Dy

La fonction composée g f est donc bien définie etona Dyt =Dy = [0 ;+oo[

ge f()=g[f(X)]= 9(—‘&)= 2(_\/1;)_1= _2\/1§_1= 2\/_;1+1

-1
Conclusion: go f est une fonction définie sur R™ = [0;+oo[ X —

2x +1

Remargue : Essayons maintenant de « définir » la fonction composée : f o g

Comme pour X € Dy =R—{%} cona g(x) e J-o0;0[ U ]0;+o0f

La condition g(Dg ) © D n’étant pas vérifiée, la fonction f o g n’est pas définie.

Pour pouvoir définir la fonction f o g , il est nécessaire de restreindre 1’étude de cette fonction sur I’intervalle

I=:l%;+00|: carona: VXG}%HO{ g(x) € J0;+oo[ = Dy

i 1. 1 [1
ET on obtient : Si Dfog =}E,+oo[ alors fog(X):f[g(x)]: f(ZX—lj:_ 1
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111) Dérivation d’une fonction composée de 2 fonctions réelles

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 1 inclus dans R
et soit f une fonction dérivable sur un intervalle J tel que u(l)c J

!
alors la fonction composée f ou  est dérivable sur Pintervalle I et: (fou) =(f'ou)xu’

Formule a retenir par ceeur : | VX € | (f ou)’ (x)= f’[u(x)]xu’(x)

(la démonstration de cette formule se trouve en annexe page 5 du document. Vous trouverez en annexe page 6
le calcul de la dérivée de la fonction réciproque quand f est une bijection (hors programme) )

Exemples :

ier

1" exemple : Soit la fonction h: X — (ax +b)?

Onpose U(X) =ax+b et f(x)=x

Comme les fonctions f et u sont définies et dérivables sur R
lafonction h= f ou est définie sur R et est dérivable sur R

Comme: VxeR f'(x)=2x et U'(X)=a
on obtient : h'(x) = f '[u(x)]xu '(x) = 2[ax+ b]x a= 2a(ax+ b)

2m exemple : Soit la fonction h: X > 1+ X
Onpose U(X) =1+x* et f(X)= N
Comme la fonction u est définie sur R et que la fonction f est définie sur RT = [0;+oo[

ETcomme VXeR u(x)=1+x*>0 ,lafonction hest définie sur R

Comme la fonction u est dérivablesur R : VxeR u’(x)=2x

* 1
Comme la fonction f est dérivable sur RY = ]0 ; +oo[ - VxeR™ f'(X)=——

24/x

ET comme VXeR u(x)=1+x%*>0, lafonction hest dérivable sur R

On obtient : h'(X) = f’[u(x)]xu'(x):;x 2x = X

24%% +1 x?+1

1\VV) Etude du sens de variation de la fonction composée f ou

1) Si u est croissante sur un intervalle I et si f est croissante sur l'intervalle u(l) alors fo u est croissante sur |

2) Si u est décroissante sur un intervalle | et si f est décroissante sur I'intervalle u(l) alors f o u est croissante sur |
3) Si u est croissante sur un intervalle | et si f est décroissante sur I'intervalle u(l) alors f o u est décroissante sur |
4) Si u est décroissante sur un intervalle | et si f est croissante sur I'intervalle u(l) alors f o u est décroissante sur |

Remarque : Ces différentes propriétés se démontrent trés facilement en utilisant la formule :

vxel (f ou)' (x) = f'Tu(x)]xu’(x)

ET en étudiant le signe de ( fo u)’ (X) quand x e en fonction des signes de f ’[u(x)] et de U'(X)

3
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V) Application : calculs de fonctions dérivées en utilisant cette formule

1""¢ application : Soit u une fonction non nulle et dérivable sur un intervalle |
alors la fonction f définie par Vx el f(x) =% est dérivable sur I’intervalle |
u(x

TY | _ 1
etona: vxel f'(x)= l; (x) Formule a connaitre par ceeur : l _ ¥

u“(x) 14 2 2

1
Exemple: f(X)=-——

(x*-4)
. . - , —2X
Cette fonction est définie et dérivable sur | —oo;—2[ U]-2;2[U]2;+o[ et f'(X)= W
X —

2'°M application : Soit u une fonction dérivable sur un intervalle |

alors la fonction f définie par Yx el f(x)=u"(x) (avecne N*) est dérivable sur I’intervalle |

etona: Vxel f'(x)=nu"(x)xu’(x)

Remarque : Cette formule est valable avec un exposant entier négatif si et seulement si la fonction u est une
fonction non nulle dérivable sur I’intervalle |
Exernple 1 :
Fix)=(3x+ 4‘];
1
u
Fix)= 9% 3(3x + 4) S =270 4)*
, 1 .

o n—1
2 " 3

Exemple 2 :
F(x) =sin’x = (sin 1]1
T

L

L] u r n-1
o

Fix)= 5% cos x (sinx) ' =5cosxsin’x

Exemple 4 : avec un exposant négatif
. 1
fx)=

(dxz4+ 5x-3 )I o fransformation

enforme u”
Flx)=(dxz+50-3)""%

Fix)y=-10(8x + 5)(4x2+ 5x - 3)" "1

=-10(8x + 5)(4x2+ 5x-3)7"
_lufEI+jJ Bariture sans

= - & eaposant wégatil

C (4xz+5x -3

3"*Me application : Soit u une fonction positive non nulle sur un intervalle |

alors la fonction f définie par Vx el f(x)=./u(x) estdéfinie et dérivable sur Iintervalle 1

u’(x) ( “'}m_')r = =

Formule & connaitre par coeur : 2
2\Ju(x)

etona: vxel f'(x)=
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Annexe n°1 : [Démonstration de la formule permettant de calculer la fonction dérivée d'une fonction composée]

Soit  u une fonction dérivable sur un intervalle |
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle J tel que u(l)cJ

!
Démontrons que la fonction f o U est dérivable sur I'intervalle I et que:(f ou) =(f'ou)xu’

9(x)-9(@) _

Rappel: une fonction g est dérivable sur un intervalle | alors VaeletVxel : [|im
X—a

g'(a)

(fou)(x)—(fou)(a)

Pour démontrer cette formule, il faut calculer pourVaeletVxel : lim
X—a

X—>a

Comme (fou)(x)—(fou)() _ fu()]-f[u(@)] _f [u)]-f [u(a)]X u(x)—u(a)
X—a X—a u(x)—u(a) X—a

(fou)(x)—(fou)(@) i flux)]-flu@] ux)-u(a)
= lim x lim —————
X—a x—sa UX)-u(@) X—sa X-—a

calcul 1 calcul 2

Donc |im
X—a

Calcul 1

Comme la fonction u est continue (car dérivable) sur I’intervalle I : [im u(x)=u(a)
X—a
done i UL @] Fu]- f [uGa)]
x—>a Ux)-u@) u(x) >u@ u)-u@)

= f'[u(a)]

Calcul 2

u(x)—u(a)

Comme la fonction u est dérivable sur I’intervalle I : lim
X—a

=u'(a)

(fou)(x)—(fou)(a)

X—a

Conclusion: Vael lim
X—a

= f'[u(a)]xu'(a)
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Annexe n°2 : [Formule de la fonction dérivée d’une fonction réciproquel

Soit f une bijection dérivable définie sur un intervalle 1 vers un intervalle J = f(1)

Onnote ' lafonction réciproque de f (fonctionde Jsur 1)

Soit xg €1
Hypothése : la fonction f est continue et est dérivable en xg €1 tel que f'(X,) # 0
1
(o F7)(¥)

Démontrons que la fonction f ™ est dérivable en y, = f(x,) et que ( f’l) (y,)=

Il est facile de démontrer que la fonction f ™ est continue en Yo =f (XO) car la fonction f est

continue en X, : c’est-a-dire il est facile de démontrer que :  |im f2(y) = f’l(yo)
Y=Y

Calculons le taux de variation de la fonction f ™ entre y, = f(X,) et y = f(X) (appartenanta J)

-7 (%)

c’est a dire :
Y—Yo
- - FHy) - (yo) X—X 1
Comme x= f™ et Xx,=f*! ona: 0/ 0 _
(y) et %, (%) Y- Yo f)-f(x) FO)-T(x)
X=X
Comme |im Y=Y,< lim X=X
X=Xy Y—=>Y%
On peut donc écrire que :
. -0 . 1 _ 1 1 _ 1
lim ———— = lim =7 f =5 T - -1
yoy, VYo xox, =) F00)  FE) (e 17 (yp)
X=X

Ce qui prouve que la fonction réciproque f ~ est dérivable en Yo

Commentaire : Si pour tout X de I’intervalle 1 ona f'(x) #0
alors " est dérivable sur I’intervalle J = f(l) etona: (f’l) =ﬁ
frof”

Exemple : La fonction f(x) =x? est une bijection de [ 0;+oo[ sur [ 0;+o[

La fonction réciproque de cette fonction f est la fonction g(x) = Jx

Montrons que la fonction ¢ est dérivable sur ] 0.+ [ etque Vxe |0;+oof g'(x)zi

2J/x
Explications :
Ona Vxe[0;+oo] f'(x)=2x
Onadonc f'(0)=0 etdonc lafonction g = f nest pas dérivable en 0
1 1 1

ET en appliquant la formule on obtient : vy e ]0;+o0[ g'(y) =(f’1)' (y)= ) = 27 0y) = 20



