Chapitre 1 2nde G
Ensembles de nombres
Intervalles dans R
1. Différents ensembles de nombres

1.1) Introduction : des nombres de différentes natures

Exemples
1°) Les différentes écritures suivantes désignent le méme nombre 2,8 :

IX4 5 13+1,5 5 1425 3-02 ; 2
5 10

s V2,56+41,44 5 0,7X4 >

2°) Mais, certains nombres ne sont pas de méme nature :

e 5 estun nombre entier naturel, mais aussi un nombre relatif positif: 5=+ 5.
Alors que — 5 est un nombre entier relatif.

e 2,8 n’est pas un nombre entier, c’est un nombre décimal positif.

« 8 st un nombre fractionnaire (quotient de deux entiers), mais c’est aussi un

5

nombre décimal puisque 8 - 1,6 (Ici, la division s’arréte).

« 4 estun nombre fractionnaire (quotient de deux nombres entiers), mais ce n’est

7
4 _

pas un nombre décimal puisque T = quotient exact de la division de 4 par 7.
Mais la division ne s’arréte pas :
4 ‘ 7
‘ 0,571428 571428571 ...

Remarque

Dans une division, on sait que le reste doit étre plus petit que le diviseur. Donc, dans
toutes les divisions d’un entier par un autre entier non nul ; on obtient soit un nombre
decimal lorsque la division s’arréte (un reste =0), soit un nombre ayant une écriture
décimale illimitée périodique, on dit aussi un développement décimal périodique (les
restes sont différents de 0).

Propriété 1.

Lorsqu’on effectue la division d’un nombre entier par un nombre entier différent de
z€ro, obtient un nombre decimal lorsque la division s arréte (un reste égal a 0), ou
bien un nombre ayant un développement périodique (restes différents de 0).
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Définition 1.

Un nombre qui s’écrit sous la forme d’une fraction de deux nombres entiers relatifs
s’appelle un nombre rationnel.

Exemples.
5
1°) Tout nombre entier naturel ou relatif est un nombre rationnel. Par exemple : 5= 1
L : _ 527 527
2°) Tout nombre décimal est un nombre rationnel. Par exemple : 5,27 100 107"

Définition 2.

Tout nombre qui ne s’écrit pas sous la forme d’une fraction de deux nombres entiers
relatifs est dit irrationnel ou non rationnel.

Exemple N 2,7 et m+1 sontdes nombres irrationnels.

Inversement

Propriété n°2.

Tout nombre ayant un développement décimal périodique, peut s’€crire sous la forme
d’une fraction d’un nombre entier relatif par un nombre entier différent de zéro.

Exemple
Ecrire le nombre a = 4,373 737... sous la forme d une fraction de deux entiers.

On remarque que le nombre a admet un nombre ayant un développement périodique.

Sa période est formée de deux chiffres. On multiplie ce nombre par 10? pour « sortir »
une période et retrouver la méme partie décimale :

100Xa =437,373737... (1)
a = 4,373737... (2)
On soustrait membre a membre (1) — (2) et on obtient :
99 a =433
433
59 "
Conclusion. Le nombre a est bien un nombre rationnel.

Ce qui donne : g=

Vérification.
Si on effectue la division a la calculatrice de 433 par 99, on obtient bien

a=333 —437373737...
99
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1.2) Différents ensembles de nombres

Définition n°1.
Le premier entier naturel est 0 et tout entier naturel n possede un successeur n+1.
L’ensemble des entiers naturels se note IN et s'écrit :

IN = {0;1;2;3;...}

* « N» pour « naturel » et les accolades désignent « [’ensemble ». On écrit alors :
3€IN | lire « 3 appartienta IN  »

—5¢IN lire « -5 n’appartient pas a IN ».

* Onnote également IN* 1’ensemble des entiers naturels privé de zéro :

0ZIN*.

= IN* g'écrit également d'une autre maniére :
IN*=IN\ {0}
Le « \ »selit « privé de». De méme,ona: IN\{0 ;1}={2,3;4,;5;..}

Définition n°2.
Les nombres entiers relatifs sont les nombres entiers positifs ou négatifs.
[’ensemble des entiers relatifs se note Z et on écrit :

Z ={.;-3;-2;-1;,0;1;2:3;...}.

* « Zy»est’initiale de « Zahl » qui signifie « nombre » en allemand.

* En particulier, tous les entiers naturels sont des entiers relatifs positifs. On écrit :
INcZ | lire « IN estinclus dans Z » ou « IN est contenu dans Z ».

Définition n°3.

Les nombres décimaux relatifs s’écrivent de deux maniéres réduites : sous la forme

a . .
d’une « fraction décimale » 0 avec a€Z et n€IN avec une écriture décimal

limitée (avec un nombre fini de chiffres apres la virgule).

[’ensemble des décimaux relatifs se note ID.

527 527 4

Exemple. 5,27=W—1—02 € ID. Mais 720571428571428571... ¢ID .

En particulier, tous les entiers naturels et les entiers relatifs sont des nombres décimaux
ayant une partie décimale nulle. On écrit :

N Z < ID

(lire « IN estinclus dans Z , qui est inclus dans ID » ou « IN et Z sont contenus
dans ID ».
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Définition n°4.

Les nombres rationnels s’écrivent de deux manieéres réduites : sous la forme d’une
. . . a J4
« fraction de deux entiers relatifs » 5, avee a e€Z et beIN* (b étant non nul)

ou avec un nombre ayant un développement décimal périodique. L’ensemble des
nombres rationnels se note Q. « Q » pour désigner le « quotient » de deux entiers).

Exemple. §=0,571428571428571...EQ. Mais = 3,1415926535897... ¢ Q.

En particulie, N ¢ Z < IDc Q.

Définition n°5.
[ ’ensemble des nombres réels est formé de tous les nombres utilisés en classe de

Seconde. Il contient les nombres rationnels (donc QCIR ) et les nombres irrationnels
tels que V2 ;o 245 L.

L’ensemble IR est généralement représenté par « la » droite graduée :
!

| I ¢ s B g I & |
\ P 1% L. T ¥ | |

| |
I |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 a X

Propriété.

1°) Tout point de la droite graduée a pour abscisse un nombre réel.

2°) Réciproquement : Tout nombre réel est I’abscisse d’un point de la droite graduée.

Schéma récapitulatif : Tous ces ensembles sont « emboités » ; c’est-a-dire que les un
sont « contenus » ou « inclus » dans les autres.

4

N Z cibc Q@ R
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2. Intervalles de R

2.1) Comparaison de deux nombres réels

Nous savons comparer deux nombres réels de différentes manicres. Partie entiere,
partie décimale ; ordre lexicographique, mais la méthode la plus pratique est la
suivante :

Définition.
Pour comparer deux nombres réels, on étudie le signe de leur différence.
Soit a et b deux nombres réels, alors :
a<b sietseulementsi a—b<0
De méme, on a : a>b sietseulementsi a—b>0

On dit que a<b (au sens large) si et seulement si [a <b ou a=bh].

On définit a=b d'une maniére analogue.

_ 941664 _
Exemple 1. : Comparer +/2 et 665857  trouver le plus petit et le plus grand.

A priori, ces deux nombres sont différents ! Pourquoi ? Pensez a la nature de ces deux nombres.

Premiere méthode -

A la calculatrice (Lycée) on trouve une valeur décimale a 11 décimales pour chacun d’eux :

— 941664
\/2 =1,414 213 562 37... et 665857 — 1,414 213 562 37... Que se passe-t-il ?

On peut chercher les décimales cachées en calculant la différence entre V2 etle
nombre avec les décimales stres. On a : \/2 —1,41421356237 = 3,1X 107", Donc:

V2 =1,414213 562373 1...

A 941664 b
De méme, on a : 665857 1,41421356237= 1,5X10 ~. Donc:
941664
665857 — 1,414 213 562 371 5...
941664

Conclusion 1. V2 > 665857 Par comparaison des 12¢mes décimales. (Trop long !).

2eme meéthode :

On peut les « différencier », en utilisant la définition ci-dessus : on calculer la différence a la
calculatrice, et on obtient :

J2 o 941664 . . ~12 5 941664
— 665857 — 1,6 E-12, Ce qui peut se lire 1,610 . Donc ~ 665857 = 0-
, /3 _ 941664
Conclusion 2. > 665857 -

Par conséquent : Le premier chiffre différent dans les développements décimaux de ces deux nombres
se trouve a la 12éme position apres la virgule !
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2.2) Intervalles de R

a) L’ensemble des nombres réels compris, au sens large, entre deux nombres réels a et
b s’appelle un intervalle et est noté | a ; b].

XE[CI ,'b] si et seulement si A <X<b

Cet intervalle est représenté graphiquement sur la droite graduée comme suit :

| I R R N R T

| | | | | 1 ! |
-5 -4 -3 -2 -1 0 a 1 2 3

|
[
4 5 X

oyl

Remarquons ici que les deux bornes sont comprises. Le crochet est « tourné vers »
les valeurs de ’intervalle des deux cotés.

b) L’ensemble des nombres réels compris entre deux nombres réels a et b , a compris
et b exclu, est noté [ a ; b|.

X€E€[a;b[ sietseulement si as<x<b

Cet intervalle est représenté graphiquement sur la droite graduée comme suit :

| I N T N (N A

| |
| | | \ | | | | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 L 1 2 3

— |

Remarquons ici que la borne a est comprise ; donc le crochet est « tourné vers » les

valeurs de I’intervalle du c6té de a ». La borne b est exclue ; le crochet «tourne le
dos » aux valeurs de I’intervalle du c6té de b.

c) Autres intervalles :

. <x <
la;b] a<x<b R . ————
-5 -4 -3 -2 -1 0 a 1 2 3 b 4 5 X
la;b[ a<x<b |\ + 4+ 4+ +F+—+—+f
-5 -4 -3 -2 -1 0 P 1 2 3 b 4 5 X
. >
[a;+o[ |X>a —tt——
-5 -4 -3 -2 -1 0 a 1 2 3 4 5 X
la;+o[ |x>a —t—t—— 1t
-5 -4 -3 -2 -1 0 a 1 2 3 4 5 X
|-o0;a] |x<a —t 3
-5 -4 -3 -2 -1 0 a 1 2 3 4 5 X
- al |x<a —
-5 -4 -3 =2 -1 0 a 1 2 3 4 5 X
]—o0too[ | xER Toute la droite réelle

+ o0 se lit « plus Uinfini ». Dire que xE€[a ;+ oo signifie que X=a ; donc toutes
les valeurs (supérieures a a) sont comprises jusqu’a I’infini (positif).
On définit — oo, lire « moins ’infini » d'une maniére analogue.

2nde G © Abdellatif ABOUHAZIM. Lycée Fustel de Coulanges Massy www.logamaths.f Page 6 sur 7


http://www.logamaths.f/

2.3) Intersection et réunion d’intervalles

Définition 1. L’intersection de deux ensembles A et B, se note ANB et désigne
I’ensemble des éléments qui appartiennent (a la fois) a A et a B. C’est ’ensemble des
éléments communs a A et a B. On lit « A infer B » et on écrit :

[ X€EANB | sietseulementsi [ x€4 et XEB |

Définition 2. La réunion de deux ensembles A et B, se note AUB et désigne
I’ensemble des €léments qui appartiennent a A ou a B. On lit « A union B » et on écrit :

[ xEAUB ] sietseulementsi| X€EA ou XEB |

Schéma représentatif

Exemples
1°) Comme N est inclus dans Z, on peut écrire: NNZ=N et NUZ=Z
2°) On considere les deux intervalles A=[-2;3]et B=1]0; 5].

Déterminer ANB et AUB .

On fait un schéma représentatif : A en rouge et B en bleu.
| | | [ | ]:_'% ' ]
| | | C | I i
5 =l s 27 0 1 2 4 5 X

L'intersection de A et B correspond a la partie commune a ces deux intervalles,
coloriée en rouge et en bleu. Par conséquent, il est clair que :

ANB =10;3]

Bien sir, on doit faire attention aux bornes de l'intervalle, incluses ou exclues.

Par contre, la réunion de A et B correspond a toute la partie coloriée en rouge ou en
bleu. Par conséquent, il est clair que :

AUB =[-2;5]
Remarques

Dans le langage courant, le « ou » signifie un choix obligatoire ; comme au restaurant,
dans « Fromage ou dessert ». On dit que le « ou » est exclusif.

En mathématiques, dans la définition de la réunion de deux ensembles, le « ou » n’est
pas exclusif.

Dire que X€EAUB signifie que x appartient & « au moins un des deux ensembles ».
Donc « x appartient a A » ou « x appartient a B » ou « x appartient aux deux ».
On dit que le « ou » est inclusif.
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